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Ubersicht Wissensmodell

Erste mengentheoretische Formulierung durch Robert Aumann in 1976.

Ein Wissensmodell ist ein Tupel (Q,P,K), bestehend aus...
= einer Menge Q von Zustanden
= einer Informationsfunktion P

=  einer Wissensfunktion K
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Die Menge aller Zustande

Mit Q bezeichnet man die Menge aller Zustande.

Mdgliche Interpretationen:

= FEin Zustand w € Q beschreibt die Umstande, die der

Entscheidungstrager in einem bestimmten Entscheidungsproblem fir
relevant halt.

» Ein Zustand w € Q beschreibt die ganze Welt mit den Informationen und
Uberzeugungen des Entscheidungstragers, sowie seinen Handlungen.
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Die Informationsfunktion

Definition: (Informationsfunktion)

Eine Informationsfunktion fur die Menge Q aller Zustande ist eine Funktion
P: Q — 29, die jedem Zustand w € Q eine nichtleere Teilmenge von

Zustanden P(w) C Q zuordnet.

Interpretation:

Im Zustand w € Q ist der Entscheidungstrager davon tiberzeugt, dass sich
der tatsachliche Zustand in der Menge P(w) C Q befindet.
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Die partitionierende Informationsfunktion

Definition: (partitionierende Informationsfunktion)

Eine Informationsfunktion P fir die Menge Q aller Zustande heil3t
partitionierend (engl. partitional) wenn es eine Partition von Q gibt, so dass
fur jedes w € Q gilt, dass P(w) jenes Element der Partition ist, welches w

enthalt.

Interpretation:

Im Fall einer partitionierenden Informationsfunktion gilt w € P(w), also ist der
Entscheidungstrager nicht nur davon tiberzeugt, sondern weil3 sogar, dass
sich der tatsachliche Zustand in P(w) befindet.
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Die partitionierende Informationsfunktion

Satz:

Eine Informationsfunktion ist partitionierend <
(P1) VweQqilt: we P(w)
(P2) w, € P(w,) = P(w,) =P(w,)

Interpretation:

= (P1): Ein Entscheidungstrager schliel3t niemals den tatsachlichen
Zustand w aus der Menge der plausiblen Zustande P(w) aus.

= (P2): Ein Entscheidungstrager verwendet die (In-)Konsistenz von
Zustanden um Ruckschlisse auf den tatsachlichen Zustand zu machen.
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Definition: ((bekanntes) Ereignis)

Sei Q Menge der Zustande, P partitionierende Informationsfunktion, w € Q.
= Eine Teilmenge E C Q nennt man Ereignis.

= Ein Ereignis E heil3t einem Entscheidungstrager bekannt, wenn flr ihn
Im Zustand w gilt: P(w) C E.

Interpretation:

Wenn P(w) C E gilt, weild der Entscheidungstrager, dass der tatséachliche

Zustand ein Zustand aus dem Ereignis E ist, daher der Begriff "bekannt".
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Die Wissensfunktion

Definition: (Wissensfunktion)

Sei P partitionierende Informationsfunktion und E C Q Ereignis.
Dann nennt man K: 22 — 29 K(E) = {w € Q | P(w) C E} die zu P gehdorige
Wissensfunktion.

Interpretation:

Fur jedes Ereignis E C Q ist die Menge K(E) die Menge aller Zustande in
denen der Entscheidungstrager E kennt.
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Beispiel: Augenfarben 1

Auf einer Insel leben 6 Personen, die entweder gelbe (0) oder blaue (1)
Augen haben. Jeder Insulaner sieht jeweils die Augenfarbe der anderen 5
Personen, kennt aber seine eigene nicht und kann diese auch nicht sehen.

Modell im Ausgangszustand:

Menge aller Zustande:
Q = {w - (wl’ wzy wgs 0)4, w5, w6) E {011} 6}

Informationsmenge von Person i:

Pi(w) = {(w;,0) , (w, 1)}
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Beispiel: Augenfarben 1

Vorgehensweise:

Eines Tages kommt eine siebte Person auf die Insel. Sie stellt den sechs
Insulanern das folgende Ratsel:

"Jeder von Euch hat entweder gelbe oder blaue Augen, wobei mindestens

einer blaue Augen hat. Ich werde von eins ausgehend langsam ganzzahlig
nach oben zahlen. Jede Zahl lautet eine neue Runde ein. Sobald jemand in
einer Runde seine Augenfarbe kennt, soll er dies 6ffentlich mitteilen, bevor
die nachste Runde eingelautet wird!"

[NB: Das Spiel wurde mit vier blaudugigen durchgefiihrt]
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Beispiel: Augenfarben 1

Modell der 1. Runde:

Menge der noch moglichen Zustande:

Ql={w=(v, w, w, w, w, ws) € {01}°]| 216w, > 1}

3" T4

Informationsmenge von Person i:
= Falls Person i mindestens eine Person mit blauen Augen sieht:

Pl(w) = {(w,;,0) , (w,;,1)} /

» Falls Person i niemanden mit blauen Augen sieht:

Pit(w) = {(w; 1)}

Sei Al:={w|2_,6w =1}. Dann gilt: Q2 =Q\ Al
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Beispiel: Augenfarben 1

Modell der 2. Runde:

Menge der noch moglichen Zustande:
Q2={w= (v, w, w, w, w, wg) €{0,1}°[ 26w, > 2}

Informationsmenge von Person i:
= Falls Person i mindestens zwei Personen mit blauen Augen sieht:

PRw) ={(w;0) , w, )} ¢
= Falls Person i genau eine Person mit blauen Augen sieht:
P2(w) = {(w,; 1)}
Sei A2:={w|2_,fw =2} Dann gilt: Q3 = Q2\ A2,
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Beispiel: Augenfarben 1

Modell der 3. Runde:

Menge der noch moglichen Zustande:
Q3={w= (v, w, w,, w, w, wg) €{0,1}°[ 26w, > 3}

Informationsmenge von Person i:
» Falls Person i mindestens drei Personen mit blauen Augen sieht:

Paw) = {(w,0), @1}
= Falls Person i genau zwei Person mit blauen Augen sieht:
P(w) = {(w; 1)}
Sei A3:={w|2_,fw =3} Dann gilt: Q4 = Q3 \ A3
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Beispiel: Augenfarben 1

Modell der 4. Runde:

Menge der noch moglichen Zustande:

Q4={w=(w,, w, w, w,, w,, wg) € {0L}°| 216w, > 4}

3’ 4!

Informationsmenge von Person i:
= Falls Person i mindestens vier Personen mit blauen Augen sieht:

Pi4(w) = {(w;,0) , (w;,1)}
» Falls Person i genau drei Person mit blauen Augen sieht:

P4(w) = {(w; 1)} V4
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Beispiel: Augenfarben 1

Schlussbemerkungen:
= Jeder Insulaner wusste schon immer, dass es blauaugige gibt.

= Erst durch die Ansage wird dies zu common knowledge:
In der 3. Runde - weil} jede blaudugige Person,
- dass eine weitere blauaugige Person weil3,
- dass eine weitere blauaugige Person weil3,
- dass eine weitere Person blaue Augen hat.

Aber, niemand weil3, dass es eine vierte blauaugige Person mit diesem
Wissen gibt — solange die 4. Runde nicht eingelautet wird.
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Gemeinsames Wissen

Informal:

Wenn in einem Zustand jeder Spieler das Ereignis E kennt und...
= jeder Spieler weil3, dass jeder Spieler E kennt, und

= jeder Spieler weil3, dass jeder Spieler weil3, dass jeder Spieler E kennt,
und

= jeder Spieler weil3, dass jeder Spieler weil3, dass jeder Spieler weil3,
dass jeder Spieler E kennt, und

= jeder Spieler weil3, dass jeder Spieler weil3, dass jeder Spieler weil3,
dass jeder Spieler weil3, dass jeder Spieler E kennt, und

dann sagt man E ist gemeinsames Wissen zwischen allen Spielern.
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Vom Wissen zum gemeinsamen Wissen

Sei N ={1,...,n} Menge der Spieler, P,(w) Informationsfunktion von Spieler i.

= Das Ereignis "jeder Spieler kennt E" ist:
KIWWE) ={w | U\ Pi(w) C E}

= Das Ereignis "jeder Spieler weil3, dass jeder Spieler E kennt" ist:
KZW(E) = {w | Uiy Pi(w) € K'\(E)}

= Das Ereignis "jeder Spieler weil3, dass jeder Spieler weil3, dass jeder
Spieler E kennt" ist:
K°N(E) = {w | Uiy Pi(w) € KE\(E)}
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Gemeinsames Wissen

Definition: (gemeinsames Wissen zwischen n Spielern)

Sei Q die Menge aller Zustande, N ={1,...,n} die Menge aller Spieler und
P.(w) die Informationsfunktion von Spieler i. Weiter sei E C Q ein Ereignis

und definiere: KIWE) ={w | U Piw) C E},
K™ (E) :={w | Uy P(w) € K" (E)} ¥ m € N

Das Ereignis E heil3t gemeinsames Wissen zwischen Spieler 1,...,n im
Zustand «w € Q, wenn w € K= (E).

Interpretation:

Im Zustand w kennt jeder Spieler E und weil3, dass jeder Spieler weil3, dass
jeder Spieler E kennt, und...
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Gemeinsames Wissen zwischen zwei Spielern

Definition: (gemeinsames Wissen zwischen zwei Spielern)

Sei Q die Menge aller Zustande, K; bzw. K, Wissensfunktion von Spieler 1

bzw. Spieler 2.
Dann heil3t das Ereignis E C Q gemeinsames Wissen zwischen Spieler 1

und Spieler 2 im Zustand « € Q, wenn w in jeder Menge der Folge K,(E),
K,(E), K{(K,(E)), K,(K{(E)), K{(K,(K{(E))), Ky(K,(K5(E))),... enthalten ist.

Der Einfachheit halber wurde dies hier nur flr zwei Spieler formuliert. Die
Definition kann aber ganz analog auf mehrere Spieler erweitert werden.
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Augenfarben 2

Insel mit drei Bewohnern, die gelbe (0) oder blaue (1) Augen haben.
N ={1,2,3}, Q={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(2,0,1),(2,1,0),(2,1,1)}

Jeder Spieler kennt jeweils die Augenfarben der anderen beiden Spieler.

Informationspartitionen:
P, =1{(0,0,0),(1,0,0); , {(0,0,1),(1,0,1)} , {(0,1,0),(1,1,0)} , {(0,1,1),(1,1,1)}

P,=1{{(0,0,0),(0,1,0)} , {(1,0,0),(1,1,0)} , {(0,0,1),(0,1,1)} , {(1,0,1),(1,1,1)}}
P3=1{(0,0,0),(0,0,1)} , {(0,1,0),(0,1,1)} , {(1,0,0),(1,0,1)} , {(1,1,0),(1,1,1)}}

Frage:

In welchen Zustanden ist das Ereignis E := "mindestens ein Bewohner hat
blaue Augen" gemeinsames Wissen zwischen den Spielern?
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Augenfarben 3

Beispiel wie vorheriges.

Zusatzliche Information: Wenn keiner blaue Augen hat, so wird dies allen
bekannt gegeben.

Informationspartitionen:
P, ={{(0,0,0)}, {(1,0,0);} , {(0,0,1),(1,0,1)} , {(0,1,0).(1,1,0)} , {(0,1,1),(1,1,1)}}

P,={{(0,0,0)},{(0,1,0)} , {(1,0,0),(1,1,0)} , {(0,0,1),(0,1,1)} , {(1,0,1),(1,1,1)}}
P3=1{(0,0,0)} ,{(0,0,1)}, {(0,1,0),(0,1,1)} , {(1,0,0),(1,0,1)} , {(1,1,0),(1,1,1)}}

Frage:

In welchen Zustanden ist das Ereignis E := "mindestens ein Bewohner hat
blaue Augen" gemeinsames Wissen zwischen den Spielern?
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Sich dartber einigen, uneinig zu sein

Fragestellung:

Kann es gemeinsames Wissen zwischen zwei Individuen mit dem selben
anfanglichen Uberzeugungen sein, dass das Individuum 1 einem Ereignis
die Wahrscheinlichkeit p, und das Individuum 2 die Wahrscheinlichkeit

p, # p, zuordnet?

Antwort:
Im Allgemeinen ist es mdglich, wenn die Individuen tber verschiedene

Informationen verfligen. Jedoch ist es unmaoglich, falls die
Informationsfunktion partitionierend ist.
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E-Mail Spiel

N={1,2}, Q={(Q.Q,)|Q;=Q, Q,=Q,*+1}; L>M>1

Matrix a Matrix b
A B A B
A MM |1,-L A 0,0 |1,-L
-L,1 | 0,0 B -, | MM
Wahrscheinlichkeit 1-p Wahrscheinlichkeit p

Informationspartitionen: P, = {{a},{b}} und P, = {{a,b}}

Informationsmengen im Zustand (q,q): P,(d.q9) ={(9,9).(9,9-1)}
P, (0,0) ={(9,q).(a+1,q)}
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Common Knowledge in der Spieltheorie

= Spiele mit vollstandiger Information: Struktur des Spiels &
Auszahlungen sind common knowledge

= Fdr IEDS: Rationalitat ist common knowledge
» Teispielperfektheit: Rationalitat ist common knowledge

= Spiele mit unvollstandiger Information: Wahrscheinlichkeitsverteilung ist
common knowledge



