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1. Formale Sprachen

Hier: iiber natiirliche Zahlen.

Variablen: T, Y, 2
Funktionssymbole: —+, %, S, 0
Terme: r|0|r+s|r*xs|S(r)

Ziffern sind spezielle Terme: fiir a € N sei a definiert durch

0:=0, n+1:=S5(n).

Formeln: r=s|AANB|AVB|A— B|-A|VxA|dzA

Geschlossene Formel (Satz): Formel ohne freie Variable



Beispiele

r <y = (z#0Ax+2z=1)
y |z = dz(yxz=ux)
r Primzahl = 1<zAVy(y|z—y=1Vy=n2x)

Es gibt unendlich viele Primzahlen:

Vx3dy(xr < y Ay Primzahl)



Semantik

Sei M = (JM], 0™, SM) zur Sprache passende Struktur.
Hier: |[M|=N, oM =0, SM(a)=a+1.

Wahrheitsbegriff von M:
Th(M) := { A | A geschlossene Formel mit M = A }
R C N definierbar:
es gibt Ag|z] mit R={a e N | M = Ag|a] }

R C N* definierbar: analog



Undefinierbarkeit des Wahrheitsbegrifts

Numerierung der Formeln: ArTAT

Satz. (Tarski)
"Th(M):={"A"| A geschlossene Formel mit M = A }

ist nicht definierbar.

Fixpunktlemma.

Zu B|z| findet man eine geschlossene Formel A mit

MEA gdw M EB[TAT.



Beweis des Fixpunktlemmas

Zu B|z] findet man eine geschlossene Formel A mit
MEA gdw Mg B[TAT.
Beweis. Bei geeig. Numerierung findet man A |z, xo, x3]:

M EV2 (A CT k2] — x="Clk]")

Setze C':= Ju(Blx] A Aslz, z,z]) und A := C[CT, also
A = Ja(Blz] A A[CC,TCT ).

MEA gdw FaeN(M & Bla] und a ="C[CCT]7)
gdw M = B[ A".



Bewels des Undefinierbarkeitssatzes

Annahme: "Th(M)" ist definierbar, etwa durch By |z].
Dann gilt fiir alle geschlossenen A

MEA gdw M= By[ AT

Betrachte die Formel —By/|z]. Nach dem Fixpunktlemma

hat man eine geschlossene Formel A mit
MEA gdw M E By A7.

Widerspruch.



Entscheidbarkeit, Aufzihlbarkeit

M C N entscheidbar: es gibt einen Algorithmus, der bei

Eingabe von a terminiert und feststellt, ob a€N oder nicht.

Leicht: M entscheidbar = M definierbar
Folgerung. "Th(M)™ ist nicht entscheidbar.

M C N aufzahlbar: es gibt einen Algorithmus, der bei

Eingabe von a genau dann terminiert, wenn a€N.
Leicht: M aufzdhlbar = M definierbar
Folgerung. "Th(M)™ ist nicht aufzédhlbar.



2. Formales Schlieflen

Wahrheit — Ableitbarkeit in einer formalen Theorie T .
Axiome: z.B. A|0] AVx(Alx]| — A[S(z)]) — VzA|x]

Schlufiregeln: z.B. modus ponens.

Annahmen iber T

T ist axiomatisiert, d.h. Bewr(n, m) ist entscheidbar. (1)

T ist widerspruchstrei.

~—~
W DN
— —

T beweist die Axiome von Robinsons ().

Ziel: T' 1s unvollstandig.
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Robinsons ()

S(x) # 0,

S(x) =S(y) =z =y,
r+ 0=z,

r+5(y) =5 +y),
x-0=0,

v-S(y) =z-y+uz,
z(x+5(2z2)=y)Ve=yVIz(y+ S(z) =ux).
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Unvollstandigkeit

Satz (Godel, Rosser). Man findet eine geschlossene Formel

A mit /7 A und Hr —A.
Beweis. Hilfsmittel: Jede entscheidbare Relation R ist in 1T’

reprasentierbar durch Bgr|T].

Syntaktisches Fixpunktlemma: Zu B|z| findet man eine

geschlossene Formel A mit
Fr A« B[TAT.

Bewr(n, m) entscheidbar = Wdlp(n, m) entscheidbar.
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Beweis des Unvollstindigkeitssatzes

THEVz(r<n—2z=0V---Vz=n—1), (4)
TI—Vx(a::Q\/---\/x

nvVn<z). (5)

Seien Bgew, |%1, 2] und Bwaq, |71, x2] reprisentierende

Formeln zu Bews und Wdly. Fixpunktlemma: Satz A mit

Tk A < Y (Bgewr[r."AT] — Jy(y < = A Bwar [y, "AT])).

A besagt die eigene Unbeweisbarkeit: ,,Zu jedem Beweis

von mir gibt es einen kiirzeren Beweis meiner Negation®.

Wir zeigen () Tt/ A und (xx) T t/ = A.
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Beweis des Unvollstindigkeitssatzes (Forts.)

u (x). Gelte T+ A. Wahle n mit
Bewr(n,mA™).
Dann gilt auch
not Wdlp(m,"A™")  fiir alle m,

da T" widerspruchsfrei ist. Es folgt (Repréasentierbarkeit)

Tt Bgew,|n,"A™,
T _'BWdIT [m, '_A—l] fiir alle m.
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Beweis des Unvollstindigkeitssatzes (Forts.)

Wegen (4) folgt

T b Bgewy[n,"A"] AVy(y < n — —Bwaip[y,"A7]).

Also

T+ 32(Bgewy [z, "AT] AVy(y < & — = Bwaily,"A7])),
TF—A.

Dies widerspricht der angenommenen Widerspruchstreiheit

von 1.
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Beweis des Unvollstindigkeitssatzes (Forts.)

Zu (xx). Gelte T+ —A. Wahle n mit
Wdlr(n,mA™).
Dann gilt auch
nicht Bewr(m," A7) fiir alle m,
da T" widerspruchsfrei ist. Es folgt (Repréasentierbarkeit)

T BWdIT[ FA_l]
T+ = Bgew,|m," A7 fiir alle m.
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Beweis des Unvollstindigkeitssatzes (Forts.)

Mit (5) folgt

T + Va(Bgews v, "AT) — Jy(y < A Bwairly, "AT])),

durch Fallunterscheidung nach x, also

THA.

Dies widerspricht der angenommenen Widerspruchstreiheit

von 1.
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3. Konstruktive Mathematik

Hermann Weyl (Uber die neue Grundlagenkrise der
Mathematik, Mathematische Zeitschrift 1921):

Ein Existentialsatz — etwa ,,es gibt eine gerade Zahl® — ist
iberhaupt kein Urteil im eigentlichen Sinne, das einen
Sachverhalt behauptet; Existentialsachverhalte sind eine

leere Erfindung der Logiker.

,2 1st eine gerade Zahl”, das ist ein wirkliches, einem
Sachverhalt Ausdruck gebendes Urteil; ,,es gibt eine gerade
Zahl® ist nur ein aus diesem Urteil gewonnenes
Urteilsabstrakt.
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Weyl 1921 (Forts.)

Bezeichne ich Erkenntnis als einen wertvollen Schatz, so ist
das Urteilsabstrakt ein Papier, welches das Vorhandensein
eines Schatzes anzeigt, ohne jedoch zu verraten, an
welchem Ort. Sein einziger Wert kann darin liegen, daf es

mich antreibt, nach dem Schatze zu suchen.
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Konstruktive Mathematik

Weyl, Brouwer, Kolmogorov, Bishop: ohne Formalisierung.

Heyting, Feferman, Beeson, Troelstra:

formale Systeme der konstruktiven Mathematik.

Kreisel: Was weifl man mehr, wenn ein Satz konstruktiv

bewiesen ist, als wenn man nur weil, daf3 er wahr ist?
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Beispiel eines nicht-konstruktiven Beweises

Es gibt irrationale Zahlen a, b mit a® rational.

Beweis durch Fallunterscheidung.

Fall 1: \/§\/5 ist rational. Wihle a = v/2 und b = /2.
Dann sind a, b irrational, und nach Annahme ist a’

rational.

Fall 2: \/5\/§ 1st irrational. Wahle a = \/5\/§ und b = /2.

Dann sind nach Annahme a, b irrational, und

V2 2
ab = (\/iﬁ) = (\/5) = 2 1st rational.
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Programme aus konstruktiven Beweisen

Unentscheidbar, ob Programm seine Spezifikation erfiillt.

Formaler Beweis: Korrektheit leicht zu priifen.

Bewels = Programm mit hinreichend vielen Kommentaren

(genauer: Programm extrahierbar).

Vision: Verwende mathematische Kultur zum Organisieren
komplexer Strukturen, zwecks Programmextraktion
(Zum Beispiel: Steuerprogramme im Anlagenbau oder in

der Telekommunikation).
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Einwande

1. Algorithmus-Idee ist vor einem konstruktiven Beweis

vorhanden.
(Richtig, aber: (a) Programm korrekt nach Konstruktion,

(b) Programmentwicklung wird moglich)

2. Komplexitéat des extrahierten Programms.
(Man erhélt in polynomialer Zeit berechenbare Funktionen,

bei geeigneter Einschriankung der Beweismittel).

3. Klassische Beweise verwendbar?

(Ja, aber man muf} genauer hinsehen)
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Beispiel: Zwischenwertsatz

Seien a < b rational. Ist f: [a,b] — R Lipschitz-stetig mit
f(a) <0< f(b), so findet man = € [a, b] mit f(x) = 0.

Beweisskizze. (1) ApproxSplit. Seien z,y, 2 gegeben mit
x <y. Dann ist z <y oder x < z.

(2) IVTAux. Gelte a < c < d <b, etwa 27" < d — ¢, und
f(c) <0 < f(d). Konstruiere ¢y, dy mit dy — ¢; = 2(d — ¢),
sodala<c<c <dy <d<bund f(cy) <0< f(dy).
(3) IVTeds. Iteriere den Schritt ¢, d — ¢, d; in IVTAux.
Seien © = (¢,), und y = (d,,),. Da f stetig ist, gilt

f(x) =0= f(y) fiur die reelle Zahl x = y.
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IVTFinal

(set-goal
(pf "all f,1,k0,kl1.Cont f ->
f f doml<<=0 -> 0<<=f f domr ->
(1#exp 2 k0)<=f domr-f doml ->
f domr-f doml<=exp 2 k1l ->
(all c,d,m.f doml<=c -> d<=f domr ->
(1#exp 2 m)<=d-c -> realless(f c)(f d) (m+1l)) ->
ex z.Real z & £ z===0"))
(assume "f" "1" "kO" "k1" "Cont f" "f a<<=0" "0<<=f b"
"a <_kO b" "b-a<=exp 2 k1" "HypSlope")

25



Beispiel

(define a-sg-minus-two
(pt "contConstr 1 2([a0,n1]a0*a0-2) ([n0]J1)S"))

(define sqrt-two-approx
(nt (apply mk-term-in-app-form
(list
(proof-to-extracted-term
(theorem—name-to-proof "IVTApprox"))
a-sq-minus-two

(pt "1”) (pt "1") (pt "1") (pt n2n)))))
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[nO]
1[let cdil
((cDC rat@@rat) (102)
([n1]
(cId rat@@rat=>rat@@rat)
([cd3]
[let cd4
((2#3)*1 cd3+(1#3)*r cd3Q@(1#3)*1 cd3+(2#3)*r cd3)
[if (0<=(1 cd4x*1l cd4-2+(r cdd*r cd4-2))/2)
(1 cd3@r cd4)
(1 cd4@r cd3)]1]))
(PosPred(SZero(S(S n0)))))

27



[let cd2

((2#3)*]1 cd1+(1#3)*r cd1@(1#3)*]1 cd1+(2#3)*r cdl)
[if (0<=(1 cd2*1 cd2-2+(r cd2*r cd2-2))/2)

(1 cdl@r cd2)

(1 cd20r cd1)]]]
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(lambda (n0)
(car (let ([cdil
(((cdc (cons 1 2))
(lambda (n1)
(lambda (cd3)
(let ([cd4
(cons (+ (x 2/3 (car cd3)) (x 1/3 (cdr cd3)))
(+ (¢ 1/3 (car cd3)) (* 2/3 (cdr cd3)))
(if (k=0
(/ (+ (- (x (car cd4) (car cd4)) 2)
(- (x (cdr cd4) (cdr cd4)) 2))
2))
(cons (car cd3) (cdr cd4))
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(cons (car cd4) (cdr cd3)))))))
(pospred (x (+ (+ n0 1) 1) 2)))])
(let ([cd2
(cons (+ (¥ 2/3 (car cd1l)) (x 1/3 (cdr cdil)))
(+ (¢ 1/3 (car cdl)) (x 2/3 (cdr cdi1))))])
(if (<=0
(/ (+ (- (x (car cd2) (car cd2)) 2)
(- (¢ (cdr cd2) (cdr cd2)) 2))
2))
(cons (car cdl) (cdr cd2))
(cons (car cd2) (cdr cdi)))))))
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Experimente

Das Ergebnis (mit Fehlerschranke 272Y) ist (in 2600 ms)

464225451859201404985
328256967394537077627

also
1.41421355. ..

Ubersetzt man die internen Terme in externen Code, so
reichen 20 ms. Mit Fehlerschranke 273 (in 200 ms)

834217924535838176640617893668869675754670281954447525095818024665335844956569
589881151426658740854227725580736348849310352832644300781946246613899173590427
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