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1 Setoide

Wir starten mit der Einfithrung von Setoiden. Diese konnen intuitiv als Mengen verstanden werden,
bei denen die Gleichheit explizit spezifiziert wird.

Definition 1.1 (Setoid). Ein Setoid X ist ein Paar (X, =x), wobei X eine Menge ist und =x eine
Aquivalenzrelation auf X, d.h. es gilt:

Reflexivitat: Ve € X : x =x =,
Symmetrie: Ve,yc X :ze=xy = y=x «,
Transitivitiat: Vo,y,z e X :o=x yANy=x 2 = = =x z.

Remark 1.2. Wir schreiben auch = #x y: <= —(z =x y).

Ist X ein Setoid, so nennen wir X
o diskret, fallsVr,ye X :x =x y VvV #x vy,
o stabil, falls Vz,y € X : =(z #x y) = = =xv.

Da wir die Gleichheit in Setoiden explizit angeben, miissen wir explizit angeben, ob Abbildungen
zwischen Setoiden diese Gleichheiten respektieren.

Definition 1.3 (Abbildung von Setoiden). Sind X,Y Setoide und ist f: X — Y eine Abbildung,
so heifit f eine Abbildung von Setoiden, falls gilt:

Ve, e X rx=x 2 = f(z) =y f(2).
In diesem Fall schreiben wir auch f: X — Y.

Definition 1.4 (Identische Abbildung). Sind X,Y Setoide und sind f,g: X — Y Abbildungen
von Setoiden, so heif3t f identisch mit g, geschrieben f ~ g, falls gilt:

Ve, € X1z =x 1 = f(z)=y g(z)).



Definition 1.5 (Spezielle Setoid-Abbildungen). Sind X,Y Setoide und ist f : X — Y eine
Abbildung von Setoiden, so nennen wir f

o injektiv, falls Vo, o' € X : f(x) =y f(2)) = x=x 2/,

o surjektiv, falls Vy € Y : dx € X : f(z) =y v,

o bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Analog zu anderen Rdumen kénnen wir auch Subsetoide definieren.

Definition 1.6 (Subsetoid). Sei X ein Setoid. Ein Subsetoid S von X ist ein Paar (S, tg), wobei
ts : S — X eine beliebige Abbildung ist. In diesem Fall ist S ein Setoid mit der Gleichheitsrelation

Vs, s € S:s=g55 1= 15(s) =x ts(s).
Auch kartesische Produkte von Setoiden sind wieder Setoide.
Definition 1.7. Sind X, Y Setoide, so ist das kartesische Produkt X x Y das Setoid mit

XxY:=XxY,

(z,9) =xxy (&,y) = z=x 2 Ny=v ¢.
Dann sind die Projektionen nx : X XY — X und 7y : X XY — Y Abbildungen von Setoiden.

Schlielich definieren wir noch einige spezielle Arten von Relationen auf Setoiden. Wir beginnen
mit Trennungen, die eine Art verallgemeinerte Ungleichheit darstellen.

Definition 1.8 (Trennung). Sei X ein Setoid. Eine Trennung #x auf X ist eine Relation
#x C X x X, die folgende Eigenschaften erfiillt:

Irreflexivitiat: Va,2' € X : o#xr’ — x #x 2/,
Symmetrie: Vr, 2’ € X : a#x1 — 2'#xx,
Kotransitivitat: Ve, 2/ 2" € X : a#x2’ = (x#xa" vV a'#x2").
Eine Trennung # x heifit eng, falls auch Vo, 2’ € X : —(a#x2’) = = =x 2/ gilt.
Remark 1.9. Eine Trennung ist eine Setoid-Relation auf X x X, d.h. es gilt:
Vo, o'y g € Xra=xyAa' =xy = (v#x7’ = y#xy).
Example 1.10. Ist X ein stabiler Setoid, so ist die Relation #x eine enge Trennung auf X.
Wir kénnen nun auch Abbildungen zwischen Setoiden definieren, die Trennungen respektieren.

Definition 1.11 (Stark Extensional). Sind X,Y Setoide mit Trennungen #yx bzw. #y und ist
f: X = Y eine Abbildung von Setoiden, so heifit f stark extensional, falls gilt:

Vo, o' € X : f(x)#y f(2)) = a#xa



Auflerdem koénnen wir auch Produkttrennungen definieren.

Definition 1.12 (Produkttrennung). Sind X,Y Setoide mit Trennungen #x bzw. #y, so ist die
Produkttrennung #x «xy auf X x Y definiert durch:

(z,y)#xxy (@) = (agtxa’Vy#vy).
Nun kommen wir noch zu partiellen Ordnungen und Halbverbénden auf Setoiden.

Definition 1.13 (Partielle Ordnung). Sei X ein Setoid. Eine partielle Ordnung <x auf X ist eine
Relation <xC X x X, die folgende Eigenschaften erfiillt:

Reflexivitat: Vo, 2/ €¢ X 12 =x 2/ = = <x 2/,
Antisymmetrie: Vo, 2’ €e X 12 <x 2/ N2/ <x x = x=x 2/,
Transitivitat: Vo, 2/, 2" e X :2 <x 2/’ N2/ <x 2" = 2z <x 2.

Eine partielle Ordnung <x heifit total, falls auch Vo, 2’ € X : x <x 2/ Va' <x z gilt, und quasi-total,
falls Vo, 2’ € X : =(x <x 2') = 2/ <x = gilt.

Definition 1.14. Sei X ein Setoid mit partieller Ordnung <x und Trennung #.x. Dann definiere
die Abbildung:

Ve,o' e X tx<x o' i = x<x 2 Nx#xa

Definition 1.15 (Halbverband). Sei X ein Setoid und sei Vyx : X x X — X eine Abbildung von
Setoiden. Das Paar (X, V) heifit Halbverband, falls gilt:

Kommutativitat: Vo,2’ € X 12 Vx 2’ =x 2/ Vx =,

Assoziativitat: Ve, 2/, 2" € X : (z Vx 2') Vx 2" =x 2 Vx (' vx 2”),

Idempotenz: Vz € X :zVx r =x .

Ist (X, Vx) ein Halbverband, so ist die kanonische partielle Ordnung <x auf X definiert durch:

V%CUIGKISUSXHT’M:> vax’:Xw’.



2  Uniforme Riume
Wir beginnen mit den grundlegenden Definitionen und Eigenschaften von uniformen Raumen.

Definition 2.1 (Uniformer Struktur). Eine uniforme Struktur auf einem Setoid X ist ein Tripel
(Ix,px,Fx), wobei

o Ix = (Iyx,=<x) eine direkt gerichtete Menge ist (partielle Ordnung und obere Schranken),
o px : Iy — Iy eine monotone Abbildung ist, d.h. Vi,j € Iy :i<x ] = px (i) <x px(J),
e IFx eine Relation zwischen X x X und [y ist.
Diese Daten miissen die folgenden Bedingungen erfiillen:
l.Ve,ye X:o=xy < Viely:(z,y) lFx i,
2.Viely:Ve,ye X : (x,y)IFx i = (y,x) IFx 4,
3. Vielyx Va,y,2',y € X: (z,y) =xxx (@, V)N (z,y) IFx i = (2/,¢) IFx i,
4. Vi,jelxy:Ve,ye Xigx jN(x,y)lFx j = (z,y) IFx 1,
5. Viely :Ve,y,z€ X (z,y) IFx px (i) A (y,2) IFx px (i) = (z,2) IFx 1.
Ein Uniformer Raum ist ein Setoid, der mit einer uniformen Struktur ausgestattet ist.

Example 2.2. Sei X eine Menge und d : X x X — R>( eine Pseudometrik auf X. Definiere
Gleichheit auf X durch:

r=xy:<= d(z,y) =0.
Dann ist X = (X, =x) ein Setoid. Weiterhin definiere:
Ix = (N, <) px(n):=n+1 (z,y) IFx n: <= d(z,y) < 27"

Dann ist (X, Iy, px,|Fx) ein uniformer Raum.

Nun zwei grundlegende Eigenschaften von uniformen R&umen.
Lemma 2.3. Sei (X, Ix,px,lFx) ein uniformer Raum. Dann gilt fir alle n € N:

1.Vielyx:Vo,ye X (z,y)lFx pk (i) = (z,y) lFx i,

2. Vi€ Ix :Vro,z1,...,Zn41 € X 2 Nioeo(@k, Thy1) IFx P (1) = (20, Tnt1) IFx 9.

Wir kommen nun zu Netzen, dem Analogon von Folgen in metrischen Rdumen.

Definition 2.4 (Netz). Sei X eine Setoid und J = (J, <) eine direkt gerichtete Menge. Dann
heiit eine Abbildung = : J — X ein Netz in X auf J. Wir schreiben oft auch (z;);es fiir das Netz
x. Netze auf N heiflen Folgen. Wir schreiben X I fiir die Menge aller Netze in X auf J.

Auf uniformen Rdumen kénnen wir nun auch Konvergenz von Netzen definieren.



Definition 2.5 (Konvergenz). Sei (X, Ix, px,|Fx) ein uniformer Raum, J = (J, <) eine direkt
gerichtete Menge und (z;);cs ein Netz in X auf J. Dann konvergiert (z;);cs gegen z € X mit
monotonem Modulus 5 : Ix — J, falls gilt:

Viely:Vjed:p(i)<ss] = (zj,2)lFx i
In diesem Fall schreiben wir (z;)jes —s  und nennen x den Grenzwert des Netzes.

Analog kénnen wir auch Cauchy-Netze definieren.

Definition 2.6 (Cauchy-Netz). Sei (X, Ix, px,IFx) ein uniformer Raum, J = (J, <) eine direkt
gerichtete Menge und (z;);cs ein Netz in X auf J. Dann heiit (z;);cs ein Cauchy-Netz mit
monotonem Modulus v : Iy — J, falls gilt:

Vielyx:Vj,j €d:v() <57 = (xj,zj)lFx i
Remark 2.7. Jedes konstante Netz ist ein Cauchy-Netz.
Als néchstes zeigen wir, dass Konvergenz von Netzen in uniformen Ridumen eindeutig ist.

Lemma 2.8. Seien X,Y uniforme Rdiume, J eine direkt gerichtete Menge und (x;)jcg, (y;)jes
Netze in X auf J. Weiterhin gelte Vj € J : x; =x y;. Auflerdem seien f,g : X — Y identische
Abbildungen von Setoiden. Dann gilt:

1. Vl‘,{BI e X: (%’)jeg —3 T A (yj)jel — g ¥ = x=x .’BI,
2. Vy,y' €Y (f(25))jes =5 y A (9(Y;))jes o ¥ = y=v ¥
Wir kénnen ebenfalls zeigen, dass konvergente Netze stets Cauchy-Netze sind.

Lemma 2.9. Sei X ein uniformer Raum, J eine direkt gerichtete Menge und (x;);cy ein Netz in
X auf J. Falls (xj)jcy gegen ein x € X mit monotonem Modulus B : Ix — J konvergiert, so ist
(xj)jeg ein Cauchy-Netz mit monotonem Modulus v := o px.

Da wir nun Konvergenz definiert haben, macht es sinn auch (uniforme) Stetigkeit zu definieren.

Definition 2.10 (Uniforme Stetigkeit). Es seien X,Y uniforme Rdume. Eine Abbildung von
Mengen f : X — Y heif3t uniform stetig, falls es eine monotone Abbildung ~ : Iy — Ix, genannt
Modulus der uniformen Stetigkeit, gibt, so dass gilt:

Viely Vo, € X : (x,2) Ikx v(i) = (f(z), f(2)) IFy i

Remark 2.11. Uniforme Stetigkeit ist stabil unter identischen Abbildungen, d.h. sind f,g: X — Y
identische Abbildungen von Setoiden und ist f uniform stetig, so ist auch g uniform stetig. Auflerdem
ist die Komposition uniform stetiger Abbildungen wieder uniform stetig.

Definition 2.12 (Uniformer Isomorphismus). Eine uniform stetige Abbildung f : X — Y heift
uniformer Isomorphismus, falls es eine uniform stetige Abbildung g : Y — X gibt, so dass go f ~ idx
und f o g ~ idy gilt. Dann heiflen X und Y uniform dquivalent, geschrieben X ~ Y.

Uniform stetige Abbildungen sind immer auch Setoid-Abbildungen.

Lemma 2.13. Seien X,Y wuniforme Riume und sei f : X — Y eine uniform stetige Abbildung.
Dann ist f : X — Y auch eine Abbildung von Setoiden.



Auflerdem erhalten uniform stetige Abbildungen Konvergenz und die Cauchy-Eigenschaft.

Lemma 2.14. Seien X,Y uniforme Rdume und (x;);cy ein Netz in X auf J. Weiterhin sei
f: X =Y eine uniform stetige Abbildung mit Modulus v : Iy — Ix. Dann gilt:

« Vo e X (zj)jes 2pr = (f(25))jes 2oy f(2),
o Ist (zj)jeg Cauchy mit Modulus o : Ix — J, so ist (f(x;))jes Cauchy mit Modulus oo ry.
Analog zu Subsetoiden kénnen wir auch Uniforme Teilrdume definieren.

Definition 2.15 (Uniformer Teilraum). Sei X ein uniformer Raum. Dann ist ein uniformer Raum
S ein uniformer Teilraum von X, falls es eine injektive uniform stetige Abbildung tg : S — X gibt.

Insbesondere sind Subsetoide auch uniforme Teilraume.

Proposition 2.16. Sei X ein uniformer Raum und sei S = (S, 1s) ein Subsetoid von X . Definiere:
(5,8) kg i: <= (1s(s),ts(s")) IFx i.

Dann ist (S, Ix,px,lks) ein uniformer Raum und s : S — X eine injektive uniform stetige
Abbildung. In diesem Fall nennen wir S einen von (S, tg) induzierten uniformen Teilraum von X.

Fiir induzierte uniforme Teilrdume kann man uniforme Stetigkeit, Konvergenz und die Cauchy-
Eigenschaft durch die Einbettung charakterisieren.

Lemma 2.17. Sei X ein uniformer Raum und sei S ein von (S, ts) induzierter uniformer Teilraum
von X. Dann gilt fir jeden uniformen Raum Z:

1. Ein f: Z — S ist uniform stetig genau dann, wenn tgo f : Z — X uniform stetig ist.
Auflerdem gilt fiir jedes Netz (s;)jeg in S auf einer direkt gerichteten Menge J:
2. Vs €S :(s5)jeq =55 <= (t5(85))jes —p ts(s),
3. (s)jeq ist Cauchy mit Modulus vy genau dann, wenn (15(s;))jes Cauchy mit Modulus +y ist.
Die uniformen Strukturen von Setoiden setzen sich auch auf kartesische Produkte fort.
Proposition 2.18. Seien X,Y uniforme Riume. Dann ist das kartesische Produkt X XY wvia
Ixxy = Ix X Iy,

pxxy(ix,iy) := (px(ix), py (iy)),
((m,y), (x',y’)) Fxwy (ix,iy) = (m,x’) Fx tx A (y,y/) Iy 7y

ein uniformer Raum. Dann sind mx : X XY — X und my : X XY — Y uniform stetige Abbildungen.



Fiir das Produkt uniformer Rdume gibt es auch eine universelle Eigenschaft.

Theorem 2.19. Seien X,Y,Z uniforme Riume und seien f: Z — X und g : Z — Y uniform
stetige Abbildungen. Dann gibt es eine eindeutige uniform stetige Abbildung (f,g) : Z — X XY, so
dass das folgende Diagramm kommutiert:

fw

777777777777 s X xY

Corollary 2.20. Sind X,Y,Z uniforme Rdume und f : Z — X, g : Z — Y wuniform stetige
Abbildungen, so ist auch f x g: Z — X XY, definiert durch (f x g)(z) := (f(2),9(2)), eine uniform
stetige Abbildung, so dass tx o (f X g) ~ fomx und wy o (f x g) ~ gomy gilt.

Remark 2.21. Aus dem Theorem folgt insbesondere, dass fiir uniforme Rdume X,Y, X', Y’ und
uniforme Isomorphismen f: X — X', g:Y — Y auch f xg: X xY — X’ x Y’ ein uniformer
Isomorphismus ist. Somit gilt auch X x Y ~ X’ x Y’ genau dann, wenn X ~ X’ und Y ~ Y’ gilt.

3 Vollstandigkeit

Wir kommen nun zu der Vollstandigkeit uniformer Rdume. Wir wollen dabei analog zu metrischen
Réaumen vorgehen, d.h. die Vervollstdndigung soll durch Cauchy-Netze konstruiert werden. Hierfiir
bendtigen wir zunéichst eine geeignete Aquivalenzrelation auf Netzen.

Lemma 3.1. Sei X ein uniformer Raum und J eine direkt gerichtete Menge. Dann ist die Relation
(x)jes =x7 (Yj)jeg : = Vie Iy :3j cJ:VjedJ:j<;j = (xjr,y5) Fx i
eine Aquivalenzrelation auf X7, d.h. X7 := (X7, =) ist ein Setoid.
AuBerdem miissen wir die uniforme Struktur auf X” erweitern.

Proposition 3.2. Sei X ein uniformer Raum und J eine direkt gerichtete Menge. Dann ist
(X7 Ix,p%, Fxs) ein uniformer Raum, wobei die Relation |-y definiert ist durch:

((5)jed, (Yj)jes) Fxs i == 3z )jEJa (y])JGJ e X/
(zj)jes =x7 (z j)jei A (j)jes =x7 (Y)jes
Ajed:Vied:j<si = (@ yjy)lFxi.

Lemma 3.3. Sei X ein uniformer Raum und J eine direkt gerichtete Menge. Dann gilt fir alle
Netze (z)jes, (Y)jes in X7 and alle j € Ix:

1. ((x))jes, Wj)jes) Fxs pi(G) = ' € J:Vj" € J:j <y = (zjm,yyn)Fx 7,

2.3j'eJ: V" ed <57 = (xjmyp)lFx § = ((xj)jes, Wj)jes) Fxv J.



AuBerdem miissen wir den uniformen Raum X in X7 einbetten.

Definition 3.4 (Einbettungen). Es seien X, Y setoide und J, J direkt gerichtete Mengen. Weiterhin
seien f : X — Y eine Abbildung und o : J* — J eine monotone Abbildung. Dann definiere die
Abbildungen:

o % : X — X7 durch n{(z) := (z)je,

o 7 X7 =Y dweh f((2)je0) = (f(2)))jes,

o« ox: X7 = X7 durch ox((25)jes) = (To() jes-
Wir zeigen nun einige Eigenschaften dieser Abbildungen.

Lemma 3.5. Sei X ein uniformer Raum und J eine direkt gerichtete Menge. Dann ist 77‘)]( X = X/
eine injektive uniform stetige Abbildung. Auferdem gilt fir alle Cauchy-Netze (x;)jcy in X7 mit
Modulus v : Ix — J:

(U}]((xj))jel =y (25)jes-

Insbesondere ist X ein uniformer Teilraum von X .

Lemma 3.6. Seien X,Y uniforme Rdiume, J eine direkt gerichtete Menge und f : X — Y eine
uniform stetige Abbildung mit Modulus ~ : Iy — Ix. Dann ist f/ : X7 — Y7 eine uniform stetige
Abbildung mit Modulus p3 o~y : Iy — Ix.

Lemma 3.7. Sei X ein uniformer Raum und seien J,.J' direkt gerichtete Mengen. Weiterhin sei
o:J — J eine monotone Abbildung. Dann ist ox : X7 — X' eine uniform stetige Abbildung mit
Modulus p% : Ix — Ix, genau dann, wenn ¥j € J : 35 € J' : j <; o(j') gilt.

Proposition 3.8. Sei X ein uniformer Raum und seien J,J' direkt gerichtete Mengen. Dann gibt
/ J'
es eine eindeutige (Setoid-)Bijektion (%) : X7*7/" — <1J> . Dann gilt
() onk™” =n}omk.
Auflerdem ist (*) uniform stetig und fiir alle Cauchy-Netze x,y € X gilt:
Vi€ L+ (%,9) I sy A () = (5,¥) Iy j

Proposition 3.9. Es seien X,Y uniforme Rdume und J eine direkt gerichtete Menge. Dann gibt
es eine eindeutige (Setoid-)Bijektion (-, : X7 x Y7 — (X x Y)’. Dann gilt:

() o (% X n) = %y

Auferdem ist (-,-) : X7 x Y7 — (X x Y7 ein uniformer Isomorphismus.



Wir gehen nun vom Raum der Netze zum Raum der Cauchy-Netze iiber.

Definition 3.10. Sei X ein uniformer Raum und J eine direkt gerichtete Menge. Dann ist der
Raum der Cauchy-Netze in X auf J definiert durch:

X7 = {(x,a) € X7 x (Iy — J) | x ist Cauchy mit Modulus a}.

AuBerdem definiere die Abbildung i : X (- X7 durch i{((x,)) := x. Dann sei X7 der von

(X J, i%) induzierte uniforme Teilraum von X 7. Insbesondere gilt dann:
(x,0) =% (y,0) : <= x=x7Y, (x,0),(y,8) IFzsi: <= (x,y) lFxs i
Wir wollen nun die Abbildungen aus Definition 3.4 auf die Rdume der Cauchy-Netze einschrinken.

Lemma 3.11. Sei X ein uniformer Raum und J eine direkt gerichtete Menge. Dann gibt es eine
uniform stetige injektive Abbildung ﬁ‘)]( : X — X7, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

Al
\ rJ
Lemma 3.12. Seien X,Y uniforme Rdaume, J eine direkt gerichtete Menge und f: X — Y eine

uniform stetige Abbildung. Dann gibt es eine uniform stetige Abbildung f” : X7 — Y7, so dass das
folgende Diagramm kommutiert:

X X X/ x x/

f| |7 [+

Y Y/ Y/

Lemma 3.13. Sei X ein uniformer Raum und seien J,J' direkt gerichtete Mengen. Weiterhin
seien o :J' — J und 7 : J — J" monotone Abbildungen, so dassVj € J :j <j o(7(j)). Dann gibt
es eine uniform stetige Abbildung 5x : X’ — X7, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

XJ LX XJ

\ b

J/
— X
tx

Wir kénnen nun auch die Produkte von Rdumen der Cauchy-Netze betrachten.

Theorem 3.14. Es seien X,Y umforme Raume und J eine direkt gerichtete Menge. Dann gibt

es einen uniformen Isomorphismus < ) X X Y — (X x Y)?, so dass das folgende Diagramm
kommutiert:

7
7 x 7, Uy XT
— XY XTI xyl X 5 Xy

\ i [
J




SchlieBlich kommen wir zur eigentlichen Vervollstandigung.

Definition 3.15 (Vervollstéil}digung). Sei X ein uniformer Raum. Dann ist ein reguldres Netz in X
ein Cauchy-Netz (z);jes in XTx mit Modulus idy, : Ix — Ix. Wir schreiben X fiir die Menge aller

reguliiren Netze in X. Weiterhin definiere die Abbildung iy : X — X X dureh ¢ x(x) = (x,idy, ).
Dann sei X der von (X, ix) induzierte uniforme Teilraum von XX, Insbesondere gilt dann:

X=3y: = X=5i1y Y, (xy)lFgi:<—= (x,y)Fgry i
Dann heiBt X die Vervollstindigung von X.

Remark 3.16. Da ng(x (z) immer in X liegt, schreiben wir einfach nur nyx : X — X. Nach den
vorherigen Ergebnissen kommutiert auch das folgende Diagramm:

X =, X

Ix
N
77XX

Kl
Wir kénnen viele Cauchy-Netze in X als regulire Netze in X interpretieren.
Lemma 3.17. Sei X ein uniformer Raum und J eine direkt gerichtete Menge. Dann:

e falls x € X’ ein Cauchy-Netz in X mit Modulus ~v : Ix — J ist, so ist xoy e X,

falls x,y € X7 Cauchy-Netze mit Moduli o, B : Ix — Ix sind, so gilt:

Vj€lx:(x,y)lFxs px(j) = (xoa,yop)lFyix J,

falls x,y € X7 Cauchy-Netze mit Moduli o, B : Ix — Ix sind, so gilt:
(xoa,yoB) kyry px(j) = (x,¥) IFxv j,

e fallsx € XIx ein Cauchy-Netz mit Modulus o : Ix — Ix ist, so gilt:

Xoa=yxry X.

Proposition 3.18. Sei X ein uniformer Raum und J eine direkt gerichtete Menge. Dann gibt es
eine uniform stetige injektive Abbildung 1/3]( : X7 — X, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

7l -
X X5 X/
J
174
N l X
X
Inbesondere ist X” ein uniformer Teilraum von X. Auferdem ist I/g(x eitn uniformer Isomorphismus
mit Inversem ix, d.h. X ~ XIx ist eine uniforme Aquivalenz.
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Proposition 3.19. Sei X ein umformer Raum und J eine direkt gerichtete Menge. Dann gibt es

eine uniform stetige Abbildung 0% X — X7¥IX | 50 dass das folgende Diagramm kommutiert:

J><1X
X XJXIX

1%

~J

— X

%

Lemma 3.20. Es seien X,Y uniforme Raume. Dann gilt fir alle uniform stetigen Abbildungen
f,g: X —=Y:

fonx ~gonx = f~g.
Schliefllich konnen wir vollstdndige uniforme Réume definieren.

Definition 3.21 (Vollstdndiger uniformer Raum). Ein uniformer Raum X heifit vollstindig, falls
nx : X — X ein uniformer Isomorphismus ist.

Theorem 3.22. In vollstindigen uniformen Rdumen konvergieren alle Cauchy-Netze.
Theorem 3.23. Die Vervollstindigung X eines uniformen Raums X ist vollstindig.

Proof. Dies folgt durch das folgende Diagramm, welches durch frithere Ergebnisse kommutativ ist:

nx
~ ~Ix IX
<> Lx
JxxIx 9XX Iy
IxxIx 77;

nx nx

nx %

X — X

O

Theorem 3.24. Es seien X,Y uniforme Riume. Dann gilt X x Y ~ X xY und X x Y ist genau
dann vollstindig, wenn X und Y wvollstandig sind.
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