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Konstruktive Analysis

Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen

Im folgenden Text wird ein konstruktiver Beweis der Vollstandigkeit der reellen Zahlen
dargelegt. Auf dem Weg dorthin werden auflerdem ein paar weitere wichtige Definitionen
angegeben und grundlegende Resultate iiber die reellen Zahlen in der konstruktiven Ana-
lysis bewiesen. Vorausgesetzt wird, dass die Zahlensysteme bis einschliellich der rationalen
Zahlen Q bereits in konstruktiver Art und Weise eingefiihrt wurden. Darauf wird im Fol-
genden nicht weiter eingegangen. Die Eigenschaften dieser Zahlensysteme, die hier benttigt
werden, entsprechen allerdings denen, die auch aus der klassischen Analysis bekannt sind.
Insbesondere gilt zum Beispiel fiir rationale Zahlen die Dreiecksungleichung.

Dieses Dokument basiert auf dem Text Constructive analysis with witnesses von Hel-
mut Schwichtenberg aus dem Wintersemester 2023/24. Alle hier angegebenen Definitionen
und Resultate sind auch im Beweisassistenten Minlog formalisiert, ndmlich in den Biblio-
theken rea.scm und rseq.scm.

Fiir die Namen von Variablen gelten stets folgende Konventionen: n,ng,ni, m,l be-
zeichnen natiirlich Zahlen, p, ¢ (echt) positive ganze Zahlen, a eine rationale Zahl, (ay),,,
(bn),,» (cn),, Folgen von rationalen Zahlen, z,y, z reelle Zahlen und (z,),, eine Folge von

reellen Zahlen.
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1 Reelle Zahlen und Aquivalenz von reellen Zahlen

Wir beginnen mit zwei grundlegenden Definitionen und beweisen einige Eigenschaften

iiber die Gleichheit von reellen Zahlen.

Definition 1. Eine reelle Zahl z ist ein Paar ((an),,cy, M) aus einer Folge (an),cy € Q
von rationalen Zahlen und einer Abbildung M : Z* — N, sodass (an),en eine Cauchy-Folge
mit (Cauchy-)Modul M ist:

1
() lon = aul < o= fir n,m > M(p)
(il) M(p) < M(q) fiir p < q (M ist monoton wachsend).

Die rationalen Zahlen werden in die reellen Zahlen eingebettet, indem jede rationale
Zahl a als reelle Zahl ((an),,cn»
Modul M (p) = 0 aufgefasst wird.

M) mit der konstanten Folge a,, = a und dem konstanten

Definition 2. Zwei reelle Zahlen x := ((an),cn: M), ¥ = ((bn),en, V) sind dquivalent

genau dann, wenn

L
’aM(p—&-l) - bN(p+1)| < 2717 fiir alle pE Z+.

Ist aus dem Kontext klar, was gemeint ist, sagen wir auch, dass x und y gleich sind und

schreiben x = y. Die Gleichheit von reellen Zahlen ldsst sich wie folgt charakterisieren:

Lemma 1 (RealEqCharl, RealEqChar2). Seien = = ((an),cn, M), y = ((bn) N)

reelle Zahlen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

neN»

(a) ==y
(b) vpzlnovnznoﬂan —bn| < 2%)
Beweis. (a) — (b). Sei ng := max(M(p +2), N(p+ 2)). Dann gilt fiir alle n > nq:

lan = bn| <lan — aprpro)| + lanrpr2) — Onpr2)l + DN pr2) — bnl

< 1 1 r 1
—2p+2+2p+1+2p+2_2?'

(b) — (a). Sei ¢ € Z* und wéhle ng zu ¢. Sei zudem n = max(ng, M(p+ 1), N(p + 1)).
Dann gilt:

IN

|ans(p1) = @nl + lan = bal + |by = by )]

1 1 11 1
ot T3 T T

lanrp+1) — DN+

<

Da dies fiir alle ¢ € Z™ gilt, folgt larr(p1) — DNyl < 2%, fiir alle p € Z™. O

Korollar 1 (RealSeqEqToEq). Seien x = ((an),cr, M), ¥ = ((bn),en: V) reelle Zahlen
mit Cauchy-Folgen, die ab dem ng-ten Folgenglied gleich sind (d.h. a, = b, fiir n > ng).
Dann gilt x = y.



Um zu zeigen, dass die Gleichheit tatséichlich eine Aquivalenzrelation ist, beweisen wir

folgendes Lemma:
Lemma 2 (RealEqTrans). Gleichheit zwischen reellen Zahlen ist transitiv.

Beweis. Seien x,y, z reelle Zahlen mit Cauchy-Folgen (ay),,, (bn),,, (cn),- Es gelte z =y,

n’

y = z. Lemma 1 (RealEqCharl) liefert ng,n1 zu p + 1, sodass fiir n > max(ng, n1) gilt:

11
too =

lan — cnl < lan — bn| + |bn — cn] < 2 =

= optl
Geméf Lemma 1 (RealEqChar2) gilt also auch z = z. O

Da Reflexivitit (RealEqRefl) und Symmetrie (RealEqSym) direkt aus Definition 2
folgen, gilt damit:

Korollar 2. Die Gleichheit zwischen reellen Zahlen ist eine Aquivalenzrelation.

2 Nichtnegative und (p-)positive reelle Zahlen

Wir wollen nun nichtnegative und (p-)positive reelle Zahlen einfiithren. Diese Definitionen

benstigen wir spéiter wiederum fiir die Definitionen von < und <.

Definition 3. Eine reelle Zahl z := ((ay)

genau dann, wenn

nene M) ist nichtnegativ (geschrieben z € RT)

1 ,
~% < app firallepe AN

Auch hier gibt es eine niitzliche Charakterisierung:

Lemma 3 (RealNNegCharl, RealNNegChar2). Fir jede reelle Zahl x = ((an),cn, M)
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) = € RO+

(b) Vpzlnovnzno(_zip < ap).
Beweis. (a) — (b). Sei ng .= M(p + 1). Dann gilt fiir alle n > ny:

—2% < —ﬁ +ap(pr1) = —ﬁ +ay(py1) — an + an
< —oprt Tlamern — anl +an S —opm 4 oo+ an = an.
(b) — (a). Sei ¢ € Z™ und wihle ng zu ¢. Sei zudem n = max(ng, M(p)). Dann gilt:
—2% - % < —27+an = —2—p+an — ap(p) T An(p)
< —ylp +lan = an)| +ane) < —55 + o T ame) = amp)-

Da dies fiir alle ¢ € ZT gilt, folgt —55 < apy() fiir alle p € Z7. O

3



Die Nichtnegativitét ist vertraglich mit der Gleichheit von reellen Zahlen:

Lemma 4. Fiir alle reellen Zahlen x,y gilt:
=y —zeR" - yeROT

Beweis. Wir zeigen (b) aus dem vorherigen Lemma. Sei  := ((ay),,, M), y :== ((byn),,, N).
Es gelte 2 = y und 2 € R%". Lemma 1 (RealEqChar1) liefert ein ng zu p + 1 und Lemma
3 (RealNNegCharl) ein ny zu p + 1, sodass fiir alle n > max(ng,n;) gilt:

1

~55 S “gprr T < (bn = an) + a0 = by, O

Die (p-)positiven reellen Zahlen sind folgendermafen definiert:

Definition 4. Eine reelle Zahl = = ((an),cy, M) ist p-positiv (geschrieben z €, RY)

genau dann, wenn
o S apM(p+1)-

Im Unterschied zur Nichtnegativitdt gibt es hier einen Zeugen p. Ist die explizite An-
gabe des Zeugen nicht erforderlich, schreiben wir auch z € RT. Wie bei Gleichheit und
Nichtnegativitdt lasst sich eine Charakterisierung fiir die Positivitéit angeben, jedoch mit

einer Anderung des Zeugen:

Lemma 5 (RealPosCharl, RealPosChar2). Fiir jede reelle Zahl x = ((an),cn, M) gilt:
(a) = € RY = Vo(n > M(p+1) > pkr < ay)
(b) VnZnO(Qip < ay) = x €pp1 RT.

Beweis. (a). Es gelte x €, RT, d.h. 55 < apg(pq1). Dann folgt fiir n > M(p + 1):

1 11 1 1
1 = il Top = Toprt T OMEH) = Toppt T OM(pe1) ~ n tan
< - 2p+1+’aMp+1)_an‘+an_ %4‘21)4_1 + an = ap.

(b). Fiir n := max(ng, M(p+2)) gilt:

1 1 1
optl < Topr2 T 27: ST T an < (Apr(pt2) = @n) + Gn = Qpr(pi2)-
Per Definition entspricht das = €,41 RT. O

Analog zur Nichtnegativitét ist die Positivitdt mit der Gleichheit vertraglich. Allerdings

kann nicht der gleiche Zeuge beibehalten werden:



Lemma 6 (RealPosSemiCompat). Fiir alle reellen Zahlen x,y gilt:
x:yﬁmépRJr%yEpHRf

Beweis. Sei x = ((an),er, M) und y := ((bn),en: V). Es gelte z = y und = €, RT. Zu
zeigen ist per Definition ﬁ < by (pt3)- Mit Lemma 5 (RealPosCharl) und der Monotonie
von M (insbes.: M (p+3) > M(p+1)) folgt 5t < ars(p+s)- Die Definition der Gleichheit

liefert —21,% < bN(p+3) — A (p+3)- Insgesamt:

1 1 1

512 = o1~ o3 = M+3) T (ONG3) — am(p3) = On(pia). -

3 Grundlegende arithmetische Funktionen

Um spéter die Definition einer Cauchy-Folge von reellen Zahlen angeben zu konnen,
benotigen wir einige arithmetische Funktionen. Die iibrigen grundlegenden arithmetischen
Funktionen werden der Vollstédndigkeit halber ebenfalls eingefiihrt. Zunéchst beginnen wir

jedoch mit einem Lemma, das auch fiir sich allein wichtig ist:

Lemma 7 (RealBound). Flir jede reelle Zahl x = ((an),,cy, M) lisst sich eine Zahlp, € N
konstruieren, sodass gilt:
lan| < 2P fiir alle n € N.

Beweis. Wihle das kleinste p,, sodass max{|a,| : n < M(1)} + 1 < 2P». Dann folgt
direkt |ay| < 2P+ fiir n < M (1) und fiir n > M (1) gilt:

1
|an| < lan — apry] + lapry ] < B +lany| < 2P O

Bemerkung. Diese Zuordnung von p, zu z ist nicht vertréglich mit der Gleichheit (das
heifit, x = y — p, = py gilt im Allgemeinen nicht).
Unter Verwendung des vorangegangenen Lemmas geben wir nun folgende Definition

fir die grundlegenden arithmetischen Funktionen an:

Definition 5. Fiir reelle Zahlen x = ((an),cn, M), ¥ = ((bn)pen, N) sind z +y, —z, |z,
z -y und '/, (letzteres nur, falls |z| €, RT) definiert als das Paar, das durch die jeweilige

Folge (cp),, € Q mit dem jeweiligen Modul K gegeben ist:

Cn K(p)
x4y an, + by, max(M(p+1), N(p+1))
—x —ay, M (p)
|| |an| M(p)
x-y an - by, max(M(p+1+py), N(p+1+ps))
1, fiir |z] €, RY VB an FO 1) ).

0 falls a, =0



Bemerkung. Fiir alle reellen Zahlen z,y sind = + y, —x, |z|, = - y und, falls |z| €, RT,
!/, ebenfalls reelle Zahlen. Fiir den Beweis der Fille x - y und !/, sind die Identititen
|anbp — @b | = |an(by —bm) +bm(an —ap,)| bzw. \$—$| = ‘?;T;iﬁl hilfreich. Alle soeben
definierten arithmetischen Funktionen (bei 1/, wieder unter der Bedingung |z| €, RT) sind

zudem vertréglich mit der Gleichheit. Der Beweis wird durch folgendes Lemma verkiirzt

(z.B. muss durch die Kommutativitit nur x =y — x + z = y + z gezeigt werden):

Lemma 8 (Korpereigenschaften). Fir alle reellen Zahlen x,y, z gilt:

(al) 2+ (y+2)=(x+y) += (bl) z-(y-2)=(x-y) 2
(a2) 24+ 0=2x (b2) z-1=2z

(a3) x4 (-2) =0 (b3) |z] eRT —wz-— =1
(ad) z4+y=y+=x (bd) z-y=vy-x

© z-W+z)=a y+a-2

Beweis. Die Aussagen folgen direkt aus Korollar 1 (RealSeqEqToEq) und den Eigenschaf-

ten der rationalen Zahlen. O

Zuletzt geben wir noch ein niitzliches Lemma zu nichtnegativen bzw. positiven reellen

Zahlen an:

Lemma 9. Fiir alle reellen Zahlen x,y gilt:
(a) 2,y e R = x4y, z-y e RO
(b) z,y eRT x4y, x-y e RT

(c) x e R —» —2 e RO w2 =0.

4 Vergleichbarkeit von reellen Zahlen

Als letzten Schritt vor der Definition, was eine Cauchy-Folge von reellen Zahlen ist, fithren

wir die Relationen < und < ein (letztere nur der Vollsténdigkeit halber).
Definition 6. Seien x,y reelle Zahlen.

(i) = <y :gdwy—z € ROF

(i) = <py:gdw y —z €, RT.

Wie zuvor wird manchmal auf die explizite Angabe des Zeugen p verzichtet. Mit der
Definition der Nichtnegativitit und Lemma 3 (RealNNegCharl, RealNNegChar2) erhalten

wir folgende Charakterisierung der <-Relation:



Lemma 10 (RealLeCharl, RealLeChar2). Seien x = ((an),cn, M), v = ((bn)pen, N)

reelle Zahlen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) z <y
(b) Vp(ak() < br(p) + g5) mit K(p) = max(M(p+1), N(p+1))
(€) VpInoVnno(an < by + 55).
Eines der meistgenutzten Lemmata iiberhaupt ist unbestreitbar das folgende:

Lemma 11 (RealLeAbsPlus, Dreiecksungleichung). Fiir alle reellen Zahlen x,y gilt:
[z +y| < 2] + |yl

Beweis. Sei x := ((an),en, M) und y = ((bn),en, V). Wir beweisen Bedingung (c) aus

dem vorherigen Lemma. Sei ng := 0. Dann gilt fiir alle n > ng:
1
an + bn| < lan] + 0] < |an| + |bn| + TR O

Fin bekanntes Resultat ist zudem das folgende: Jede reelle Zahl lésst sich mit beliebiger

Genauigkeit durch eine rationale Zahl approximieren:

Lemma 12 (RealApprox). Fir jede reelle Zahl x gilt:

1
VpIa(la — 2] <

<5

Beweis. Wir zeigen Bedingung (c) aus dem vorangegangenen Lemma. Sei z == ((ay,),,, M),

a = aprp) und sei g beliebig. Dann gilt fiir alle n > M (p):

1 1 1
|a—an|:|aM(p)—an|§2—p§2—p—|—ﬁ. O
Aus Lemma 8 und Lemma 9 erhalten wir auflerdem:
Lemma 13. Fir alle reellen Zahlen x,y, z gilt:

r<zx LT

r<y—y<zr—=r=y r<y—-y<z—r<z
r<y—-y<z—=x<z2 r<y—rt+z<y+z
r<y—zx+z<y+z r<y—zeRT sz 2<y- -2

r<y—2€R™ sz.2<y- 2



5 Cauchy-Folgen, Konvergenz und Vollstindigkeit

Wir sind nun in der Lage, die zentralen Definitionen fiir den Beweis der Vollstdndigkeit

der reellen Zahlen anzugeben.
Definition 7. Eine Folge (z,),,cy € R von reellen Zahlen

(i) ist eine Cauchy-Folge mit Modul M: Z* — N :gdw

1
|Tn — x| < % fiir alle n,m > M (p).

(ii) konvergiert mit Modul M : Z* — N gegen eine reelle Zahl x (ihren Limes) :gdw

1
|zy — x| < o fiir alle n > M(p).

Bemerkung. Der Limes einer konvergenten Folge von reellen Zahlen ist eindeutig bestimmt:
Angenommen, (x,), konvergiert zusétzlich mit Modul N gegen y. Sei p beliebig und sei
m = max(M (p+2), N(p+2)). Dann gilt | —y| < |2 — 2|+ |[2m —y| < 5557 Sei (an),, die
Folge von z und (by,),, die Folge von y. Lemma 10 (c) (RealLeCharl) liefert ein ng zu p+1,
sodass fiir alle n > ng gilt: |a, — by| < 57 + 5001 = 35 Aus Lemma 1 (RealEqChar2)
folgt = = y.

Des Weiteren folgt aus der Dreiecksungleichung, dass jede konvergente Folge von reellen
Zahlen mit Modul M auch eine Cauchy-Folge mit Modul p — M (p + 1) ist: |z, — 2| <
2 — x| 4 |2 — 2| < 5 fiir m,n > M(p+ 1). Das Ziel ist es, auch die Umkehrung zu

beweisen. Dafiir beginnen wir mit folgendem Lemma:

Lemma 14 (RatCauchyConvMod). Jede Cauchy-Folge (an), oy von rationalen Zahlen
mit Modul M konvergiert mit dem selben Modul gegen die durch sie reprdsentierte reelle

Zahl x = ((an) e, M):

1
vp,n(n > M(p) - |an - m‘ < ﬁ)
Beweis. Wir zeigen wieder einmal Bedingung (c) aus Lemma 10 (RealLeChar2). Sei n

fest, ¢ beliebig und sei ng := M (p). Dann gilt fiir m > no:

< 1 < 1 1 0
an =l < 55 < 3 T g0
Unter Verwendung dieses Lemmas kénnen wir nun einen groflien Schritt in Richtung

Vollstindigkeit machen:



Lemma 15 (RealCompleteAuxl, RealCompleteAux2, RealLimReal). Sei (z,),cny € R
mit z,, = ((an);, Nn) eine Cauchy-Folge von reellen Zahlen mit Modul M. Dann ist
T = ((bn),ens K) mit by = app, () und K(p) == max(M(p+ 1), p + 2) eine reelle Zahl.

Beweis. Aus dem vorangegangenen Lemma folgt |a,; — z,| < 2%, fiir alle p,n und alle

[ > N,(p). Fir p :==n, | := Ny(n) gilt also insbesondere
L.
|bn, — x| < on fiir alle n € N. (%)

Damit erhalten wir fiir alle n,m > K(p) = max(M(p + 1), p+ 2):

1 1 1 1 1 1 1
|bn_bm| < |bn_1’n|+‘1'n_l‘m|+|$m_bm’ < 274‘@4—27” < 2p+2+2p+1+2p+2 = 27

Da K aufgrund der Monotonie von M und max ebenfalls monoton ist, ist (by),,c somit

eine Cauchy-Folge von rationalen Zahlen mit Modul K. O
Jetzt fehlt nur noch der Beweis, dass (), auch tatséchlich gegen = konvergiert:

Lemma 16 (RealCompleteAux3, ehemals RealCauchyConvMod). Unter den Vorausset-
zungen des vorangegangenen Lemmas gilt: Die Folge (xy,), oy mit Cauchy-Modul M kon-

vergiert mit dem gleichen Modul M gegen x.

Beweis. Sei m := max(M(p), K(q¢+ 1), ¢+ 1). Dann gilt unter Verwendung von (x) aus
dem vorherigen Lemma und unter Verwendung von Lemma 14 (RatCauchyConvMod) fiir
alle n > M (p):

|zn — 2| < |2 — | + [Ty — | + b — 2]

<1 1 1 <1 1 1 1 1
S T om Tt S Tomt T T T

Da dies fiir alle ¢ gilt, folgt |z, — x| < 2% fiir alle n > M(p). O
Aus den beiden letzten Lemmata erhalten wir nun direkt die Vollstandigkeit:

Korollar 3 (RealComplete, Vollstandigkeit). Zu jeder Cauchy-Folge von reellen Zahlen

lasst sich eine reelle Zahl finden, gegen die sie konvergiert.

Als letztes beweisen wir eine niitzliche Beziehung zwischen dem Limes einer Folge und

der Nichtnegativitit der Folgenglieder:



Lemma 17. Sei (z,),cy eine konvergente Folge von reellen Zahlen und sei x ihr Limes.
Dann gilt:
Vo(zn € RO+) — z € R,

Beweis. Sei z,, = ((an1);, Np) fiir alle n € N. Als konvergente Folge ist (), insbeson-
dere eine Cauchy-Folge. Sei M ihr Cauchy-Modul. Aus den vorangegangenen Beweisen von

Lemma 15 und Lemma 16 ist daher bekannt, dass (by),, mit b, = a,y,, (n) eine Cauchy-

n

Folge mit Modul K (p) := max(M (p+1), p+2) ist, die x repriisentiert. Es gelte x,, € RO
fir alle n € N, d.h.:
1 .
o < apn,(q firallen €N, g€ AN

Zu zeigen ist x € R%F, d.h.:

1 .
o < bg(p fiiralle p € AN

Wegen p < K(p) (geméf Definition von K) gilt mit ¢ .= K(p) und n == K(p):

1 1 ..
o < EYEO) < AR (p)Ni () (K (p) = bK(p) fiir alle p € AN ]
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