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1 Vektorverbande

Bevor wir Vektorverbiande definieren konnen, brauchen wir die Definition eines Halbver-
bandes.

Definition 1.1. Ein Halbverband ist ein Paar (L, V), wobei L eine Menge ist und V
eine bindre Operation, sodass fiir alle z,y, z € L gilt

(H1) zV(yVz)=(xVy)Vz dh Vist assoziativ
(H2) zVy=yVaz, dh Vist kommutativ
(H3) zVz=ux

Nun konnen wir schon fast einen Vektorverband definieren. Bevor wir dazu kommen,
miissen wir noch eine Relation definieren, die auch spéater noch oft vorkommen wird:

Bemerkung 1. Sei (L, V) ein Halbraumverband. Wir definieren fiir x,y € L
x<y: &xVy=y
Diese Relation gibt uns eine partielle Ordnung auf L, da
r<z, dazxzVzr=cx

r<yy<zxr=x=uy, dax:(y\/:z:)(lg)(a;\/y):y
r<yy<z=zr<z da(zVvVz)=(xVyVz=yVz=z

Zudem gilt auch z,y < xVy und aus x < z,y < z folgt x Vy < 2 fiir alle x,y,2 € L.
Insbesondere, kénnen wir also xVy als grofte obere Schranke von {z, y} bzgl. der partiellen
Ordnung auf L betrachten.

Definition 1.2. Wir nennen einen lineraren Raum L mit einer bindren Operation V einen
Vektorverband, falls (L, V) ein Halbverband ist und fiir z,y,2 € L und a,b € R gilt

(V1) (w+2)V(y+z)=(@Vy) +=
(V2) Fiira>0,ist a(z Vy) = (azx) V (ay)
(V3) Firz>0,ist (aVb)z=(ax)V (br)

Beispiel. Fin Halbverband auf den reellen Zahlen ist definiert durch
aVb:=max{a,b}

und ein Vektorverband ist gegeben auf Cy(R), den gleichmdfig stetigen Funktionen R — R
mut kompaktem Trager, durch

(f+9)(z) = f(z) +9(z), (af)(@) =af(z), (fVg)(x) =maz{f(z) g(z)}
fiir alle f,g € Co(R) und a € R.



Wir kénnen nun einige Eigenschaften eines Vektorverbandes zeigen.

Lemma 1.1. Sei (L,V) ein Vektorverband, dann gilt fir alle x,y,z € L und a,b € R

(i) falls x <y, dannz+ 2z <y+ z,
(i) falls x <y und 0 < a, dann ax < ay,

(111) falls 0 <z und a < b, dann ax < bz.

Beweis. Sei x <y, dass heifst x Vy =y, dann folgt v + 2 < y + z, denn

V1
(x+2)V(y+2) s (xVy)+z=y+=z
Angenommen wir haben zusétzlich 0 < a, so folgt (i7) aus

ar V ay ¥ a(x Vy) = ay,

Falls 0 < z und a < b, dann gilt (iiz) da

az V bz 2 (aVb)x = bz
[

Bevor wir uns weitere Eigenschaften eines Vektorverbandes anschauen, wollen wir noch
einen anderen bindren Operator definieren.

Definition 1.3. Sei (L, V) ein Vektorverband. Wir definieren auf L einen weiteren binéren
Operator A: L x L — L durch

XANy: =—(—zV —y)
fir alle z,y € L, wobei —x = (—1) - x ist.

Bemerkung 2. Ahnlich wie fiir V, kann man leicht sehen, dass = A y die grokte untere
Schranke von {z,y} bzgl. der partiellen Ordnung auf L ist:

Lemmal.1l

stz <y,soist —y=zx—(x+y) < y—(r+y)=—-z alsoxAy=uz.
Insbesondere konnen wir hier auch sehen, dass * <y & —y < —z gilt.

Bemerkung 3. Auferdem gilt fiir x,y, 2 € L auch folgende Aussage :
Angenommen x <y, z, d.h. —y, —2 < —x, so gilt x < y A z, denn

(—(yAN2)V—z=(—yV—2)V—ao=—-yV(—2V—1x)=—yV—a=—=1
oder anders formuliert x < y A z.
Fiir diesen Operator konnen wir nun dhnlich Eigenschaften zeigen wie fiir V.

Lemma 1.2. Sei (L,V) ein Vektorverband und A\ wie oben definiert (auf L und entspre-
chend auf R), dann gilt fir alle x,y,z € L und a,b € R



(i) v +y=(zVy)+ (@ Ay),

(it) (x+2)AN(y+2)=(xAy)+z,
(1i1) ist 0 < a, dann a(x ANy) = ax A ay,
(i) ist 0 < x, dann (a A b)x = ax A bz.
Beweis. Die erste Aussage (i) folgt aus

(V1) (H2)
(xVy) —(r4+y) = —yV—o = —aV-y=—(xAy).

Ahnlich folgt (i) da

V1)

(5+2)Ay+2) =—((—z—2)V (—y—2)) & ~((—2V —y) —2) = (x A y) + 2

Angenommen 0 < a, so gilt (i4i), da fiir alle z,y € L

a(z Ny) = —a(—x V —y) R —(—ax V —ay) = azx A ay.

Falls a,b € R beliebig und 0 < z, dann gilt
(V3)
(anNb)x=(—(—aV —=b))x=—((—aV —b)x) =" —(—ax V —bzr) = ax A bz.

Somit haben wir alle vier Aussagen bewiesen.

O

Bemerkung 4. Bevor wir zum néchsten Satz kommen, wollen wir noch kurz zwei niitzliche

Beobachtungen zu den zwei Operatoren machen. Fiir alle x,y, z € L gilt

(1) fallsz <y, dann zVz <yVz
(2) falls z <y, dann 2z Az < y A z.

Dabei folgt (1) direkt aus der Definition von < und von V. Aussage (2) erhalten wir, da
fiir beliebige z,y € L gilt x < y & —y < —x (siehe oben) und mit der Annahme z < y

folgt

(1)
—(yNz)=—yV—2<—axV—-2=—(xAz)

dh.alsoz Az <yAz.
Satz 1.3. Fir einen Vektorverband (L,V) mit A\ gilt fir alle x,y,z € L
(i) (zVy)ANz=(xAN2)V(yAz) und (ii)(zxAy)Vz=(xVz)A(yVz).

In anderen Worten, (L,V, ) ist distributiv



Beweis. (i): Wir wollen zuerst zeigen, dass (x Vy) Az < (z Az)V (y A z) =: u gilt.
Wir wissen bereits

rANz<wu and yAz<u
also folgt mit Lemma 1.2 und Lemma 1.1
r+z=zVz+axANz<zxVz+4+u undanalog y+z<yVz+u.

Somit kénnen wir folgern

Bem. 4
a:\/y+z(‘;1) (x+2)Vy+z) < (xVz4+u)V(yVz+u)
(V1,H2,H3)
=""(zVy) Vz+u

und so folgt (zVy)Az=(xVy)+z—(zVy Vz<u

Des Weiteren wollen wir nun zeigen, dass (x A z) V (yAz) < (zVy) Az gilt. Es reicht hier
nach Bemerkung 1 zu zeigen, dass x A z,y A z < (z V y) A z ist.

Dies wiederum folgt wegen z,y < x V y aus Bemerkung 4 (2). Analog konnen wir (i7)
zeigen. [

Definition 1.4. Sei (L, V) ein Vektorverbund, so definieren wir drei (unére) Operatoren
()", ()7, |-|: L = L durch

T =2Vv0 27 =(-2)V0 |z|=2V(-2)
fiir alle x € L.
Bemerkung 5. Auch fiir diese Operatoren kénnen wir beobachten:
0<vev=0v" firve L oder R
Somit kdnnen wir ersetzen:

(V2) & a(zVy)=(a"2)V (ay)
(V3) & (aVb)z™ = (az™) Vv (bz).

Aufserdem gilt per Definition und wegen (H2): |z| = | — x|.
Lemma 1.4. Gegeben ein Vektorverband (L,V), so gilt fir alle x,y,z € L und a € R
(i) v =2t —x~ und x™ Nx™ =0
(ii) || =T+~ =zt VvVa >0
(iir) |z +y| < |z|+ |y| und ||z| —|y|| < |z —y| (Dreiecksungleichungen)
(w) |ax| = |a||z|
(v) [xoz—yoz| <|z—y| firoe{V,A}

(vi) falls 0 < z,y, dann (x+y) A |z| <z Alz|+y Az

4



(vii) falls 0 < x,y, dann |z Az —yAz| <|z—y|A|z|.
Beweis. (i) : Es gilt
(

T 4+r=(—zV0)+x Dove Dot sot o =2
und mit Lemma 1.2
st AT =(x4+a )N =(@A0)+27 =—(—2xVO0)+ (—2Vv0)=0

(77) : Es folgt direkt mit Lemma 1.2
|z| =—ax Ve =2+ (-22V0) =2+ 22"

=at 42"
=(@"Vva)+ (@t Az7)
=(ztVvaz)
>at >0

(i71) : Nach (i), (#) folgt 0 < 2y™ = |y| + y also gilt wegen —x, x < |z| mit Lemma 1.1 ist

e genauso wie —y,y < |y| + |z| + = .
Insgesamt folgt dann

d.h. per Definition von |-| folgt |z + y|, |z — y| < || + |y|. Daraus kénnen wir nun auch
die zweite Eigenschaft ableiten, denn

2| = |z —y+y| <]z —y|+ |y

und analog fiir x und y vertauscht, also gilt ||z| — |y|| < |z — y.
(iv) : Durch (i) gilt

lallz| = lal(z" + 27) = [ala™ + |ala™
=(a*+a)a" + (at +a")z”
=atet +a 2t +atz +a 2"
und durch (7) sowie durch (V'1),(V2) gilt, da 0 < |al ist
lallz] = lal(z™ v a7) = |alz™ V [a]a”
=(a*Va )zt Vv(atVa)x
=atztVaztVvatz  Vaz.
Insbesondere wissen wir also
atztVa rtvVatzTVarT =atrt +a et +atrT +aa. (1)

Auf der anderen Seite wissen wir aus (i7), dass |az| = (ax)™ + (az)~ ist und bevor wir
uns (ar)™ und (ax)~ genauer anschauen, konnen wir feststellen:



Lemmal.l
=

ezt 2 ,at,a” >0 alx® > 0 fir alle s,t € {+,—}

e mit Lemma 1.1 gilt 0 < atzt Aa"z™ < |ajJz™ Ala|lz™ = |a|(zT Ax™) = 0 und
0<az"ANatz” <la|(zTAz")=0

e also folgt mit Lemma 1.2, dass
atzt+a 2 =at2x"Vazm und azt4+atzT =a 2t Vvatzm (2

Damit folgt fiir (az)™*

i)

(ax)" =azxV0=(a"—a )zt —27) VO
=(atzt +a 2" —a 2t —atzT)VO
(V:l)(a’“:zfr +a 27 )V(a 2zt +ates)— (e xt +atx7)

(:)(a+x+ Va z )V(a ztVatzT)— (a2t +atz”)
Dt gt +a 2t +atr +a T —(a T +ata)
=atzt +a 2"

Ahnlich kénnen wir zeigen (ax)™ = a~ 2% + a*2~ und so folgt

laz| = atzt +a 2t +ataT +a 2T = |a|jx].

(v) : Wir haben schon gesehen, dass © —y < |z — y| und 0 < |z — y|. Damit und durch
Lemma 1.1 folgt

y<yVz
r<r—y+y<|lr—yl+y < |z—y[+yVz
0<|z—y|
z2<yVz < |Jr—yl+yVz

Mit Bemerkung 1 folgt somit also xV z < |x —y| + y V z. Analog kénnen wir zeigen, dass
yVz<l|r—y|l+2xVzundsomit [zVz—yVz <|z—yl.
Fiir A gilt

0<|z—y|

cAz<z<l|r—y|+y und zA2<z < |z—y|+=z

dass heiftt mit Bemerkung 3 erhalten wir

Lemmal.2
Az < ([ —yl+yA(lz—yl+2) 7= "z —yl+tynz
=

T ANz—yNz<|r—1y|

Auch hier kénnen wir analog y A z — 2 A z < |z — y| zeigen und erhalten damit die
gewiinschte Aussage.
(vi) : Angenommen 0 < z,y. Es gilt mit Lemma 1.1

(@+y)Alel <zt+y uwnd (z+y) Al <z <[z +y



somit also mit Bemerkung 3

Lemga 1.2 (

(@ +y) Azl < (z+y) A2l +y) z A z]) +y. (3)

Abgesehen davon folgt wegen 0 < x A |z|
(@ +y) Alz| < [z] Sz Afe] + 2],
Dies ergibt zusammen mit (3) und Bemerkung 3
(x+y)Alzl| <z Azl +y Azl

Es lésst sich wieder analog zeigen, dass y A z —x A z < x A |z| + y A |z|, wodurch wir das
gewiinschte Resultat erhalten.

(vii) : Angenommen 0 < z,y. Um |z Az —y A z| < |z —y| A|z| zu zeigen, reicht es wegen
Bemerkung 3 die folgenden Gleichungen zu beweisen

[Nz —y Azl <o —yl (4)
[z Az —y Az <2 (5)

Wir haben in (v) bereits (4) gezeigt und (5) folgt genau dann, wenn x Az —yAz < |z| und
yNz—xAz<]|z| gilt (per Definition von |-]). Wir beobachten, dass z Az < z < |z] + 2
und x A z < z < |z| < |z| + y durch unsere Annahme. Somit folgt via Bemerkung 3

Lemma 1.2

Az < (2| +y) A (2] + 2) 2| +y Az

=acANz—yANz<|z

Auch hier kénnen wir genauso zeigen, dass y A z —z A z < |z| gilt und erhalten (vii). O
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