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1 Einbettung von R in C, Definition von C
Wir definieren die komplexen Zahlen durch den Konstruktor:
CpxConst: R=R=C
e Totalitédt: Va,y( TotalRea © — TotalRea y — TotalCpx (z,y)
Zur Einbettung:
RealToCpx : R — C, = +— (;0).

Wollen, analog zu rationalen, reellen Zahlen, auf die Bestandteile des Konstruk-
tors zugreifen:

e RealPart: Re (z;y) ==

e ImagPart: Im (x,y) =Y

2 Arithmetik

Ahnlich bei reellen Zahlen definieren wir Operationen wie +, - mithilfe von
computation rules:

CpxPlus: (z1;y1) + (22;92) == (21 + 22391 + ¥2)

CpxTimes: (z1;y1) * (T2;y2) = (@1 * Ta — Y1 * Y25 L1 * Y2 + T2 * Y1)

CpxUMinus: —(z;y) := (—x; —y)

CpxMinus: (z1;y1) — (z2;92) == (z1;91) + (—(22;y2))
1 . —

x . Y
o = (g7 o)

CpxUDiv:

Insbesondere:
e (0;1)x(0;1)=(0—-1;0+0)=(-10)=—-1€R

o op = (0;5) =—(0;1)

3 Induktive Pradikaten

VzRe z€ER - Imz€R — 2 €C)

In Minlog nutzt man oft cases, das heifit eine Zahl wird in die Konstruk-
torteile zerlegt, und die Aussage wird dadurch eine Eben ”einfacher”. In diesem
Fall wird es hilfreich, wenn man, um einen Satz zu beweisen, der z € C enthalt,
diese Zahl als (Re z; Im z) darstellt. Folgende Sétze sind deswegen niitzlich:

e CpxConstrToReall: Vz,y((z;y) € C =z € R)

e CpxConstrToReal2: Vx,y((z;y) € C=y € R)



4 Gleichheit

Wir definieren Gleichheit von komplexen Zahlen durch die Gleichheit der reellen
Zahlen. Dazu: ein induktives Pradikat CpxEq, was spéter in Minlog mit einem
Zeichen —=- ersetzt wird.

Einfiihrungsregel CpxEqIntro:

Vz1,29(Re 21 = Re 29 — Im 21 = Im 20 — 21 = 29)
Wie bei jeder Einfithrungsregel, gibt es auch hier Eliminationsaxiome:
e CpxEQElim0: Vz1,22(21 = 22 — Re 21 = Re 23)
e CpxEqQEliml: Vz1,22(21 = 22 — Im 21 = Im 23)
Ex-Falso-Quodlibet fiir die Gleichheit:
EfCpxEq: F' — Vz1,22(21 = 23)

Da die Gleichheit fiir die komplexen Zahlen eine Aquivalenzrelation ist, lassen
sich hier auch die 3 Eigenschaften einfach beweisen. Man zerlegt komplexe
Zahlen in die reellen Anteile und nutzt aus, dafl die reelle Gleichheit ebenso
eine Aquivalenzrelation ist. Der Beweis ist trivial. In Minlog wird es wie folgt
formuliert:

e Reflexivitiat CpxEqRefl: Vz(z € C — 2 = 2)
e Symmetrie CpxEqSym: Vz1,20(21 € C — 20 € C — 21 = 29 — 29 = 21)

e Transitivitat CpxEqTrans:
VZl,ZQ,Zg,(ZhZQ,Zg cC— 21 =Rk —> %9 =23 —> 21— 2’3)

Weitere niitzliche Eigenschaft der komplexen Gleichtheit:
Vertréglichkeit mit CpxEqPlus, CpxEqTimes und RealEq (ist natiirlich auch sin-
voll fiir CpxEgMinus etc., wurde hier erstmal nicht behandelt):

e RealEqToCpxEq:
R C
Vo, yle =y =z =y)

e CpxPlusCompat:
Vz1,29,23,24(21 EC > 20 €C— 236 C— 2, €C—
—>21:ZQ—>23:Z4—)2’1+23222+Z4)

e CpxTimesCompat:
VZ1,22,2,’3,Z4(21 EC—o20eC—o236eC—oH2zeC—
—> 2] =29 —> 23 =24 —> 21 k23 = 22 % 24)



5 Abgeschloflenheit

Eine offensichtliche, aber dennoch wichtige Eigenschaft, die in Minlog explizit
bewiesen werden mufl: Summe, Multiplikation, etc. von komplexen Zahlen
liefert wieder eine komplexe Zahl. Das heif3t, die komplexen Zahlen sind abgeschloflen
unter den frither definierten arithmetischen Operationen.

e CpxPlusCpx:
Ve,yx€eC—-yeC—-a+yeC)

e CpxUMinusCpx, CpxMinusCpx, CpxTimesCpx, CpxUDivCpx: &hnlich.

6 Gleichheit /Operationen Eigenschaften

Nachdem man genug Operationen und die Gleichheit dafiir bereits entwickelt
hat, macht es Sinn, die einfachen Schlufifolgerungen zu beweisen, indem man
jeweils die gleiche Eigenschaft fiir die reellen Zahlen ausnutzt.

o Kommutativitdat von Plus, CpxPlusComm:
Vz1,290(21 EC > 20 € C— 21+ 20 = 29+ 21)

e Assoziativitidt von Plus, CpxPlusAssoc:
Vz1,22,23(21 EC =320 €C = 23 € C — 21 + 20+ 23 = 21 + (22 + 23))

e CpxPlusZero: Vz(z € C = 24+ 0= %)
e CpxTimesOne: Vz(z € C = zx1 = z)

Kommutativitéit und Assoziativitéit von CpxTimes lassen sich identisch formulieren
und beweisen.

7 Konjugation

Der erster wichtiger Punkt, der sich bei komplexen Zahlen von reellen bzw.
rationalen Zahlen unterscheidet: Konjugation. Dazu definieren wir in Minlog
ein program-constant "CpxConj", das eine komplexe Zahl nimmt und eine
komplexe Zahl als Ergebnis liefert. computation-rules sieht wie folgt aus:

CpxConj (x;y) = (x;-y)

Hier, wir verwenden die gewOhnliche Schreibweise fiir die komplexe Konjugation,
namlich Z.

Wie bei jedem neuen program-constant, beweist man auch hier die Totalitit
von CpxConj. Einige wichtige Eigenschaften:

e Reelle Anteile bleiben bei Konjugation unverdndert, CpxConjRealPart:
Vz(z € C — Re Z = Re 2)

e Doppelte Konjugation, CpxConjConj: Vz(z € C — Zz = 2)



e Summe von zwei konjugierten Zahlen, CpxConjSum:
VZl,ZQ(Zl EC—20€C— 21+ 29 :Z+72)

e Produkt von zwei konjugierten Zahlen, CpxConjTimes:
Vz1,22(21 € C — 20 € C — Z7 % 25 = 21 * Z3)
Letzendlich definieren wir in diesem Kapitel die imaginare Einheit 7.
(add-program-constant "ImagUnit" (py "cpx"))
Die Berechnungsregel: ImagUnit = (0;1). Hier bezeichnen wir die imaginére
Einheit, wie iiblich, mit %.
Von frither haben wir bereits: i2 = —1; + = —i.

K3
Der néchste natiirliche Schritt: eine komplexe Zahl (x;y) als x+iy zu schreiben.
CpxImagForm: Vz,y((z;y) =z +i*y)

Beweis:
x4+ixy = (2;0)+ (0;1) % (y;0)
=(z;0)+ 0%y —1%0;0%0+1*7y) )
(#;0) + (0;9)
= (z;9)

Zwei weitere wichtige Eigenschaften, die sich auf eine gewthnliche Weise einfach
beweisen lassen:

e CpxPlusConj: Vz(Re z = % * (2 + %))

e CpxMinusConj: Vz(Im z = 3 (2 — 2))

Die letzte Eingenschaft in diesem Kapitel, die wir spater fir die Trigonometrie
brauchen werden:

CpxTimesConjCpx: Vz(z * Z = Re?z + Im?2)

8 Wurzel

Bevor wir den Absolutbetrag einfithren, mufl der quadratische Wurzel behan-
delt werden, der sich durch Herron - Verfahren konstruktiv definieren lasst.
Hier werden wir nur die Grundeigenschaften auflisten, um die spéter nutzen zu
konnen.

o Va(0 < 7)

o Vz(y/xr=0<2=0)
Vo, y(z =y = Vo= /y)
Vo, y(Ve =y =z =y)
Vo, y(VTY = VI\/Y)
Va(Vayz = z)



9 Absolutbetrag

Definiere |z| := vz *Z. Da v/z %z von Minlog nicht als reelle Zahl angesehen
wird, haben wir frither bewiesen: Vz(z x Z = Re?z + Im?z).
Jetzt: definiere Absolutbetrag

|- ]:C— R, z+— VRe?z + Im’z
Eigenschaften: Vz, 21,29 € C

o |z[=[z|

0 < |z|: folgt aus der Nicht-Negativitat des quadratischen Wurzels

2| =0 2=0

|21 * 22| = |21] * |22]

|21 + 22| < |z1| + |22]

10 Ausblick: Exponentialreihe und Trigonome-
trie
10.1 Exponentialfunktion
Definieren rekursiv natiirliche Potenz einer komplexen Zahl in Minlog:
CpxPower: C = N = C, 20 =1, 2"t = 2 x 2"

Weiter definieren wir die komplexe Exponentialreihe analog zu der reellen Ex-
ponentialreihe.

1. Folge (zn)nen = zerlege in (Re z,)neny and (Im 2,)nen
2. (Zn)neN cC= (R'e Zn)nENa (Im Zn)nEN CcR

3. CpxLim (zn)ney M = (RLim (Re z,), M;RLim (Im z,), M), das heifit,
Limes einer komplexen Folge ist eine komplexe Zahl, die als Bestandteile
jeweils die Limiten von (Re z,), und (Im z,), hat.

Zu dem Modul der Konvergenz: die Aussage oben mufl stimmen, da, falls die
komplexe Folge mit einem Modul M konvergiert, muf} es reichen, um auch die
Konvergenz von Reell- bzw. Imaginarfolgen mit demselben Modul zu erhalten.
Andersrum: konvergiert die Folge der reellen Anteilen mit einem Modul M und
die Folge der imagindren Anteilen mit einem Modul N, so mufl die komplexe
Folge mit Modul max(M, N) gegen die Zahl konvergieren, die die M- und N-
Limiten als Bestandteile hat.

Néchste Definition, komplett analog zu reellen Zahlen:

CpxSum + CpxSumCpx(Summe von komplexen Zahlen ist komplex)



Wichtige Verallgemeinerung: Folge von endlichen komplexen Summen:
CpxESeq: C = N— C

Endlich: definieren die Exponentialfunktion C — C, CpxE, als Limes der Kon-
vergenz einer Folge von endlichen komplexen Summen CpxESeq.
Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion:

1. CECpx: Vz(z € C — e* € C)
2. CpxExpConj: Vz(z € C — €* = €?)

3. Funktionalgleichung CpxExpFuncEq:
V21, 22(21, 20 € C — 51772 = %1 x ¢%2)

4. Vertraglichkeit CpxExpCompat
(Bemerkung: nicht injektiv, da es Perioden gibt):
Vz1,29(21,220 € C = 21 = 29 — €1 = €72)

5. CpxExpZero: e’ =1

6. CpxExpImagxAbsValuel: Vz € R: |e®| =1

|2 Def. iz

i 5 @i 2 ity oIT — iz

Beweis: |e

10.2 Trigonometrie

Wir definieren Kosinus und Sinus als Reell- bzw. Imaginaranteil einer Expo-
nentialreihe:

e cos: R— R, z+ Re e®
e sin: R—R, z— Ime™”

Als erstes miiflen die Totalitdten von cos und sin bewiesen werden, und das
folgt leicht aus den Totalitdten von Re, Im, CpxExp etc. Weitere Eigenschaften:

o Vx € R: € = (cos x;sin ) (folgt sofort aus der Definition)
eV €R: e =cosx+ix*sinx
o Vx € R: cos? x + sin? x =1 (folgt aus: |e*| =1)

Explizite Darstellung von sin und cos:

* (e — e7) (folgt aus: Im 2z = 4- * (2 — Z) Vz € C)



