Beweise und Programme.
Anmerkungen zu Heytings Formalisierung der
intuitionistischen Logik

Helmut Schwichtenberg*

In der Mathematik wurde es schon immer fiir méglich und sinnvoll ge-
halten, zwischen Existenzbeweisen zu unterscheiden, die das als existent
nachgewiesene Objekt tatsdchlich liefern, und solchen, die dies nicht tun.
Als Beispiel betrachten wir die folgende Aussage.

Es gibt irrationale Zahlen a,b mit a® rational.

Einen Beweis erhélt man wie folgt durch Fallunterscheidung.

Fall \/5\/5 ist rational. Man wihle a = v/2 und b = v/2. Dann sind a,b
irrational, und nach Annahme ist a’ rational.

Fall \/éﬁ ist irrational. Man wéahle a = \/Qﬁ und b = v/2. Dann sind

nach Annahme a, b irrational, und
V2 2
ot = (ﬂﬁ> - (va)' =2

ist rational. 0

Solange wir nicht entschieden haben, ob \/i\/5 nun rational ist oder nicht,
wissen wir nicht, welche Zahlen a,b wir nehmen miissen. Damit haben wir
ein Beispiel eines Existenzbeweises, der es nicht erlaubt, das als existent
nachgewiesene Objekt tatséchlich anzugeben. WEYL (in [20]; s. auch VAN
DALEN [19]) hat die Notwendigkeit einer solchen Unterscheidung wie folgt
begriindet.

Ein Existentialsatz — etwa “es gibt eine gerade Zahl” — ist iiber-
haupt kein Urteil im eigentlichen Sinne, das einen Sachverhalt
behauptet; Existentialsachverhalte sind eine leere Erfindung der
Logiker. “2 ist eine gerade Zahl”, das ist ein wirkliches, einem
Sachverhalt Ausdruck gebendes Urteil; “es gibt eine gerade Zahl”
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ist nur ein aus diesem Urteil gewonnenes Urteilsabstrakt. Be-
zeichne ich Erkenntnis als einen wertvollen Schatz, so ist das Ur-
teilsabstrakt ein Papier, welches das Vorhandensein eines Schat-
zes anzeigt, ohne jedoch zu verraten, an welchem Ort. Sein ein-
ziger Wert kann darin liegen, dafl es mich antreibt, nach dem
Schatze zu suchen.

Ausgehend von derartigen Uberlegungen hat BROUWER seine intuitionisti-
sche Mathematik und Logik begriindet. BROUWER hat sich jedoch stets
gegen eine Formalisierung der intuitionistischen Logik gewandt, die ihm der
von ihm vertretenen Sache nicht dienlich zu sein schien. Dennoch hat sein
Schiiler HEYTING eine solche in [9] durchgefiihrt.

In der vorliegenden Note sollen einige der positiven Auswirkungen von
HEYTINGs Arbeit auf weitere Entwicklungen in der mathematischen Logik
und ihren Anwendungen beschrieben werden. Es wird deutlich werden, daf3
ein Aufbau auch der klassischen Logik auf den Regeln der intuitionistischen
und dariiber hinausgehend der Minimallogik wesentliche Vorteile bietet. Ein
Hauptgrund liegt darin, dafl GENTZENs Kalkiil des natiirlichen Schlielens [8]
fiir die Minimallogik genau dem A-Kalkiil mit einfachen Typen entspricht
(s. etwa [18] fiir eine einfithrende Darstellung dieser sogenannten CURRY-
HowaRrD-Korrespondenz). Dies ist die wesentliche Grundlage fiir Anwen-
dungen der intuitionistischen Logik in der Informatik, die gegenwértig viel
Aufmerksamkeit finden (s. etwa Bauer [1]). Einige derartige Anwendungen
werden am Schluss dieser Note besprochen.

Wir beginnen in Abschnitt 1 mit einer Darstellung von HEYTINGs For-
malisierung der intuitionistischen Logik, in einer fiir die anschliefflend zu
beschreibenden Untersuchungen geeigneten Form. Hierbei wird GENTZENS
Kalkiil des natiirlichen SchlieBens [8] fiir die Minimallogik (JOHANSSON
[12]) zugrunde gelegt, und die intuitionistische und klassische Logik durch
fortschreitende Spezialisierung gewonnen. Den grundlegenden Vollstindig-
keitsbeweis geben wir fiir die Minimallogik unter Verwendung von BETH-
Strukturen, nach einem (unveréffentlichten) Ansatz von Harvey FRIEDMAN.
Daraus lassen sich dann durch recht einfache Spezialisierungen die Vollstén-
digkeitsbeweise der intuitionistischen (auch bzgl. BETH-Strukturen) und der
klassischen Logik (bzgl. gewohnlicher Strukturen) gewinnen; die letztere geht
auf BERGER zuriick. Abschnitt 2 befafit sich mit der Extraktion von Pro-
grammen aus konstruktiven Beweisen. Im abschliefenden Abschnitt 3 be-
richten wir kurz iiber neuere Versuche, auch aus klassischen Beweisen Pro-
gramme extrahieren zu konnen; dies ist in [5] néher ausgefiihrt. Als Beispiel
wird u.a. ein einfacher klassischer Beweis des DICKSONschen Lemmas ange-
geben und analysiert. Er 1483t sich leicht vollsténdig formalisieren, und fiihrt
auf ein sehr einfaches, unerwartetes funktionales Programm.



1 Logik

Wir geben eine Formalisierung der Logik in GENTZENs Kalkiil des natiirli-
chen Schlieflens [8] an. In ihr lassen sich die Minimallogik, die intuitionisti-
sche und die klassische Logik darstellen. Die Minimallogik (JOHANSSON [12])
ist die Grundlage unsere Darstellung. Wir schreiben I' - A fiir “I" beweist
A” wobei I' = { Aj,..., A, } eine Menge von Annahmen ist. Die intuitio-
nistische Logik (HEYTING [9]) ergibt sich aus der Minimallogik, indem man
ein spezielles Aussagensymbol L (lies “falsum”) hinzunimmt. Die Negation
wird dann definiert durch —A := A — 1. Damit L sich von einem gewohnli-
chen Aussagensymbol unterscheidet, sind zusétzliche Annahmen notwendig;:
die Fx-Falso-Quodlibet-Formeln

VZ.1 — R7. (Efqp)

Die klassische Logik ergibt sich durch eine weitere Verstirkung der Annah-
men: man nimmt das Prinzip des indirekten Beweisens hinzu, also

V#.~—R% — R¥ (Stabg)

fiir jedes Pradikatensymbol R. Es gilt daan ' A =T+ A =T . A.
Die Umkehrungen sind nicht richtig: z.B. die Peirce-Formel ((P — Q) —
P) — P ist klassisch, aber nicht intuitionistisch herleitbar.

Eine Einbettung der intuitionistischen und der klassischen Logik in die
Minimallogik ist im wesentlichen von KOLMOGOROV (in [13]) angegeben
worden; GODEL und GENTZEN haben spéter (und unabhéngig von KoLmo-
GOROV) &dhnliche Einbettungen gefunden (s. Definition 1.6).

Eine weitere wichtige Rolle spielt der starke Existenzquantor 3*. Er fehlt
in der klassischen Logik; statt seiner wird dort der schwache Existenzquantor
3 verwendet, der durch 3z A := —Vz—A definiert ist. In diesem Sinn ist die
klassische Logik echt enthalten in der intuitionistischen Logik.

1.1 Herleitungen

Wir wollen jetzt den Begriff einer logischen Herleitung einer Formel A de-
finieren. Dazu verwenden wir ein System des “natiirlichen Schlielens”, das
von 1934 von GENTZEN eingefiihrt wurde. Seine besondere Eigenart ist es,
daB fiir jede logische Verkniipfung Finfiihrungs- und Beseitigungsregeln vor-
handen sind.

Zunichst haben wir eine Annahmeregel, die es gestattet, eine beliebige
mit einer Marke u versehene Formel A als Annahme hinzuschreiben:

u: A Annahme

Fiir die Konjuktion A haben wir eine Einfiihrungsregel AT und zwei Besei-
tigungsregeln A, und A7 .



Do D1 D D
A B At ANB Ny ANB
AANB A B

Ny

Fiir die Implikation — gibt es eine Einfiihrungsregel —"u und eine Besei-
tigungsregel —~, die man auch modus ponens nennt. Die linke Pramisse
A — B in —~ nennt man Hauptprdmisse, die rechte Pramisse A Neben-
primisse. Man beachte, dal bei Anwendung einer —u-Regel alle dariiber
stehenden mit v markierten Annahmen A gestrichen werden.

[uDA} Dy D,
A— B A _
B B —

+
A-B U

Fiir den Allquantor V gibt es eine Einfithrungsregel V™2 und eine Beseiti-
gungsregel V™, die als rechte Primisse den zu substituierenden Term ¢ hat.
Die Regel V' unterliegt der folgenden Variablenbedingung: Die Herleitung
D der Pramisse A darf keine offenen Annahmen enthalten, in denen z frei
vorkommt.

D D
A VeA t
VeAd VT Alzx = t] v

Wir schreiben A und nennen A herleitbar (in der Minimallogik), wenn
es eine Herleitung von A ohne freie Annahmen gibt. Eine Formel B heifit
herleitbar aus den Annahmen A, ... , A,, wenn es eine Herleitung mit freien
Annahmen unter Aj,...,A, gibt. Sei I' eine (endliche oder unendliche)
Menge von Formeln. Wir schreiben I' F B, wenn die Formel B aus endlich
vielen Annahmen Aq,...,A, € I herleitbar ist.

Intuitionistische und klassische Logik

In unserer —AV-Sprache erhalten wir die intuitionistische Logik, indem wir
gewisse zusétzliche Annahmen verwenden, und zwar die sogenannten Fx-
Falso-Quodlibet-Formeln (oder “Axiome”) Efqp, fiir jedes von L verschiedene
Relationssymbol R

VZ.l — RZ (Efag)

Ahnlich erhilt man die klassische Logik: wir nehmen fiir jedes jedes von L
verschiedene Relationssymbol R das Prinzip des indirekten Beweisens fir R
als zusétzliche Annahme hinzu, also die Formel

VZ.-~R% — R7 (Stabp)

diese Formel bezeichnet man auch als Stabilitdt von R.



Man beachte, dafl mit L fiir R beide Formeln trivialerweise herleitbar
sind; z.B. fiir die Stabilitdt haben wir -1 — L = ((L - 1) —» 1) — L.
Die gesuchte Herleitung ist

u: L i
vi(lo> 1)1 L1 74
L

Sei

Efq := { Efqp | R Relationssymbol # L },
Stab := { Stabp | R Relationssymbol # 1 }.

Wir nennen die Formel A klassisch (intuitionistisch) herleitbar und schrei-
ben . A (F; A), wenn es eine Herleitung von A aus Stabilitdtsannah-
men Stabp (Ex-Falso-Quodlibet Annahmen Efqp) gibt. Ebenso definieren
wir klassische (intuitionistische) Herleitbarkeit aus I" und schreiben I' -, A
(I'F; A), also

' A <= TUEfqF A,
I'+th A <= T UStab A.

Lemma 1.1. (Ez-falso-quodlibet). Fiir jede Formel A gilt ; L — A.

Beweis. Durch Induktion {iber A konstruieren wir fiir jede Formel A eine
Herleitung D4 von L — A. Fall Rt. Mit Efqp. Fall AN B.

DA DB
1A u: L 1l =B u: L
A B
ANB n
1L SAAB U

Fall A — B.
Dp
1l — B u: L
_ B
A— B
l—-A—B

—tu
Fall Vz A.
Dy
1= A u: L
A U
Vr A n
1L ovzA U

0

Lemma 1.2. (Stabilitit). Fir jede Formel A (unserer —AV-Sprache) gilt
Fo——A — A



Beweis. Induktion iiber A. In den konstruierten Herleitungen lassen wir der
Kiirze halber Anwendungen von —*t am SchluB fort. Fall Rt. Mit Stabg. Fall
AANB.Mit + (=——A — A) —» (-—B — B) - ——(AAB) — AA B, was leicht
aus - ~—(AAB) < (== AA--DB) folgt (was man leicht als Ubung verifizieren
kann). Fall A — B. Mit + (-——B — B) - =-—=(A — B) — A — B. Eine
Herleitung ist

us: A— B w: A

Ul : -B B
L +
— —_— — U
v: ==(A — B) -(A— B)
—>+U1
u: B —> B -—B

B

Fall Yz A. Offenbar geniigt es zu zeigen, da F (-—A — A) — -—VzA — A.
Eine Herleitung ist

ug: Vo A x
uy: A A
+
v: VA —-Vx A B
L +
u: —A— A ——A o

A

Lemma 1.3. 'FA — I'j AundI'H A — T, A.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, daf . Efqp. Dies sieht man wie folgt; R sei
etwa einstellig.

Vz..—Rx — Rx T u: L _
—-—Rx — Rx ——Rx —Tymhe
Rz +
1 — Rx —>V+u
V.l — Rx

Die Umkehrungen gelten jedoch nicht; Gegenbeispiele sind:

11— P, aber H; L — P,
i (P—Q)— P)— P, abert.((P—>Q)— P)—P

F; L — P folgt aus Lemma 1.1, und die PEIRCE-Formel (P — Q) — P) —
P 148t sich leicht klassisch herleiten. Die negative Aussagen erfordern ein
genaueres Studium der Herleitbarkeit. Wir werden in Abschnitt 1.3 einen
Beweis geben.



Wir nennen zwei Formeln A und B dquivalent in der Minimallogik bzw.
in der klassischen oder intuitionistischen Logik, wenn - A <> B bzw. k.
A<+ Boder - A<« B.

Lemma 1.4. (Aquivalenzlemma). Fiir bpie€ {F,Fi e} gilt folgendes. Ist
Foic A1 < Ao und entsteht By aus By durch Ersetzen eines Teils A1 von
By durch As, so gilt auch bpye Br <> Bs.

Beweis. Induktion iiber Bj. 0

Einbettung der intuitionistischen und klassischen Logik in die Mi-
nimallogik

Nachdem wir die klassische und die intuitionistische Logik definiert haben,
wollen wir jetzt zeigen, dafl beide Logiken in die Minimallogik eingebettet
werden kénnen. Dies mag verwunderlich erscheinen; es folgt wesentlich aus
der Tatsache, dal wir uns auf eine Sprache beschriankt haben, die nur die
Verkniipfungen {—, A, V} enthiilt.

Eine Formel A (unserer —AV-Sprache) heifit negativ, wenn jede atomare
Formel # 1 in A negiert vorkommt, d.h. in einem Kontext Ri — L.

Lemma 1.5. Fir negative A gilt - —-—A — A.

Beweis. Dies beweist man wie das Stabilitdtslemma 1.2 durch Induktion
iiber A, wobei man anstelle der Stabilitdtsannahmen verwendet ——— Rl —
—Rt. 0

Definition 1.6. (Negative Ubersetzung 9 nach GODEL-GENTZEN).

RtV .= ——Rt fir R# 1,
19:=1,
(AANB)Y := A9 A\ BY,
(A— B)Y:= A% - BY,
(VzA)Y :=Vz AI.

Satz 1.7. Fiir alle Formeln A gilt
1. F. A+ AY,
2. T'F. A genau dann, wenn I'Y = A9, wobei I'Y .= {BY9 | BeT}.

Beweis. Der erste Teil folgt sofort aus dem Aquivalenzlemma 1.4. Fiir den
zweiten Teil ist die Richtung von rechts nach links klar. Fiir die andere Rich-
tung argumentieren wir durch Induktion nach der klassischen Herleitung.



Fiir eine Stabilititsannahme ——Rf — Rt gilt (-—Rt — Rt)9 = =——=—Rf —
—=Rt, und dies ist leicht herleitbar. Fall —F. Gelte

[u: A]
D

_ B 4
A-pB U

Dann haben wir nach TH

u: AY [w: A7]
DI also DY
BY BY

RN +
A9 5 pBI U

Fall ——. Gelte

Do D1
A— B A
B
Dann haben wir nach IH
DY Dy D Dy
also g g g
A9 _s BY A9 A9 — B A
BY
Die restlichen Falle behandelt man dhnlich. |

Korollar 1.8. (Einbettung der klassischen Logik in die Minimallogik). Fir
negative A gilt . A genau dann, wenn F A.

Beweis. Nach dem Satz gilt F. A genau dann, wenn + AY. Da A negativ
ist, muf} jedes Atom # 1 in A negiert vorkommen, ist also in AY dreifach
negiert (als ~——Rt). Die Behauptung folgt aus - ~——Rf «> —Rt. O

Da jede Formel klassisch dquivalent zu einer negativen Formel ist, haben
wir damit eine Einbettung der klassischen in die Minimallogik erreicht.

Man beachte, daf3 i/ =——P — P (wie wir in Abschnitt 1.3 zeigen werden).
Das Korollar gilt also nicht fiir alle Formeln A.

Starke Disjunktion und Existenz

Wenn man fiir Zwecke der Programmextraktion einen Existenzbeweis fithren
will, so ist es vorteilhaft, neben dem bisher behandelten schwachen oder
klassischen Existenzquantor 3 (der durch —V— definiert war) auch noch einen
starken oder konstruktiven Existenzquantor 3* zuzulassen. Man kann dann
in den Fillen, wo ein Existenzbeweis tatséichlich konstruktiv durch Angabe
eines Beispiels gefithrt wurde, dies auch in der Formelsprache angemessen
ausdriicken.

Entsprechend kénnte man auch neben der bisher behandelten schwachen
oder klassischen Disjunktion V (die durch — A — definiert war) auch noch



eine starken oder konstruktive Disjunktion V* zulassen. In Anwesenheit
des Grundtyps ¢ der natiirlichen Zahlen ist dies jedoch entbehrlich: Wir
definieren

AV*B = Fn(n=0—-A)AN(n#0— B).

Wir wollen kurz diskutieren, welchen Effekt die Hinzunahme von V*,3*
auf unsere bisherigen Untersuchungen hat. Die Regeln der Minimallogik
konnen wir beibehalten und starke die Disjunktion sowie den starken Exi-
stenzquantor durch die Generalisierung der folgenden Formeln axiomatisie-
ren.

A— AV*B, B— AV'B.
AV*B—-(A—-C)— (B—-C)—C.

A — Tz A.

F*zA — (Ve. A — B) - B, fallsxz ¢ FV(B).

Diese Axiomenschemata bezeichnen wir durch \/SJF, \/TJF, V*T, 3*F und 3.
Fiir Formeln A in der durch V* und 3* erweiterten Sprache schreiben wir
FA und nennen A herleitbar (in der Minimallogik), wenn es eine Herleitung
von A aus diesen Axiomenschemata gibt.

Lemma 1.9. (Ez-falso-quodlibet). Fiir jede Formel A in der Sprache mit
den Verkniipfungen —, A\, V*, ¥V und 3* gilt

Beweis. Wir miissen nur die Fille A V* B und 3*x A zusétzlich behandeln,
was aber trivial ist. 0

Die Einbettung der intuitionistischen Logik 148t sich also wie bisher
durchfiihren.

1.2 Modelle

Es ist eine offensichtliche Frage, ob unsere logischen Regeln ausreichen, d.h.
ob wir notwendige Regeln vergessen haben. Um diese Frage beantworten zu
konnen, miissen wir die Bedeutung einer Formel kennen, d.h. wir miissen
eine Semantik angegeben haben. Dazu definiert man wie tiblich den Begriff
einer Struktur (genauer L£-Struktur, wobei £ die zugrunde liegende Spra-
che ist) und erklart dann, was der Wert eines Terms und die Bedeutung
einer Formel in einer solchen Struktur sein soll. Man zeigt dann leicht den
Korrektheitssatz: er sagt aus, dafl jede in der klassischen Logik herleitbare
Formel in einer beliebigen Struktur giiltig ist.

Wir betrachten hier den Strukturbegriff von BETH, der zur Minimallogik
und zur intuitionistischen Logik passt, und zeigen einen Korrektkeitssatz fiir



beide Logiken. Im n#ichsten Anschnitt beweisen wir dann die Vollstandig-
keit unserer Regeln bzgl. dieses Strukturbegriffs, und als Folgerung erhalten
wir im iibernédchsten Abschnitt die Vollstdndigkeit der klassischen Logik,
bezogen auf den iiblichen Strukturbegriff.

Beth-Strukturen

FEin zur Minimallogik und zur intuitionistischen Logik passende Struktur-
begriff wurde zuerst von BETH [6] konzipiert; er basiert auf einer Vorstel-
lung von “sich entwickelnden moglichen Welten”, die durch Knoten k eines
endlich verzweigten Baums indiziert sind. Kenntnisse kénnen sich nur ver-
grofern, d.h. gilt Rt in einer Welt k, so gilt Rt auch in allen kiinftigen
moglichen Welten.

Jede BETH-Struktur basiert also auf einem endlich verzweigten Baum T
Wir fithren zunéchst die hierbei notwendigen Begriffe ein. Ein Knoten iiber
einer nichtleeren Menge S ist eine endliche Folge k£ = (ag,a1,...,an—1)
von Elementen a; € S; n ist die Léinge lh(k) von k. Wir schreiben k& <
wenn k ein Anfangsstiick von k' ist. Ein Baum iiber S ist eine Menge von
Knoten (iiber S), die gegen Bildung von Anfangsstiicken abgeschlossen ist.
Ein Baum T ist endlich verzweigt, wenn jedes k € T hochstens endlich viele
unmittelbare Nachfolger in 7" hat. Ein Baum T ist unbeschrinkt, wenn es
fiir jedes n € N einen Knoten k € T gibt so dafl Ih(k) = n. Ein Ast in einem
Baum T ist ein linear geordneter (durch <) Teilbaum von T'. Ein Blatt in
T ist ein Knoten k in T ohne echte Fortsetzungen in 7.

Fiir den Vollstéindigkeitssatz wird es geniigen, BETH-Strukturen iiber
dem vollen bindren Baum zu betrachten, d.h. der Menge Ty aller endlichen
0-1-Folgen (Knoten) k. Die leere Folge wird mit () bezeichnet, und k0, k1
bezeichnen Erweiterungen der Folge k£ durch 0 oder 1.

Definition 1.10. Sei (T, <) ein endlich verzweigter Baum. B = (M, Iy, I1)
ist eine L-BETH-Struktur tiber T', wenn (M, Iy) eine £-Prastruktur ist (d.h.
M eine nichtleere Menge und Iy eine Abbildung, die jedem n-stelligen Funk-
tionssymbol f von L eine Funktion I(f): D™ — D zuordnet) und I; jedem
n-stelligen Relationssymbol R von £ und jedem Knoten k € T eine n-stellige
Relation 1 (R, k) C M™ zuordnet so dafl Monotonie gilt, d.h.

k= F = Il(R, k‘) - Il(R, k‘/)

Ist n =0, so ist I1(R, k) wahr oder falsch und die Monotonie sagt aus, daf
fir K < k' aus I (R, k) stets I (R, k) folgt.

Von I (L, k) wird also nichts verlangt; das Falsum spielt in der Mini-
mallogik die Rolle eines gewdhnlichen Aussagensymbols.

tB[n] fiir eine Belegung 7 wird wie bei klassischen Modellen erklirt. An
die Stelle der Modellbeziehung M = A[n] tritt bei BETH-Strukturen jedoch



die Erzwingungsbeziehung. Fiir deren Definition ist es bequem, den zugrunde
liegenden Baum T zunichst zu wvervollstindigen zu einem Baum T ohne
Blétter, indem wir zu jedem Blatt k € T alle Fortsetzungen k0, £00, £000, . . .
zu T hinzunehmen. Fiir jeden hinzugekommenen Knoten k0. . .0 setzen wir

L(R,k0...0) == I(R, k).

Definition 1.11. B,k Ik A[n] (B erzwingt A im Knoten k fiir die Belegung
n) wird induktiv wie folgt definiert. Wir schreiben k I+ A[n] wenn die unter-
liegende Struktur B klar ist, und V&', k A fiir VE'=k.Ih(F') = Ih(k)+n — A.

kIFR(t,... .ty <= VK =,k (tTn),... ,t5n]) € (R, K).
k- Rln] <= InVE'=,kL(R,k')=1 fiir R nullstellig.

k- (AV* B)n] <= 3InVk'=,k.k' I+ Aln] oder k"I Bln].

k- (3 zA)[n] <= Invk'=,k3ac|B|K I+ And].

k- (A— B)lng = VK=kk'IFAn = K I+ B[n.
ElF(AAB)[n <= kl-Aln und k- B[n).

kElF (VzA)n] <= VYa€|B|kIF Ans).

In den Klauseln fiir Atome, Disjunktionen und Existenzformeln beziehen
wir uns also auf eine “Schranke” (“bar”) in T'. Fiir Atome wiire dies jedoch
nicht no6tig; es ist jedoch bequem fiir die Konstruktion von BETH-Strukturen.

Aus der Definition ergibt sich leicht, daf§ die Monotonie sich auf Formeln
iibertrigt, d.h. dal aus k I A[n] stets k' I- A[n] folgt fiir & < k’. Auch die
Umkehrung ist richtig:

Lemma 1.12. (Uberdeckungseigenschaft).
VE' =,k K |+ Aln] = k- Alnl.

Beweis. Induktion iiber A. Wir schreiben k I+ A fiir k I- A[n)].
Fall Rt. Gelte
InVEk =,k k' |+ RE,

also nach Definition
InVE = kIMVE" = k' 5n) € (R, k).
Da T ein endlich verzweigter Baum ist, haben wir
IMVE =k 0] € (R, k),

also k I RE.
Die Falle A v* B und 3*z A behandelt man dhnlich.
Fall A — B. Gelte k' IF A — B fiir alle k' = k mit Ih(k") = lh(k) + n.
Wir miissen zeigen
Vi=kllFA — [+ B.



Gelte also [ = k und [ IF A. Zu zeigen ist | IF B. Wir verwenden die TH
fiir B mit m := max(Ih(k) + n,Ih(l)). Gelte also I’ = [ und lh(I") = m. Es
geniigt zu zeigen !’ IF B. Ist Ih(I") = Ih(l), so gilt I’ = [ und wir sind fertig.
Ist h(I') = Ih(k) +n > Ih(l), so ist I’ eine Erweiterung von [ und auch von k
mit Lange lh(k) + n, und wir haben I’ IF A — B nach Annahme. Ferner gilt
I'lFA, dal’=1und I+ A. Dies wiederum impliziert I’ I+ B.

Die Fille A A B und Vz A sind klar. 0

Das Koinzidenzlemma und das Substitutionslemma gelten wie erwartet
auch fiir BETH-Strukturen.

Lemma 1.13. (Koinzidenzlemma). Sei B eine BETH-Struktur, t ein Term,
A eine Formel und n,§ Belegungen in |B|.

1. Gilt n(x) = &(x) fir alle x € vars(t), so ist n(t) = &(1).
2. Gilt n(x) = &(x) fir alle x € FV(A), so folgt B,k IF A[n] <— B,k
A[¢].
Beweis. Induktion {iber Terme und Formeln. O

Lemma 1.14. (Substitutionslemma). Sei B eine BETH-Struktur, t,r Ter-
me, A eine Formel und n eine Belegung in |B|. Dann gilt

1. n(rlz :=t) = ng(t)(ﬂ'
2. Bkl Alz = t]ln) < B,k I Al
Beweis. Induktion iiber Terme und Formeln. 0

Hieraus erhalten wir wie iiblich den Korrektheitssatz.

Satz 1.15. (Korrektheit). SeiI'U{A} eine Formelmenge und es gelte T' = A.
Ist dann B eine BETH-Struktur, k ein Knoten und n eine Belegung in |B|,
so folgt aus B,k IF T'[n] stets B,k I- A[n].

Beweis. Induktion {iber Herleitungen. 0

Gegenmodelle

Mit Hilfe des Korrektheitssatzes ist es einfach, Gegenmodelle zu finden, aus
denen sich die Nicht-Herleitbarkeit in der Minimallogik bzw. in der intuitio-
nistischen Logik ergibt. Unter einer BETH-Struktur fir die intuitionistische
Logik verstehen wir eine BETH-Struktur B = (M, Iy, 1), in der L nicht
erzwungen wird, d.h. I1(L, k) = 0 fiir alle k. In BETH-Strukturen fiir die
intuitionistische Logik haben wir deshalb

klF—A < VE'=kK IV A,
klF——A < VK'=kK If -A
— VE'=k3IK"=K K" I- A.



Als Beispiel zeigen wir t/; =——P — P. Um eine BETH-Struktur zu be-
schreiben, stellen wir den zugrunde liegenden Baum durch ein Diagramm
dar, wo wir neben jeden Knoten die Aussagensymbole schreiben, die in
diesem Knoten erzwungen werden. Man betrachte die durch das folgende
Diagramm gegebene BETH-Struktur.

Offenbar haben wir

() Iy P,
() IF =P

Also gilt () I =——P — P und deshalb tf =——P — P. Da offenbar I Efqp
fiir jedes R gilt, haben wir auch t/; =——P — P. Das Modell zeigt ebenfalls
die Nicht-Herleitbarkeit der PEIRCE-Formel ((P — @) — P) — P in der
intuitionistischen Logik.

1.3 Vollstidndigkeit der Minimallogik und der intuitionisti-
schen Logik

Wir zeigen jetzt die Umkehrung der Korrektheitssatzes.

Satz 1.16. (Volistindigkeit). Sei I’ U {A} eine Formelmenge. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

1. T+ A.

2. T'IF A, d.h. fir alle BETH-Strukturen B, Knoten k und Belegungen n

B,k FT[n = B,kIF Al

Beweis. Eine Richtung ist der Korrektheitssatz. Fiir die andere Richtung
verwenden wir einen Ansatz von Harvey FRIEDMAN und konstruieren eine
BETH-Struktur B (iiber der Menge Tp; aller endlichen 0-1-Folgen k geordnet
durch die Anfangsstiick-Relation k < k') mit der Eigenschaft, dafi T' - B
dquivalent ist zu B, () I Blid].

Zur Definition von B gehen wir aus von einer Aufzihlung Ag, A1, Ao, ...
aller £-Formeln, in der jede Formel unendlich oft vorkommen moge; wir
fixieren auch eine Aufzéhlung xo, z1,... aller Variablen. Sei I' = | J,, 'y, mit
endlichen Mengen I',, so daf} ', C I'j,41. Jedem Knoten k € T ordnen wir
eine endliche Menge Ay von Formeln zu, durch Induktion iiber die Lénge
von k.



Sei Ay := (). Nehmen wir jetzt an, daf fiir einen Knoten k mit Ih(k) = n
die Menge A schon definiert ist. A ,, B bedeute, daf es eine Herleitung von
B aus A gibt mit Linge (:= Gesamtzahl der Symbole) < n. Wir definieren
Apo und Ag wie folgt.

Fall 1. Ty, Ag /' An. Dann sei

Ago:=Ar und Ap = Ay U{A,}.
Fall 2. Ty, Ag by Ay = Al V* A7 Dann sei
Apo:i=ArU{A,, ALY und Ay = Ay U{A,, AV}
Fall 3. Ty, Ag by Ay, = F*2 Al Dann sei
Ago := Agr = A U { Ay, Ay [z 1= 2]},

mit z; die erste Variable ¢ FV(I'y,, Ay, Ag).
Fall 4. T, A F, Ap, mit A, weder Disjunktion noch Existenzformel.
Dann sei

Ago = Ag1 = A U{A,}.
Offenbar impliziert k < k' stets A, C Aj/. Man beachte zunichst, dafl
VE' =, kT, Apy - B = T',A, - B. (1)
Um dies zu sehen, geniigt es zu zeigen
I'NAwkEB und T')Ap B = T, A+ B.

Dies ist klar in den Féllen 1 und 4, und fiir die Félle 2 und 3 folgt es leicht
aus den Schemata V*~ und 3*~ (vgl. Abschnitt 1.1).
Wir zeigen jetzt

Um dies einzusehen, wihle man ein n > lh(k) mit B = A, und 'y, A F,, A,
Fiir alle &/ > k mit lh(k¥") = n+ 1 gilt dann A,, € Aps (vgl. die Fille 2-4).

Mit Hilfe der Mengen Ay kénnen wir jetzt eine L-BETH-Struktur B de-
finieren als (Terz, Iy, I;) mit den kanonischen Io(f)t:= ft und

te (R k) <= RicA.

Offenbar ist t5[id] = ¢ fiir alle £-Terme t¢.
Wir zeigen schliefflich, dafl

I,Ar+ B < B, kI Blid], (3)

und zwar durch Induktion iiber die logische Komplexitéit von B. Fiir B, k |-
Bid] schreiben wir & I+ B.



Fall Rt. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
I',A,+ Rt
InVk =,k Rt € Ay nach (2) und (1)
InVEk'=,kt € (R, k') nach Definition von B
k- Rt nach Definition von I, da #5[id] = .

Fall BV* C. =>. Gelte I', A, = B vV* C. Man wihle ein n > lh(k) mit
Ty, Ar Fp Ay = BV*C. Fiir alle k' = k mit |h(k') = n gilt dann

Apg = Apr U {B V¥ C,B} und A = A U {B v*C, C},

also nach IH
EOIFB und K'11IFC.

Nach Definition impliziert dies k IF B V* C. <.

k- BvV*C

InVk =,k k' IF B oder k' IFC

InVE' =,k .T,Ap = B oder I',Aps = C nach IH
IVE =, kT, A = BV*C

Ay FBV*C nach (1).

Der Fall B A C ist klar.
Fall B— C. —=. Gelte I', A, - B — C. Wir miissen zeigen k I B — C,
d.h.
VE'-kKIF B = K IF C.

Sei also K = k und gelte ¥’ IF B. Nach IH habe wir I',; Aps F B, also
I', A F C nach Annahme. Wieder die IH liefert &’ I- C.

<. Gelte k IF B — C, d.h. VK'>k.K' I B = k' |- C. Wir miissen
zeigen I'; A, = B — C. Dafiir wollen wir (1) verwenden. Man wihle ein
n > |h(k) mit B = A,. Sei k' =, k beliebig, wobei m := n — Ih(k). Wir
miissen zeigen I', Ay - B — C.

Im Fall I', Ay F, A, haben wir ¥’ IF B nach IH, also k' IF C nach
Annahme, also I'; Ay, F C wieder nach TH und deshalb I', Ay - B — C.

Im Fall ', Ay 1/, A, haben wir nach Definition Ay = Ap U {B}. Dies
liefert T, Ay = B, also k'1 I+ B nach TH, also k1 I C' nach Annahme, also
I, Apq F C wieder nach TH. Wegen Ay = A U{B} folgt T, A - B — C.

Fall VxB. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

T, Ay b VzB

VieTer, I', Ay - Bz := t]

VteTerg k I- Blx :=t] nach IH

vtcTer, k IF Blid.] nach dem Substitutionslemma, da t5[id] = t,

kIFVzB nach Definition von .



Fall F*xB. Dies ist dhnlich zum Fall V*. Im einzelnen verlauft der Beweis
wie folgt. =>. Gelte I', Ay + F*zB. Man wihle n > Ih(k) mit T'),, Ag F,
A, = F*zB. Fiir alle ¥’ > k mit lh(k') = n gilt dann

Apg = App = Ay U{F*2B, Bz := z;]}
mit x; nicht frei in Ay U {3*2B}, also nach ITH

K0l Blx :=2;)] und K1k Blz:=x].
Nach Definition impliziert dies k IF F*zB. <—.

k- 3F*xB

InVE' =, kItcTers k' I+ Blid:)
InVk' =, k3teTers k' I+ Bz := t]
InVk'=,k3tcTer, T, Ay F Blx :=t] nach IH
InVk' =,k T, Ay - F*2B

Ay +3zB nach (1).

Jetzt konnen wir den Beweis des Vollstéandigkeitssatzes abschlielen. Nach
(3) haben wir B, () I I'[id]. Nach Annahme impliziert dies B, () I Alid], also
I' - A wieder nach (3). 0

Als ein unmittelbares Korollar erhalten wir den Vollstandigkeitssatz fiir
die intuitionistische Logik.

Korollar 1.17. Sei T' U {A} eine Formelmenge. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent.

1. ' A.

2. T Efq Ik A, d.h. fiir alle BETH-Strukturen B fir die intuitionistische
Logik, Knoten k und Belegungen n

B,kIF Ty = B,k I Afn). O

1.4 Vollstindigkeit der klassischen Logik

Wir geben jetzt einen Beweis der Vollstédndigkeit der klassischen Logik, und
zwar unter Zuhilfenahme der Vollstandigkeit der Minimallogik.
Zur Vereinfachung zeigen wir zunéchst, dafl man auf A verzichten kann.

Lemma 1.18. (Elimination von A). Fir jede Formel A in der auf {—, \,V}
aufgebauten Sprache findet man Formeln Ay, ..., A, ohne A so dafi - A <

A?:l 4.

Bewets. Induktion iiber A. 0



Satz 1.19. (Vollstindigkeit). Sei T'U{A} eine Menge von Formeln (in un-
serer abzihlbaren Sprache L). Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

1. '+ A.

2. I' = A, d.h. fir alle Strukturen M and Belegungen n gilt

METH = ME A

Beweis. Eine Richtung ist der Korrektheitssatz. Fiir die andere Richtung
verwenden wir den Vollstandigkeitssatz fiir die Minimallogik.

Offenbar geniigt es, Formeln ohne V*, 3* zu betrachten, und (nach Lem-
ma 1.18) auch ohne A.

Gelte I' /. A, d.h. T",Stab t/ A. Nach dem Vollstédndigkeitssatz fiir die
Minimallogik haben wir eine abzidhlbare BETH-Struktur B = (Ter., Iy, I1)
tiber dem vollen bindren Baum 7Tj; und einen Knoten [y mit [y IF I', Stab
und [y I A (wir schreiben k I B fiir B, k I+ Blid]).

Ein Knoten k heisse konsistent wenn k I 1, und stabil wenn k IF Stab.
Sei k ein stabiler Knoten und B eine Formel (ohne V*,3*). Wir haben die
Stabilitdt Stab F -—B — B nach Lemma 1.2, also k IF =—B — B, also

KB « kIf ——B
<= Jk'=k.k konsistent und k' I- —B. (4)

Sei « ein Ast im zugrunde liegende Baum Tp;. Wir definieren

alF A <= 3Jkeaklr A,
« is konsistent <= alff L,
« is stabil <= dkeak I Stab.

Man beachte

Aus alF A und + A — B folgt a IF B. (5)

Um dies zu sehen, nehmen wir « I+ A an. Dann gilt k I+ A fiir ein k € a, da
« linear geordnet ist. Wegen A — B liefert der Korrektheitssatz k I- B,
d.h. aIF B.

Ein Ast « heit generisch (in dem Sinn, daf§ er ein klassisches Modell
erzeugt) wenn er konsistent und stabil ist, fiir alle Formeln B gilt

alk B oder o I- —B, (6)
und fiir alle Formeln V#B (wobei % nicht leer ist) mit B keine Allformel

VieTersalk Blj =35 = ol VjB (7)



Schliefllich definieren wir fiir einen Ast « eine klassische Struktur M% =
(Terg, Ip, If*) durch

IfR) = | L(R k) fiir R# L.

kea

Wir zeigen, dafl fiir jeden generischen Ast o und jede Formel B in der
auf {—,V} aufbauenden Sprache gilt

alF B < M* = B. (8)

Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die logische Komplexitéit von B.

Fall Rt, R # 1. Dann gilt die Behauptung fiir alle a.

Fall 1. Es gilt a I L fiir konsistentes a.

Fall B — C. =>. Gelte a IF B — C und M® = B. Wir miissen zeigen
M® | C. Nun ist o |+ B nach IH, also a IF C, also M* = C wieder
nach TH. <=. Gelte M* = B — C. Gilt M® = B, so ist M* = C, also
a I C nach IH und deshalb a IF B — C. Gilt M® }= B, so ist a I B nach
IH, also a IF =B nach (6) und deshalb o IF B — C, da « stabil ist (und
F(--C—-C)—1L—=0).

Fall V§B (wobei ¢ nicht leer ist) mit B keine Allformel. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent.

alF VB

V3eTers a I B[y := 3] nach (7)
VseTer, M® |= B[y := 5] nach IH
M = VyB.

Wir zeigen schliefflich, dafl es fiir jeden konsistenten stabilen Knoten k
einen generischen Ast gibt, der k enthilt. Zum Beweis sei Ag, A1,... eine
Aufziahlung aller Formeln. Wir definieren induktiv eine Folge k = kg < k1 =<
ks ... von konsistenten stabilen Knoten. Sei kg := k. Nehmen wir jetzt an,
daB k, bereits konstruiert ist. Wir schreiben A,, in der Form VyB (wobei
¥ leer sein kann) mit B keine Allformel. Im Fall &k, I+ VyB sei k,y1 :=
kn. Andernfalls gilt &, I B[y := §] fiir ein §, und nach (4) gibt es einen
konsistenten Knoten &' > k, mit &' |- =By := §]. Sei kp41 := k. Wegen
kn = kpyq ist auch kjy stabil.

Sei a := {1 | Inl <X k,}, also k € a. Wir zeigen, dafl a generisch
ist. Offenbar ist « konsistent und stabil. Die Aussagen (6) und (7) kénnen
simultan bewiesen werden. Sei C' = V¢B mit B keine Allformel, und man
wéhle n mit C = A,,. Im Fall k,, IF Vi B ist nichts zu zeigen. Andernfalls gilt
Ekn I B[y := §] fiir ein §, und nach Konstruktion k1 |- =B[y := §]. Fiir (6)
erhalten wir k,11 IF =VyB (da - V§B — By := 5]), und (7) ergibt sich aus
der Konsistenz von a.



Wir konnen jetzt den Beweis des Vollstandigkeitssatzes abschliefen. Da
lo I A und [y stabil ist, liefert (4) einen konsistenten Knoten k& > [y mit
k Ik —A. Offenbar ist auch k stabil. Nach dem, was wir eben bewiesen
haben, gibt es einen generischen Ast o mit k € a. Wegen k I- = A haben wir
alF A, also M® |= =A nach (8). Ferner gilt o IF T', also M® = T" wieder
nach (8). Also I' = A. 0

Der Vollstandigkeitssatz hat viele wichtige Korollare; wir erwdhnen nur
einige davon. Eine Menge I von £-Formeln heisse konsistent wenn I' I/, ||
und erfillbar wenn es eine L-Struktur M und eine Belegung 7 in | M| gibt
mit M = Bln] fiir alle B € T

Korollar 1.20. Sei I' eine Menge von L-Formeln.
1. Wenn T konsistent ist, so ist I' auch erfillbar.

2. (Kompaktheitssatz). Wenn jede endliche Teilmenge von I erfillbar ist,
so auch T'.

Beweis. 1. Aus T' t/. L erhiilt man I' j£ L nach dem Vollsténdigkeitssatz,
und dies impliziert die Erfiillbarkeit von I.

2. Andernfalls gilt T' = L, also ' k. L nach dem Vollstindigkeitssatz,
also auch I'g . L fiir eine endliche Teilmenge I'y C I', also I'y &= L im
Widerspruch zu unserer Annahme, dafl Iy ein Modell besitzt. 0

Korollar 1.21. (LOWENHEIM, SKOLEM). Sei " eine Menge von L-Formeln
(wir hatten angenommen, daff L abzihlbar ist). Ist T erfillbar, so istT' auch
erfillbar durch eine L-Struktur mit abzdhlbarer Trdgermenge.

Beweis. Wir verwenden den Beweis des Vollstandigkeitssatzes mit A = 1.
Er liefert entweder I' k. L oder aber ein Modell von I' U {—L}, dessen
Tragermenge die abzéahlbare Menge Ter, ist. I' . L kann jedoch aufgrund
der Annahme nicht gelten. 0

2 Programme aus konstruktiven Beweisen

Bekanntlich ist es aus prinzipiellen Griinden unentscheidbar, ob ein Pro-
gramm seine Spezifikation erfiillt. Im Gegensatz dazu kann ein formaler Be-
weis auch praktisch leicht auf seine Korrektheit iiberpriift werden. Man kann
soweit gehen, einen Beweis als ein “Programm mit hinreichend vielen Kom-
mentaren” anzusehen. Genauer gilt, dafl aus einem vollsténdig formalisierten
Beweis ein Programm extrahierbar ist, das jedenfalls keine Denkfehler oder
vergessenen Fiélle mehr enthélt. Man kann hoffen, dafl sich die mathema-
tische Beweiskultur so zum Organisieren komplexer Strukturen verwenden
1a8t, dafl sich anschliefend durch Programmextraktion niitzliche und auch
praktische verwertbare Programme aus entsprechenden Beweisen gewinnen



lassen. Als Beispiele kommen etwa Steuerprogramme im Anlagenbau oder in
der Telekommunikation in Frage. Erste Ansétze dazu gibt es bereits, jedoch
ist das Gebiet erst am Anfang seiner Entwicklung. Einige Einwédnde gegen
eine derartige Vision sollen kurz besprochen werden.

1. Eine Algorithmus-Idee ist schon vor einem konstruktiven Beweis vor-
handen.

2. Die Komplexitéit des extrahierten Programms schlief3t seine praktische
Anwendung aus.

3. Klassische Beweise sind nach wie vor der Standard; inwieweit sind auch
sie zur Programmextraktion verwendbar?

Hierauf kann man etwa folgendes erwidern.

1. Die Gewinnung eines Programms aus einem konstruktiven Beweis hat
den Vorteil, dafl die Anpassung des Programms an verdnderte oder
spezialisierte Ausgangssituationen und auch allgemeiner die Wartung
des Programms leichter moglich ist; insbesondere die Wartung macht
heutzutage einen betréchtlichen Teil der Kosten aus.

2. Neuere Studien konzentrieren sich darauf, Beweissysteme mit geeignet
eingeschriankte Termsystemen und damit (via der sogenannten Curry-
Howard Korrespondenz) Beweissysteme zu konstruieren, fiir die die
extrahierten Programme in polynomialer Zeit ihr Ergebnis liefern. Hier
sind in erster Linie zu nennen die Arbeiten von LEIVANT [16, 15] und
HOFMANN [11], sowie auch [10] und [2].

3. Dieser Punkt soll im néchsten Abschnitt besprochen werden.

3 Programme aus klassischen Beweisen

Es ist seit langem bekannt, dal man zu jedem Beweis von VxIyA(z,y) mit
A(z,y) quantorenfrei einen Beweis von Voz3*yA(x, y) konstruieren kann, also
der entsprechenden Existenzaussage mit dem starken Existenzquantor. Eine
Methode zum Beweis ist die sogenannte FRIEDMANsche A-Ubersetzung aus
[7], die spater von LEIVANT [14] verfeinert und erweitert wurde. Aus einem
Beweis von Vx3*yA(z,y) kann man dann ein Programm zur Berechnung
eines y in Abhéngigkeit von = extrahieren (Realisierbarkeit). Als Beispiel
betrachten wir folgendes Problem. Gegeben seien Zahlenfolgen f,g: N — N.
Gesucht sind Indizes i < j so, da f(i) < f(j) und g(i) < g(j) gelten, also
beide Folgen gleichzeitig aufsteigen. Seien etwa

f:12143218765432116 ...
g:4332222111111110 ...



oder allgemein

teeth(2" 4+ 1) :==2" —i (i < 2")
slowp(2" +i) :=b—n (i <2")

Einen Beweis der Existenz solcher Indizes ¢,j kann man mit dem Mini-
mumprinzip, also klassisch fithren. Er liefert kein Berechnungsverfahren, da
das Minimum einer unentscheidbaren Menge gebildet wird. Fiir ein dhn-
liches Beispiel hat MURTHY [17] eine Programmextraktion mit Hilfe von
FRIEDMANs A-Ubersetzung durchgefiihrt. Allerdings war das extrahierte
Programm mehrere Megabyte grof3; offenbar sind also Verfeinerungen dieser
Methodologie notwendig. Daf} dies in der Tat mdglich ist, hat sich erst in
jingster Zeit herausgestellt (s. etwa [3, 4, 5]).

FEin weiteres interessantes Beispiel der Programmextraktion aus klassi-
schen Beweisen liefert das DICKSONsche Lemma: Fiir alle k, ¢

k
Vfla SERE) szli(]a s 7i€ A\ dp < Z.n+1 A % fm(zn) < fm(inJrl)'

n</t m=1

Wir fithren den Beweis mit Hilfe des Minimumprinzips bzgl. einer Maf3-
funktion. @ C N heifle unbeschrinkt, wenn Vr3y.Q(y) Az < y.

Lemma 3.1. Sei Q unbeschrinkt und f: Q O Q — N. Dann ist die Menge
Qy der linken f-Minima bzgl. QQ unbeschrinkt.

Qf(z) == Qx) AVy.Qy) = = <y = f(x) < f(y).

Beweis. Gegeben sei x. Gesucht ist ein y mit Q¢(y) und z < y. Das Mini-
mumprinzip fiir {y | Q(y) Az <y} mit MaB f liefert

(Fy.Qy) Ne <y) —
QW) Nz <yAVz2.Q(z) Nz < z— f(y) < f(2).

Da @ unbeschrankt ist, gilt die Pramisse. Wir zeigen, dafl das y aus der
Konklusion Q¢(y) erfiillt, d.h.

Qy) NV2.Q(2) =y <z = fy) < f(2).

Sei z mit Q(z) und y < z gegeben. Aus z < y folgt © < z, also f(y) <
f(2). 0

Lemma 3.2. Sei Q unbeschrinkt, fi,...,fr: @ — N. Dann gibt es ein
unbeschrdanktes Q1 C Q so daf f1,..., fr auf Q1 wachsen:

Q) A QW) Az <y A Fnl@) < funly).

m=1



Beweis. Induktion iiber k. kK = 1: Sei Q2 := Q. k > 2: Sei (2 C @Q unbe-
schrinkt s.d. fo,..., fr auf @ wachsen (IH fiir fo,..., fi). Sei @1 := Menge
der linken fi-Minima bzgl. Q2:

Q1(z) == Qa(z) ANVY.Q2(y) —» = <y — fi(z) < fi(y).

Nach dem ersten Lemma ist Q1 C Q2 unbeschrinkt. Auf ()1 wichst f1, und
wegen Q1 C Q2 auch fo, ... fi. O

Aus diesem klassischen Beweis 148t sich folgendes Programm extrahieren.
D(f(0)+1)(0), mit ®: v — ¢ — ¢ x ¢ definiert durch

®(0)(:) = dummy, ®(k+1)(:) = Y(g(i)+1,3, P(k))
Uit —t1—=(L—=1xL) s exe

U(0,i,h) = dummy, W(l+1,i,h) =Zp;p,(f(i+1)+1)(i+1)

[1]

i e A e R e i e e WA S

Z4,(0)(j) = dummy

W (l, 7, Zein(m))  falls g(7)<g(i)
Eein(m+1)(5) = ¢ h(5) f. micht & f(7)<f(?)
(4,7) sonst

Man beachte, daf3 hier Rekursionsparameter nur als obere Schranken vor-
kommen (der Grund dafiir ist, dafl die Induktion nur via Minimumprinzip
verwendet wird). Man kann deshalb den primitiven Rekursionsoperator R
durch den allgemeinen Rekursionsoperator RE™: (1 — ¢ — 7) = ¢ — T
ersetzen, definiert durch R&"hx = hz(R#"h). Das extrahierte Programm
vereinfacht sich dann noch einmal deutlich: ¢(0), mit

Y(i,h) =& nli+1)
V(5. &n)  falls g(5) < g(4)

&n(d) =< h(y) falls nicht, aber f(j) < f(i)
(,7) sonst

Der klassische Beweis hat uns also ein sehr einfaches und gleichzeitig recht
unerwartetes funktionales Programm geliefert, das u.a. mit allgemeiner Re-
kursion arbeitet.
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