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Übungen zur Vorlesung

”Elemente der Zahlentheorie, Aufbau des Zahlensystems“

Aufgabe 29. Sei G{g1, . . . , gn} eine endliche Gruppe. Die Multiplikation
kann man in einer Gruppentafel explizit aufschreiben:

· g1 g2 · · · gn

g1 g1 g1 g1 g2 · · · g1 gn

g2 g2 g1 g2 g2 · · · g2 gn
...

...
...

...
gn gn g1 gn g2 · · · gn gn

(a) Man zeige, daß in jeder Zeile und in jeder Spalte jedes Element von G
genau einmal vorkommt.

(b) Wie findet man in der Gruppentafel schnell das Inverse eines Elements?
(c) Was bedeutet es für die Gruppentafel, daß G abelsch ist?
(d) Man gebe die Gruppentafel für Z6 an.

Aufgabe 30. Sei G eine Gruppe, M ⊆ G eine Teilmenge und

〈M〉 := {x ∈ G | ∃n∈N,x1,...,xn∈M,ε1,...,εn∈{1,−1} x = xε1
1 · · ·xεn

n }.
Man zeige, daß 〈M〉 die kleinste Untergruppe von G ist, die M enthält.

Aufgabe 31. Sei G eine zyklische Gruppe. Man zeige:
(a) Ist G unendlich, so gibt es genau zwei Elemente x, y ∈ G mit G = 〈x〉

und G = 〈y〉.
(b) Ist |G| = n und G = 〈x〉, so besteht die Menge der y ∈ G mit G = 〈y〉

aus Potenzen xk von x, für die k teilerfremd zu n ist.

Aufgabe 32. Seien G1, G2 Gruppen. Auf G1 × G2 definiert man eine Ver-
knüpfung durch (x1, x2) ◦ (y1, y2) := (x1y1, x2y2).
(a) Man zeige, daß (G1 × G2, ◦) eine Gruppe ist.
(b) Man zeige, daß die Projektionen pi : G1 × G2 → Gi, pi(x1, x2) := xi für

i = 1, 2 Homomorphismen sind.
(c) Sei noch H eine Gruppe und fi : H → Gi Homomorphismen. Man zeige,

daß es genau einen Homomorphismus f1 × f2 : H → G1 × G2 gibt mit

pi ◦ (f1 × f2) = fi für i = 1, 2.
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