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Ubungen zur Vorlesung ,,Mathematische Logik*

Aufgabe 45. (4 Punkte). Es sei T eine Theorie wie in Abschnitt 3.2 der
Vorlesung.

(a) Beweisen Sie: sind M, N C N représentierbar in 7', so auch M N N.
(b) Es seien f,g: N — N in T repriisentierbar durch die Formeln A(z,y)
bzw. B(y, z). Beweisen Sie, da} dann auch go f in T représentierbar ist.

Aufgabe 46. (4 Punkte). Es sei T' eine Theorie wie in Abschnitt 3.2 der
Vorlesung. Eine geschlossene Formel G heifit Godelsatz wenn
THG <+ —-P("G") wobei P(x) := 3, Bpy, (y, ).

(a) Beweisen Sie, dafl es einen Godelsatz gibt.

(b) Es sei G ein Godelsatz. Wir nehmen zusétzlich an, daf§ (i) fiir alle ge-
schlossenen Formeln A gilt: wenn 7'+ A, so auch T'+ P("A™), und (ii)
T L. Beweisen Sie T't/ G.

Aufgabe 47. (4 Punkte). Ordinalzahl-Bezeichnungen (kurz: Oz) «, 8,y und
eine Relation < zwischen ihnen seien simultan definiert durch

(i) Sind vy, ..., 0 Ozn, m > —1 und a,,, > -+ > ap (wobei a > 8 meint
a > oder a = f3), so ist w*™ + -+ + w* eine Oz.

(ii) Seien o := w4+ -4+ w* und B := WP +- .. +wh Ozn. Wir definieren
a < B gdw es ein ¢ > 0 gibt so dal a;,—; < Bn—i, ..., Qm = Bn, oder
m<nund o, = Bn, ..., @9 = Bn_m.

Beweisen Sie

(a) a<f—=B<y—a<y,

(b) a<fBVa=8VE<a.

Hinweis: Induktion iiber die Stufe lev(a) von Ordinalzahlen, definiert durch
lev(0) := 0, lev(w®™ + - -+ + w*) = lev(ayy,) + 1. (0 ist die leere Summe).

Aufgabe 48. (4 Punkte). Die Addition + von Ozn sei definiert durch
(@™ 4w ) 4 (W W) = WP
7 minimal mit 3, < «;. Beweisen Sie

(a) + ist assoziativ,

(b) + ist strikt monoton im zweiten Argument,
(¢) + ist schwach monoton im ersten Argument.

Abgabe. Mittwoch, 22. Januar 2025 um 8:15, physisch in der Vorlesung
oder elektronisch {iber Uni2work.



