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Aufgabe 17 (4 Punkte). Für Formeln A mit FV(A) ⊆ {x} verwenden wir die Abkürzungen

LEMA := ∀x(A ∨ ¬A), DrinkerA := ∃x(A → ∀xA)

LPOA := ∃xA ∨ ∀x¬A, LPO¬
A := ∃x¬A ∨ ∀xA,

MPA := ¬¬∃xA → ∃xA, MP¬
A := ¬∀xA → ∃x¬A.

Sei nun A eine Formel mit FV(A) ⊆ {x}. Zeigen sie entweder per Hand, oder in Minlog (siehe
ueb05.scm)

∀x(⊥ → A),LPO¬
A ⊢ DrinkerA,

LPOA ⊢ Drinker¬A,

LEMA,DrinkerA ⊢ LPO¬
A,

DrinkerA ⊢ MP¬
A,

Drinker¬A ⊢ MP¬¬A.

Aufgabe 18 (4 Punkte). Sei R ein nullstelliges Relationssymbol. Wir definieren rekursiv die
folgenden Herleitungen in denen die Annahmen x : R und f : R → R frei vorkommen.

N0 := (x : R) Nn+1 :=
[
f : R → R Nn

(→)−

R

]
Mit Herleitungstermen, gemäß der Curry-Howard Korrespondenz, schreibt sich diese Definition
als

N0 := xR, Nn+1 := fR→RNR
n .

Wir definieren die Churchnumerale durch

Mn = n :=

 Nn
(→)+x

R → R
(→)+f

(R → R) → R → R

 = λfλxNn.

Ferner ist die Addition zweier Churchnumerale definiert als

n⊕m :=


Nm

(→)+x
R → R Nn

(→)−

R
(→)+x

R → R
(→)+f

(R → R) → R → R

 = λfλx

(
(λxNm)

R→RNR
n

)
.

(a) Geben sie 0, 1, 2 und 3 jeweils als Herleitung und als Term an.
(b)Geben sie 1⊕ 1, 3⊕ 2 als Herleitungen bzw. Terme an und normalisieren sie letztere so weit
wie möglich.
(c) Beweisen sie n⊕m 7→∗ λfλxNn+m.



Aufgabe 19 (4 Punkte). Zeigen sie, dass für alle Formeln A ∈ F gilt

⊢ A → Ag.

Aufgabe 20 (4 Punkte). Für jede Formel A ∈ F definieren wir die Menge

OA :=
{
B ∈ F | ⊢ A → B

}
⊆ F ,

d.h., B ∈ OA g.d.w. eine geschlossene Herleitung M : A → B existiert. Ferner definieren wir

B :=
{
OA |A ∈ F

}
∪
{
{},F

}
.

(a) Zeigen sie, dass für alle A,B ∈ F gilt
(i) B ∈ OA ⇔ OB ⊆ OA,
(ii)⊢ (A ↔ B) ⇔ OB = OA.

(b)Zeigen sie, dass B die Basis einer Topologie auf F ist , d.h. es gilt
(i) für alle A ∈ F existiert O ∈ B mit A ∈ O (B überdeckt F ),
(ii) für alle O,O′ ∈ B existiert S ⊆ B mit O ∩O′ =

⋃
S.

(c)Beweisen sie, dass die Gentzen-Übersetzung · g : F → F stetig bezüglich der oben definierten
Topologie ist. Hierzu genügt es zu zeigen, dass die Urbilder aller Basiselemente offen sind, d.h.
für alle O ∈ B existiert S ⊆ B mit

(· g)−1[O] =
⋃

S.

Hinweis. Die in Aufgabe 19 bewiesene Aussage könnte sich als nützlich erweisen.

Abgabe. Mittwoch, 22. November 2023, 8:15 (Uni2Work oder in der VL).
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