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Vorbemerkungen

Dieses Skript dient der Einfiihrung in Minlog fiir die Besucher der Vorlesung Mathe-
matische Logik Il bei Prof. Helmut Schiwchtenberg und ist auch in Zusammenarbeit
mit ihm entstanden. Es handelt sich dabei um eine vorlaufige Version der ersten
beiden Kapitel meiner Masterarbeit. Aus diesem Grund wird es auch haufiger Ande-
rungen geben.
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Kapitel 1

Einfiihrung in die Theorie der
berechenbaren Funktionale

Motivation 1.0.1. Das Ziel dieses Kapitels wird es sein, die theoretischen Grundla-
gen fiir konstruktive Mathematik zu geben. Insbesondere wollen wir am Ende den
rechnerischen Gehalt eines Beweises bestimmen konnen. Die Theorie werden wir in
den darauf folgenden Kapiteln dann mit Computerhilfe anwenden. Es wird davon aus-
gegangen, dass Definitionen aus einer Logikanfangervorlesung schon bekannt sind,
wie beispielsweise die Definitionen von Formeln, Termen oder freien Variablen. In der
Literatur [3], welches als Vorlage fiir dieses Kapitel dient, sind auch diese Begriffe
noch erklart.

1.1 Das Kalkiil des natiirlichen SchlielRens

Definition 1.1.1. Eine Herleitung im Kalkiil des natiirlichen SchlieRens ist rekursiv
definiert. Jede Herleitung fiir eine Formel A ist ein Herleitungsbaum M und besitzt
eine Annahmenmenge I'. Wir definieren nun die Annahmeregel sowie die Regel fiir
— und V:

Annahmeregel: Ist A eine Formel, so ist

u: A

eine Herleitung von A mit Annahmenmenge {(u: A)}. Dabei wird die Annahme
A mit einer Annahmenvariablen u versehen, um spater auf diese Annahme
zuriickgreifen zu kdnnen.

—7"-Regel: Ist M eine Herleitung einer Formel A mit Annahmenmenge I', B eine
weitere Formel und u eine Annahmenvariable, so ist

M
A .
B—A

eine Herleitung von A — B mit Annahmenmenge I'\ {(u: B)}.

—~-Regel: Sind A und B Formel, M eine Herleiung von A — B mit Annahmenmenge
I’ sowie N eine Herleitung von A mit Annahmenmenge A. Dann ist



— soll rechts assozia-
tivsein,d.h. A— B —
Cist zulesen als A —
(B— Q).

eine Herleitung von B mit Annahmenmenge T UA.

V*-Regel: Ist M eine Herleitung einer Formel A mit Annahmenmenge T und x eine
Variable, die in keiner Formel von T frei ist. Dann ist

|M
A
VA

Vi

eine Herleitung von VA mit Annahmenmenge T.

V™ -Regel: Ist M eine Herleitung von V;A(x) mit Annahmenmenge T und r ein
Term, so ist

|M
Vi A(x) r
A(r)

v-
eine Herleitung von A(r) mit Annahmenmenge T.

Notation 1.1.2. Wir sagen, A ist aus I herleitbar und schreiben I' - A, wenn es eine
Herleitung von A gibt, deren Annahmenmenge eine Teilmenge von T ist. &+ A wird
durch A abgekiirzt.

Die Negation einer Formel A wird durch = A:= A — L definiert . Dabei ist L das
Falsum und wird zunachst nur als Pradikatenvariable angesehen.

Beispiel 1.1.3. Ein Herleitung der Formel (A— B—C)—» ((C— A —-B)— A—C
wird wie folgt notiert:

(Vi Al 4
[u:A— B —C] [v:A] [w:(C— A)— B] —-A !
B—-C B
_C
A—-C v A
(C—=A—-B—-A—-C " +
u

A-B—-QO—=>(C=A—=>B—-A—-C _

Wie man sieht, reicht es den Herleitungsbaum anzugeben. Wird eine Annahme wieder
durch eine —*-Regel abgebunden, so wird diese eingeklammert. Auf diese Weise
kann man sofort die Annahmenmenge der Herleitung ablesen, ohne, dass sie explizit
angegeben werden muss. Hier sieht man, dass die Annahmenmenge die leere Menge
ist.

Ist auBerdem klar, welche Regel wie angewendet wurde (zum Beispiel bei der —~-
Regel), kann man die Beschriftung am Rande der Zeile auch weglassen.

Beispiel 1.1.4. Fiir die Formel V(A — B) — VA — VB haben wir folgende Her-
leitung:

[u:Vy(A— B)] X [v:V,A] X
A—B A
B +
VB Vi N
V,A— VB v n
Vi{(A—B)—V,A—V,B u




Es gilt x ¢ FV({V4(A — B),V,A}), deswegen ist die Variablenbedingung bei der
Alleinfiihrung V7 erfiillt.

Definition 1.1.5. Wir definieren nun noch die Regeln fiir A,v,3.

AT -Regel: Ist M eine Herleitung von A mit Annahmemenge I und N eine Herleitung
von B mit Annahmemenge A, dann ist

M IN
A B .,
AnB N

eine Herleitung von AA B mit Annahmenmenge T'UA.

A~ -Regel: Sei M eine Herleitung von AA B mit Annahmenmenge T und N eine
Herleitung von C mit Annahmenmenge A sowie u,v zwei Annahmenvariablen,
dann ist

|M |N
A/\BC C A;,V

eine Herleitung von C mit Annahmenmenge T'U (A\{(u: A), (v: B)}).

v*-Regeln: Es sei M eine Herleitung von A mit Annahmenmenge T und B eine
weiter Formel, dann ist

M
A +
AvB Yo

eine Herleitung von Av B mit Annahmenmenge I' und

M
A +
BvA 'l

ist eine Herleitung von Bv A mit Annahmenmenge T'.

v~ -Regel: Ist M eine Herleitung von Av B mit Annahmenmenge I', N eine Herlei-
tung von C mit Annahmenmenge A und L eine Herleitung von C mit Annah-
menmenge Z, so ist

|M IN |L
AV B C Cc -
C \%

eine Herleitung von C mit der Annahmenmenge TU(A\{(u: ANU(E\{(v: B)}).

3*-Regel: Ist A(x) eine Formel, r ein Term und M eine Herleitung von A(r) mit
Annahmenmenge T, so ist

|M
r A(r)

+
3.4 O
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eine Herleitung von 3, A mit Annahmenmenge T.

37 -Regel: Ist M eine Herleitung von 35 A mit Annahmenmenge I', N eine Herleitung
von B mit Annahmenmenge A und gelten die Variablenbedienungen x ¢ FV (A\
{(u: A)}) und x ¢ FV(B), dann ist

M IN
3,A B

B 3;,14
eine Herleitung von B mit Annahmenmenge T'U (A\ {u: A}).

Bemerkung 1.1.6. Es ist auch mdglich die Regeln aus Definition 1.1.5 durch Axiome
zu ersetzen. Fiir A beispielsweise waren diese gegeben durch

At:A—-B— AAB
AN :ANB—- (A—B—-C)—C.

Wir werden spater in diesem Kapitel induktiv definierte Pradikate einfiihren und
sehen, dass es sich bei v, A und 3 um solche handelt.

Definition 1.1.7. Wir definieren den schwachen Existenzquantor 3 sowie die schwa-
che Disjuktion V durch 3;A:= V1A und AVB:= (1 AA-B).

Bemerkung 1.1.8. Der normale Existenzquantor sowie das normale Oder sind echt
stirker als ihre schwachen Pendants, denn es gilt - AVB — AVB und +3,A — 3, A:

[v:0A] [r:A] [w:~B] [s:B]
[t:mAAB] 1 A= [t:mAAB] 1 A™
[u:Av B] 1 vnw T - v,w
T N s
AVB ¢,

AVB— AVB ¢

[V:V,A] X

A [w: A]
[w:3,A] 1 -
J_ + X, W
3.A Y
3,A—-3,A Y

Die Variablenbedingung bei 37, ist erfiillt, denn x ¢ FV(V,—A) und x ¢ FV(1).
Die Umkehrungen, also die Formeln AVB — Av B und 3;A — 3, A, sind im allgemei-
nen nicht herleitbar. Diese kann man mit Hilfe von Gegenmodellen zeigen, welche
aber nicht Gegenstand dieser Arbeit sind. Bei Interesse sei aber auf Kapitel 1.3 von
[3] verwiesen.

Motivation 1.1.9. Im natiirlichen SchlieBen hat das Falsum L keine weitere Bedeu-
tung, sondern ist nur eine Pradikatenvariable. Insbesondere {iberlege man sich, dass
das Ex falso quodlibet, das heillt L — A, nicht fiir jede Formel A gilt. Es l3sst sich au-
Rerdem zeigen, dass fiir eine Formel A im allgemeinen == A — A nicht herleitbar und
sogar echt starker als 1 — A ist. Das bringt uns zur Definition der intuitionistischen
und klassischen Logik.



Definition 1.1.10. Die Menge Efq besteht genau aus den Formeln V3(L — RX) und
die Menge Stab besteht genau aus dem Formeln V(= RX — RX), wobei R # L
ein n-stelliges Relationssymbol ist fiir n € N. Wir schreiben T'; A fir TUEfgH A
und sagen ,, A ist intuitionistisch aus T" herleitbar”. Ebenso schreiben wir T, A fiir
I'uStab+ A und sagen ,, A ist klassisch aus T' herleitbar”.

Bemerkung 1.1.11. Durch Induktion {iber den Formelaufbau kann man leicht be-
weisen, dass ; 1L — A fiir jede Formel A und . 77 A — A fiir jede Formel A, die
nicht 3 oder v enthilt, gilt.

1.2 Typen, Algebren und Terme

Motivation 1.2.1. In diesem Abschnitt definieren wir die Terme von Godels T und
dessen Erweiterung T, aus denen spater das extrahierte Programm eines Beweises
bestehen soll und mit denen auch das Programm Minlog arbeitet. Dieser Abschnitt ist
daher sehr theoretisch. Wir werden aber versuchen die Theorie durch viele Beispiele
mit Leben zu fiillen. Bei all den Definitionen ist wichtig, dass man diese erst rein
syntaktisch auffassen sollte. Die Bedeutung der definierten Objekte wird sich erst
spater durch ihre Verwendung ergeben.

Notation 1.2.2. Anstelle von ay,...,a,-1 fir n € Ng schreiben wir oft (a;);<, und,
wenn wir die Anzahl dieser Objekte implizit lassen wollen, schreiben wir nur d@. Wir
verwenden auch haufig die abkiirzende Schreibweise (a;)j<, — b bzw. @ — b fiir
ag—--— ap-1— b.

Definition 1.2.3. Wir definieren nun rekursiv Typen, Konstruktortypen und Alge-
bren. Dabei seien ¢ und @ verschiedene Typvariablen . Die a; werden Typparameter
genannt.

e Jedes a; ist ein Typ mit Parameter @.
e Jede Algebra mit Parameter @ ist auch ein Typ mit Parameter a.

e Ist p ein Typ ohne Parameter und o ein Typ mit Parameter @, dann ist auch
p — o ein Typ mit Parameter a.

e Sind g Typen mit Parameter @ und &Y,...,G,-1 Typen fir n € Ny mit Para-
meter &, dann ist g — (0 — &)i<p — € ein Konstruktortypen mit Parameter

—

a.

e Sind «y,...,xr_1 fiir k € N* Konstruktortypen mit Parameter @, dann ist
pe (Ko, ..., Kk—1) eine Algebra mit Parameter @. Wir fordern zusatzlich, dass
ko die Form xo =g — ¢ hat.

Beispiel 1.2.4. Hier ist eine Liste von wichtigen Algebren, auf die wir uns auch weiter
beziehen werden.

Einheitsalgebra : U:= ps(£).
Boolesche Algebra : B := ps (¢, &)
Algebra der natiirlichen Zahlen : N:= p:(¢,& — &)

Algebra der positiven, bindren Zahlen : P:= pe(§,& — &,E — &)

11



1 = nil ist zum
Beispiel die Liste von
natiirlichen Zahlen,
die nur 1 := SO als
Eintrag hat.
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Algebra der Ordinalzahlen : O := p¢ (¢, & — &, (N— &) — &)
Listen mit Parameter a L(a) := e (§, 0 — ¢ —¢)
Produkttyp zweier Typen a und B a x f:=pus(a — f— &)

Summentyp zweier Typen a und B a+ f:=pe(a — &, — &)

Definition 1.2.5. Wir definieren fiir jeden Konstruktortyp «;(¢&) in einer Algebra
1= pe(Ko(&),...,xp-1(8)) ein Konstruktorsymbol C; vom Typ «;(1).

Will man den Typ eines Konstruktors klar machen, schreibt man dieses hochgestellt
dazu: C;.(i(‘)

Einige Konstruktoren haben auch standardisierte Namen. Zum Beispiel wird der ein-
zige Konstruktor von U mit u bezeichnet und die beiden Konstruktoren von B mit tt
(truth) und ff (falsehood). Die zwei Konstruktoren der natiirlichen Zahlen bezeich-
net man mit 0 (zero) und S (successor). Die Konstruktoren der positiven Zahlen
kann man mit 17, SE)_’P und S“lm_’"m bezeichnen. Bei der Interpretation von Sy bzw.
S; ist jedoch wichtig, dass zum Beispiel Syl als die Zahl 10 und nicht als 01 in
Binardarstellung zu verstehen ist. Fiir den Listentyp bezeichnet nil*® den Konstruk-
tor der leeren Liste und den zweistelligen Konstruktor bezeichnet man entweder mit
cons®~H®=L@) oder als Infixnotation mit _ :: . Fiir den Summentyp a+ 8 werden
die beiden Konstruktoren durch inl*~®*# und inrP~2*P dargestellt. Beim Produkt-
typ schreiben wir den einzigen Konstruktor als Paar. Das heilt, fiir Coab schreiben
wir {a, b).

Definition 1.2.6. Zu jeder Algebra ¢ definieren wir den Rekursionsoperator %] in
einen Typ 7:
Ist kx =p — (G; — &) i<n — & ein Konstruktortyp, so setzen wir den Schritttyp 6 :=
p— (Gi— Di<pn — (G = T)i<p — 7. Ist nun 1 = pe(Ko,...,Kk-1), dann ist der Typ
von %] gegeben durch

1—>0p—-—0p1—T.

Definition 1.2.7. Die Terme von Gédels T sind rekursiv definiert. Jeder dieser Terme
besitzt einen Typen. Will man diesen explizit machen, schreibt man ihn hochgestellt
hinter dem Term. AuBerdem besitzt jeder Term t eine Menge freier Variablen FV (1),
welche wir gleichzeitig definieren:

e Jede getypte Variable x7 fiir einen Typ 7 ist ein Term mit FV(x) = x.

e Jeder Konstruktor C; einer Algebra ist ein Term mit dem Typ wie in Definition
1.2.5 und FV(C;) = @.

o Der Rekursionsoperator %} zu einer Algebra ¢ ist ein Term mit dem Typ wie
in Definition 1.2.6 und FV(%]) = 2.

e Ist MP~7 ein Term und NP einer Term, dann ist MP~? NP ein Term von Typ
o und FV(MN)=FV(M)UFV(N).

e Ist M" ein Term und x” eine getypte Variable, dann ist Ao M" ein Term vom
Typ p— 1 mit FV(A,M) =FV(M)\{x}.

Definition 1.2.8. Wir definieren nun die Relation S-Konversion — g sowie die Rela-
tion n-Konversion —, zwischen Terme vom selben Typ durch: A, M(x) N — g M(N)
und, ist x ¢ FV(M), dann gilt 1,(Mx) —, M.

Mit — bezeichnen wir die Vereinigung aller Konversionsregeln (auch die, die noch
definiert werden).



Definition 1.2.9. Sei 1 = y;(K) eine Algebra und C; der i-te Konstruktor dieser
Algebra. Weiter sei «;(&) = (pj)jem — (G — &) j<n — ¢ und L= (L?j)j<m sowie

N = (N]f'j_%)jqn seien Terme. Dann ist C;LN vom Typ t. Ist nun aulerdem noch

- 5; o .
M= (M].])j<n, so haben wir die folgende Konversionsregel
R} (CiLN)M — g (M; LN) (A5(%2] N;ZMD) j<p.

Dabei soll X genauso so viele Komponenten mit entsprechende Typ haben, dass alle
Argumente von N; aufgefiillt sind und damit N;X vom Typ ¢ ist.

Beispiel 1.2.10. Wir geben nun fiir jede Algebra aus Beispiel 1.2.4 den Typ des
Rekursionsoperators mit seinen Konversionsregeln an.

Der Rekursionsoperator zur Einheitsalgebra ist sehr einfach. Dieser ist durch den Typ
R, U—>T—71
gegeben und hat die einzige Konversionsregel

R uN — N.

Fiir die boolesche Algebra sieht der Rekursionsoperator dhnlich aus und l3sst sich
als Fallunterscheidung interpretieren. Der Typ ist gegeben durch

Rp:B—>T—>17—>7
und die beiden Konversionsregeln sind

RpttMN — M
RETFEMN — N.

Interessant wird es bei der Algebra der natiirlichen Zahlen. Diese hat die Konstruk-
tortypen kg = ¢ und x; =& — &. Das gibt die Schritttypen 6p=7und 61=N—-17—>71
und somit als Typ des Rekursionsoperators

Ay N—=T—>N—->T—-17)—>T.
Die beiden Konversionsregeln sehen dann wie folgt aus:

RLOMN — M
RGSNMN — NnZ{nNM

Wir erkennen, dass mit dem Rekursionsoperator auf den natiirlichen Zahlen Funktio-
nen f rekursiv definiert werden kénnen, so wie man es aus den Mathematikvorlesun-
gen im ersten Semester kennt. Dabei ist M = f(0) der Nullfall und f(Sn) = N(n, f(n))
der Rekursionsschritt.

Ahnlich wie bei den natiirlichen Zahlen sieht der Rekursionsoperator bei den posi-
tiven Zahlen aus. Die ersten beiden Konstruktortypen xo und x; sind die gleichen
wie bei den natiirlichen Zahlen und fiir den letzten Konstruktortyp gilt x1 = x2 und
somit auch &; = §,. Der Typ des Rekursionsoperators ist

RpP-T-P-1-17)-P—-1-17)—7T

13
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und die drei Konversionsregeln sind

RLILMN — L
RpSopLMN — MpRppLMN
RpS1pLMN — NpZppLMN.

Bei den Ordinalzahlen haben wir zusitzlich zu den Konstruktorentypen xg,x; von
den natiirlichen Zahlen noch den Konstruktortyp x, = (N — &) — &. Das gibt den
Schritttyp 62 = (N — 0) — (N — 1) — 7. Der Typ des Rekursionsoperators ist damit

Ry 01> (0—-7-17)>(N=0)>N—-17)—>17)—T1.

Die ersten beiden Regeln sind analog wie bei N und die dritte Konversionsregel ist
gegeben durch

RLCo fLMN — NfA (R fXLMN).

Beim Listentyp L :=1L(a) haben wir kg =¢ und x; = a@ — & — &, was die Schrittypen
do=71und ;1 =a — L — 71— 71 ergibt. Der Typ des Rekursionsoperators ist somit

R L-T1T—>(@—-L->T—>17)—7T
und die beiden Konversionsregeln sind

ZI0iMN — M
| (a: wWMN— Naw#; wMN.

Fiir den Produkttyp a x B haben wir den Konstruktertyp xg = a — f — ¢ und den
zugehorigen Schritttypen 69 = @ — f — 1. Der Rekursionsoperator hat den Typ

%;xﬁ:axﬁﬁ(aﬁﬁﬁr)ﬁr
und die einzige Konversionsregel ist

Ryt )N — Nab.

Zuletzt gehen wir noch auf den Rekursionsoperator des Summentyps a + f ein. Die
beiden Schritttypen sind g = a — 7 und §; = f — 7 und damit ist

Rarpatpfp—(a—1)—>(f—1)—T.

Die beiden Konversionsregeln erinnern etwas an eine Verallgemeinerung der Konver-
sionsregeln des Rekursionsoperators der booleschen Algebra:

T

MﬁmlaMN»—» Ma

R, sinrbMN — Nb



Beispiel 1.2.11. Mit Hilfe des Rekursionsoperators lassen sich viele uns bekannte
Funktionen definieren.

Auf den natiirlichen Zahlen ist moglicherweise aus den Anfangervorlesungen die re-
kursive Definition der Addition bekannt. Fiir natiirlichen Zahlen n und m definiert
man

m+0:=m
m+ (Sn) :=S(m+ n).

Mit dem Rekursionsoperator definieren wir daher
m+n:= %Q‘nmﬂkN)lN (Sh).

Dieses Beispiel wenden wir zum besseren Verstindnis noch auf die Zahlen 1:= S0
und 2:= 880 an:

1+2:= S0+ SS0:= R\ SS0S0A v (1) — A i (S1) SO SOSOA s i (S)
— A (SDRNSOSOA i i (SI) — A (SD A i (SDOZRNOSOA o (S1)
— A (SDAN(SDHRNOSOA s (ST — A (SDAN(SD SO — Ay (SDSSO — SSSO =:3

Dabei ist — eine Erweiterung von — wie in der unteren Definition 1.2.12 gegeben.
Durch den Rekursionsoperator in die boolesche Algebra kann man auch Eigenschaf-
ten von Objekten einer Algebra definieren. Nehmen wir dafiir als Beispiel die Eigen-
schaft G, dass eine natiirliche Zahl gerade ist. Diese Eigenschaft kdnnen wir durch
Rekursion so definieren:

G(0) :=tt
G(SN) :=G(N)

Mit 7 G(N) ist das Komplement von G(N) gemeint, wobei —itt := ff und —ff :=tt. Das
Komplement ist mit den Rekursionsoperator definiert durch —x := %gxfftt. Daher
definieren wir

G(N) := RE NttA, n (% bfftt).

Der Leser kann nun durch die Anwendung mehrerer Konversionsschritte bestimmen,
ob 3 =SS5S0 gerade ist oder nicht.

Definition 1.2.12. Wir definieren die Relation — als Erweiterung von — auf Termen
der selben Typen wie folgt:

Gilt M — M', so auch M — M’.

Gilt M —- M, so auch NM — NM', MN — M'N und A,M — A, M.

Ein Term M befindet sich in Normalform, wenn es kein N gibt mit m — N.

Mit —* bezeichnen wir den reflexiven und transitiven Abschluss von — und mit =
bezeichnen wir den reflexiven, transitiven und symmetrischen Abschluss von — .

Motivation 1.2.13. Wir haben nun den Rekursionsoperator durch seinen Typ und
seine Berechnungsregeln erklart und gesehen, dass wir durch diesen viele bekannte
Funktionen definieren kdnnen. Was jedoch auch auffallt ist, dass die Definition von
diesen Funktionen haufig sehr umstandlich ist. Das gilt insbesondere dann, wenn

15
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eine Programm-
konstante auch
»definierte Konstan-
te“ genannt. Dieser
Begriff wirkt aber
etwas tberladen,
deswegen verwen-
den wir hier den
Namen ,Programm-
kostante“, so wie
sie auch in Minlog
bezeichnet wird.
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man eine Funktion mit mehreren Argumenten definieren will. Betrachten wir bei-
spielsweise Gleichheit von natiirlichen Zahlen als Funktion mit Typ N— N — B. Die
Definitionregeln seien dabei

0=0:=tt
Sn=0:=f1f
0=Sn:=ff

Sn=Sm:=n=m.

Der Leser kann hier stoppen und sich selbst iiberlegen, wie man diese Funktion mit
Hilfe des Rekursionsoperators definieren kann. Eine mdgliche Definition wére die
folgende:

== (BN B n (A R mtt Ak bfF) Ay, p A (e mff Ak, b fK))

Diese Definition wirkt schon sehr uniibersichtlich und es gibt gebundene Variablen,
die gar nicht verwendet werden, wie b oder I. Zudem stellt sich auch die Frage, wie
man so Gleichheit fiir allgemeine Typen definieren soll. Viel leichter ware es = auf
natiirlichen Zahlen direkt als Term zu betrachten, der die obigen vier Konversions-
regeln erfiillt. Aus diesem Grund fiihren wir nun Programmkonstanten ein, zu denen
man auch den bereits definierten Rekursionsoperator zahlen kann. Hierfiir brauchen
wir noch eine vorbereitende Definition.

Definition 1.2.14. Ein Konstruktormuster ist ein Term und wie folgt rekursiv defi-
niert:

Jede Variable ist ein Konstruktormuster.

Ist ClPi<n=! gin Konstruktor zur Algebra ¢ und sind P = (Pfi)i<n Konstruktormuster
und gilt fiir alle i # j FV(P;)nFV(P;) = @, dann ist auch (CP)" ein Konstruktor-
muster.

Definition 1.2.15. Wir definieren die Erweiterung T™ von Gédels T durch die Regeln
wie in Definition 1.2.7 mit der zusatzlichen Regel, dass auch jedes Programmkon-
stantensymbol D ein Term ist mit FV (D) = @. Dabei sind Programmkonstanten in
folgender Definition erklart:

Definition 1.2.16. Eine Programmbkonstante D ist durch ihr Symbol D, einen Typ
(0i)i<m — 0 und einer Liste von Berechnungsregeln

DﬁiZ:Mi iE{l,...,n}

gegeben. Dabei ist B; = (Pfjj)j<m fir jedes i eine Liste von Konstruktormustern mit

m Komponeten. Weiter kommt jede freie Variable in P; hdchstens einmal vor. Jedes
M; ist ein Term vom Typ ¢ und es gilt FV(M;) < FV(P;). AuBerdem gilt noch
folgende Konsistenzbedigung: Sei X eine Liste der freien Variablen aller P;(X) und
gelte P;(3) = P;(7) fir Terme 3,7, dann ist auch M;(3) = M; (7).

Jede Berechnungsregel liefert eine Konversionsregel —p durch DP;(Z) —p M;.

Beispiel 1.2.17. Der Rekursionsoperator %/ fiir jede Algebra ¢ und jedem Typ 7 ist
ein wichtiges Beispiel fiir eine Programmkonstante.

Eine weitere wichtige Programmkonstante ist der Caseoperator €} zu einer Algebra
1=pe((pij(&)) j<n; — §)i<k in einen Typ 7. Der Typ des Caseoperators ist

G 1= (i) j<n; — Di<ck =T



und die Berechnungsregeln sind
6, (Ci(x)) j<n) Wii<k := Vi (X)) j<n;

fiir jedes i < k. Vergleicht man den Caseoperator und den Rekurionsoperator, so fallt
auf, dass der Caseoperator eine abgeschwichte Form des Rekursionsoperators ist.
Stellen wir dazu die Konversionsregel des Rekursionsoperators aus Definition 1.2.9
mit der des Caseoperators gegeniiber:

R} (C;LN)M — g (M;LN)(A3(%] N;XM)) j<n
6 (C:iLN)(y)ick —¢ yiLN
Dabei sind I, N und M wie in Definition 1.2.9. Wir sehen, dass bei den Konversions-
regeln des Rekursionsoperators noch ein Term mehr als Argument steht. Ist jedes

M; in diesem Argument konstant, lasst sich der Term auch mit dem Caseoperator
beschreiben.

Definition 1.2.18. Eine Algebra ¢ = pe(x,...,kk-1) heilt finitdr, wenn jeder ihrer
Konstruktortypen die Form x; =7 — () j<, — ¢ hat, wobei 7 eine (mdglicherweise
leere) Liste von finitdren Algebren ist.

Fiir finitare Algebren ¢ kdnnen wir nun die entscheidbare Gleichheit als Programm-
konstante ='~*"B einfiihren:

Fiir alle i # j haben wir die Berechnungsregeln

(CiX =, ij) =ff
und fiir jeden Konstruktor C; mit Typ g — (1) j<p; — ¢ haben wir die Regel
(Ciflﬁx’z(l)Kn =, Cl.y’lﬁy’z(l)kn) = (fl =5 371 andb fz =Wicn 372)

Dabei ist andb®~B~® die boolesche Konjuktion und durch die Berechnungsregeln

tt andb y:=y
ff andb y:=ff
X andb tt:=x
x andb ff:=ff.

gegeben. AuBerdem schreiben wir X =5 ¥ als Abkiirzung fiir
XO :po yO andb e andb x’/l_l :pn71 yn_l.

Motivation 1.2.19. Wir haben in diesem Abschnitt Godels T und seine Erweiterung
T™ definiert und zwischen den Termen aus T+ haben wir die Reduktionsrelation —
und dessen Abschliisse —* und = ergefiihrt. Damit haben wir nun eine Sprache, in
der wir Programmextraktion aus Beweisen betreiben kénnen. Was uns noch fehlt
sind die Formel und Pradikate tiber die wir etwas beweisen wollen.

1.3 Herleitungsterme

Motivation 1.3.1. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels haben wir das Kalkiil des
natiirlichen SchlieRens eingefiihrt. Eine Herleitung einer Aussage A ist dort gege-
ben durch einen Herleitungsbaum. Dieser Herleitungsbaum ist ein zweidimensionales

Das Beispiel fiir
die  entscheidbare
Gleichheit auf den
natiirlichen Zahlen
ist in Motivation
1.2.13 gegeben.
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Konstrukt und kann oft sehr grol werden, sodass es praktisch unmdglich ist, komple-
xere Beweise als Baum darzustellen. Die Darstellung eines Beweises als Beiweisterm
wird weniger Platz in Anspruch nehmen und ist fiir den Computer auch besser ge-
eignet, da es sich um ein eindimensionales Konstrukt handelt. Ein Mensch hat mit
Herleitungstermen wahrscheinlich etwas mehr Schwierigkeiten als mit Herleitungs-
baumen. Sie sind dennoch fiir eine effiziente Darstellung von Beweisen wichtig.

Definition 1.3.2. So wie in Definition 1.1.1 definieren wir Herleitungsterme. Diese
sind dquivalent zu den Herleitungsbdumen, werden jedoch nicht als zweidimensio-
nales Konstrukt notiert, sodass die Notation kompakter ist. Das, was in Definition
1.1.1 die Annahmenmenge ist, entspricht der Menge der freien Variablen FV (M)
eines Herleitungsterms M.

e Jede Annahmenvariable u? mit Typ A ist ein Herleitungsterm von A mit
FV(u®) = ut.

e Ist M® ein Herleitungsterm von B, dann ist 1,4M? ein Herleitungsterm von
A— B mit FV(A,aMB) = FV(MP) \ {u?}

o Ist MA~B ein Herleitungsterm von A — B und N* ein Herleitungsterm von A,
so ist M4~ B N4 ein Herleitungsterm von B und FV(MA~BN4) = FVv (M4~ 8)u
FV(N%).

o Ist M* ein Herleitungsterm von A und x eine Variable, die nicht frei in der
Formel einer Variablen von FV (M%) ist, dann ist A,M% ein Herleitungsterm
von VA und FV(A, M%) = FV(M4).

o Ist MYx4™ ein Herleitungsterm von VY A(x) und r ein Term, dann ist MYxA@
ein Herleitungsterm fiir A(r) und FV(M"+4® r) = FV (M7+4X)

Bemerkung 1.3.3. Es ist leicht zu sehen, dass es zwischen den Termen aus Gédels
T wie in Definition 1.2.7 und den Herleitungstermen groRe Ahnlichkeiten gibt. Es
fehlt lediglich die Regeln, die den Rekursionsoperratoren und den Konstruktoren ent-
sprechen. Spater werden wir noch induktiv definierte Pradikate einfiihren, welche uns
dann auch diese Regeln liefern werden. Diese Ahnlichkeit wird in der Literatur unter
dem Namen Curry-Howard Korrespondenz abgehandelt. Wir werden uns hier aber
damit nicht aufhalten, da wir die Herleitungsterme nur aufgrund ihrer Kompaktheit
verwenden.

1.4 Priadikate und Formeln

Definition 1.4.1. Mit X und Y bezeichnen wir verschiedene Pridikatenvariablen.
Wir werden nun n-stellige Pradikatenformen , Klauselformen und Formelformen re-
kursiv definieren. Diese haben Parameter, die wir mit ¥ bezeichen. Eine Formelform
ohne Parameter, also wenn Y keine Eintrige hat, heift Formel und analog heift eine
Pradikatenform ohne Parameter einfach Pradikat .

e Ist Y; eine n-stellige Pradikatenvariable und sind 7 genau n Terme, dann ist
Y;7 eine Formelform mit Parameter Y.

e Ist A eine Formel und B eine Formelform mit Parameter Y sowie x eine Va-
riable, dann sind A— B und V,B eine Formelformen mit Parameter Y.



e Ist C eine Formelform mit Parameter Y und sind X genau n Variablen, dann
ist {X|C} eine n-stellige Pradikatenform mit Parameter Y.

e Ist P eine n-stellige Pradikatenform mit Parameter Y und sind 7 genau n
Terme, dann ist P¥ eine Formelform mit Parameter Y.

e Sind A Formelformen mit Parameter ¥ und sind By,...,B,-; Formeln, dann
ist Vz(A— vy, (B; = X53)ij<n — X1) eine Klauselform iiber X mit Parameter
Y.

e Sind Ky,...,K,_1 Klauselformen mit n>1 iiber X mit Parameter Y, dann ist
auch ux(Ky,...,K,-1) eine Pradikatenform mit Parameter Y.

Bei einer Klauselform Vz(A — vV (B; — X53)i<n — X1)) heiRen die A Parameterpra-
missen und die V5, (B; — X5;) nennen wir Rekursionspramissen. Wir fordern, dass in
einer Pradikatenform der Form ux (Ko, ..., K,-1) die Klauselform Ky keine Rekursions-
pramissen hat. Ein Pradikat der Form I = ux(Ky,...,K,—1) heilt induktiv definiertes
Pradikat. Eine Pradikatenform der Gestalt {X¥|C} heit Komprehensionsterm und wir
identifizieren {X|C(X)}7 mit C(7).

Definition 1.4.2. Zu jedem induktiv definierten Pradikat I = ux(Ko,..., Ki—1) defi-
nieren wir Einfiihrungs- und Eliminationsaxiome. Dazu sei fiir i < k

Ki(X) = Vx(A— (V5,(Bj — X§})) jen — XT).
Das dazu korrespondierende Einfiihrungsaxiom ist
I = Ki() = V3(A — (Vy, (Bj — I§})) jen — I1.
Das Eliminationsaxiom zu einem Pradikat P ist gegeben durch
I"(P):Vz(IX — (Ki(I, P)) i<k — PX),
dabei ist
Ki(I,P):=V3(A— (Vy,(Bj — I5}) jen — (Vy,(Bj — P$})) jen — P).

Man beachte, dass wir die gebundene Variablen X so wahlen miissen, dass es nicht
zu einer Kollision mit freien Variablen in P kommt. Gegebenenfalls muss man die
gebundenen Variablen erst umbenennen, bevor man ein konkretes P einsetzt.

Beispiel 1.4.3. Wir definieren die Leibnizgleichheit auf Termen von Typ p als das
Pradikat

Eq(p) := ux (Vo Xxx).

Das gibt uns das einzige Einfiihrungsaxiom V0Eqxx. Als Eliminationsaxiom haben
wir

Vyy(Eq(p)xy — Vi Pxx — Pxy).

Man kann leicht tiberpriifen, dass Eq(p) reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Au-
Berdem gilt die fiir eine Gleichheit charakterisierende Eigenschaft:
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Eq ist eine Kurz-
schreibweise fiir
Eq(p), wenn p klar
oder egal ist.

Man beachte, dass A
keine Préadikatenpa-
rameter haben darf.
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Lemma 1.4.4. Fiir jede Aussage A(x) gilt Vy ,(Eqxy — A(x) — A(y)).
Beweis. Wir setzten in das Eliminationsaxiom das Pradikat P = {x, y|A(x) — A(y)}

ein. Das gibt uns
Vy,y(Eqxy — Vi (A(x) — A(x)) — A(x) — A(y)).
Da V. (A(x) — A(x)) immer gilt, folgt V ,(Eqxy — A(x) — A()) O

Definition 1.4.5. Die Theorie der berechenbaren Funktionale TCF ist eine For-
melmenge mit den Termen aus T*/ =, den logischen Verkniipfungen und Regeln
aus Definition 1.1.1 also nur fiir ¥ und — und die Axiome dieser Theorie sind die
Einfihrungs- und Eliminationaxiome aus Definition 1.4.2.

Definition 1.4.6. Wir definieren das Falsum mit Hilfe der Leibnizgleichheit aus
Beispiel 1.4.3 durch F:= Eq ff®tt®.

Satz 1.4.7. In der Theorie der berechnenbaren Funktionale gilt das Ex-falso-quodlibet
fir jede Formel A. Das heilt kurzgeschrieben TCF+F — A.

Beweis. Wir beweisen zunadchst, wenn x”, y? Terme vom selben Typ sind, so gilt
TCF~F — Eqxy : Nach Einfiihringsaxiom fiir Eq gilt Eq(‘g[gttxy)(cé[gttxy). Damit
gilt nach Lemma 1.4.4 Eq(‘g[gffxy)(%[gttxy) also Eqxy.

Nun beweisen wir die Aussage TCF ~F — A durch Induktion iiber A. Fiir den Fall,
dass A = Is fir ein induktiv definiertes Pradikat I ist, nehmen wir die Klausel Ky
von I. Diese hat nach der Forderung in der Definition keine Rekurionspramissen und
damit die Form V(B — I7). Nach Induktionshypothese folgen aus F alle B und damit
I7. Zusammen mit Lemma 1.4.4 und der gerade gezeigten Gleichheit aller Terme
erhalten wir also I5. Ist A= B — C oder A=V,C, gilt nach Induktionsvoraussetzung
TCF +F — C und damit sicher TCF+F — B — C und weil in TCF keine Axiome
mit freien Variablen sind, folgt auch F — V,.C. O

Notation 1.4.8. Durch die Leibnizgleichheit kénnen wir nun boolesche Terme auch
mit Aussagen identifizieren: Ist s® ein boolescher Term, dann fassen wir ihn auch als
Formel Eq(s,tt) auf.

Beispiel 1.4.9. Wir haben in TCF nur die logischen Verkniipfung — und den Quan-
tor V. Der Grund dafiir ist, dass die logischen Verkniipfungen A und v sowie der
Existenzquantor 3 als induktiv definierte Pradikate eingefiihrt werden.

Den Existenzquantor definieren wir durch

Ex(Y):=ux(Vi(Yx — X)).
Das Einfiihrungsaxiom ist dann
3"V (A— 3 A),
wobei wir 3, A:= Ex({xP|A}) setzten. Das Eliminationsaxiom ist
3 :3,A—-Vy(A—-P)—-P

Man vergleiche dies mit den Regeln fiir 3 aus Definition 1.1.5. Man kann leicht
zeigen, dass diese Regeln jeweils dquivalent zu den Axiomen sind.
Die Konjunktion zweier Aussagen ist gegeben durch

And(Y,Z) :=ux(Y - Z — X).



Schreiben wir AA B := And({|A},{|B}), so haben wir die Axiome
AY:A—B— AAB
und
AN :ANB—-(A—-B—-P)—P

Dies erklart auch, warum man in Definition 1.1.5 die Regel A~ nicht durch die zwei
Regeln oder Axiome AAB — A und AA B — B ersetzt. Diese sind, wie man sich
iiberlegen kann, dquivalent zu A~ aber im Sinne der induktiv definieren Pradikaten
haben wir uns fiir diese eine Regel entschieden.

Fiir die Disjuktion zweier Aussagen haben wir ein induktiv definiertes Pradikat mit
zwei Klauseln:

Or(Y, Z) = u(Y — X, Z — X),
was zu den beiden Einfiihrungsaxiomen
V§:A—AvB  V{:B— AVB
fuhrt, wobei Av B:= Or({| A}, {|B}) ist. Das Eliminationsaxiom ist

vV :AVB—-(A—-P)—-(B—P)—P.

1.5 Totalitét

Motivation 1.5.1. Wir haben nun bereits einige Algebren definiert. Insbesondere
die Algebra der natiirlichen Zahlen N := ps (£, — ¢). Aus den Anfingervorlesung
ist sicherlich noch bekannt, dass man Aussagen iiber natiirlichen Zahlen haufig mit
Induktion zeigen kann oder sogar muss. In TCF gibt es solch ein Induktionsaxiom
nicht fiir beliebige Terme. Das liegt daran, dass nicht gesagt ist, dass zum Beispiel
jedes Element der Algebra N auch die Form S...S0 hat. Etwas allgemeiner formuliert
ist ein Term vom Typ einer Algebra nicht unbedingt dquivalent zum einem Term,
der aus den Konstruktoren dieser Algebra besteht. In dieser Arbeit beschaftigen wir
uns nicht mit Modellen zur Theorie der berechenbaren Funktionalen. Es sei hierzu
aber auf [3] verwiesen. Dort wird ein Modell diskutiert, in dem nicht jeder Term jene
Form hat. Da man jedoch trotzdem Induktion iiber Objekte einer Algebra machen
will, fiihrt man die Totalitatspradikate ein und trifft dann nur Aussagen liber totale
Objekte. Wir geben dafiir zundchst ein Beispiel an:

Beispiel 1.5.2. Bei den natiirlichen Zahlen ist es sehr kanonisch zu fordern, dass
genau die Zahlen 0,1,2,... total sein sollen; oder formal ausgedriickt: 0 soll total
sein, also TnO0 und ist n total, so soll auch Sn total sein, also V,,(Tnn — TnSn).
Damit ist Ty = ux(X0,V,(Xn — XSn)) und wir haben als Eliminationsaxiom

Tyn:Ve(Tyn— PO— VY, (Tyn— Pn— PSn) — Pn).

Man erkennt, dass dieses Axiom genau die Form des Induktionsaxioms hat.

Bei den Listen mit Parameter a ist es etwas komplexer. Eine Moglichkeit wére na-
tirlich nur zu fordern, dass die leere Liste total sein soll, also Ty (4)nil, und wenn eine
Liste total ist, dann soll auch die Liste, die durch Anhdngen eines Elements aus der
urspriinglichen Liste entsteht, wieder total sein, also YV ;(Ty (! — Tyx::1). Hier
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Die Notation G3X ist
dabei eine abkiirzen-
de Schreibweise fiir
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dass ein  boole-
scher Term a durch
Eqg(a,tt) mit einer
Aussage identifiziert
wird.
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fordern wir also nicht, dass x ein totales Objekt sein soll. Diese Art der Totalitat
nennt sich strukturelle Totalitat. In unserem Fall ist nur die Struktur der Liste aber
nicht ihr Inhalt total. Im Gegensatz dazu konnte man auch noch fordern, dass das
Objekt in der Liste total sein soll, was uns dann die (gesamte) Totalitdt Gy (g liefert
mit den Klauseln Gy gnil und V. ;(Ggx — Grmy! — GrgX :: ). Zu bemerken ist,
dass a ein beliebiger Typ und nicht unbedingt eine Algebra sein muss. Wir geben
daher nun die Totalitat und die strukturelle Totalitat fiir jeden Typen an.

Definition 1.5.3. Wir definieren das Totalitatspradikat G, und das strukturelle To-
talitatspradikat T fiir jeden Typ a rekursiv iiber den Aufbau des Typen.

Ist ¢ = pe(Ko,...,Kr-1) eine Algebra mit x; = p — (0j — &) j<n — ¢, dann definieren
wir

Ki:=V5(GpX — (V£(Gg;2j — XyZ))) j<n — XCiX)

und

G, := ux(Ko,... Ki-1).
Fiir die strukturelle Totalitdt definieren wir

Ki:=V33((Y5(Tg;Zj — Xy;Zj)) jen — XCiX})

und

T, = ux(K,... K,_).
Bei einem Pfeiltypen p — o haben wir jeweils nur eine Klausel:

Gpo = ix (¥ f(Vx(Gpx — Gy (f)) — X [))
Ty = ux(V (V2 (Tpx = Tp(f0) = X£)

Bemerkung 1.5.4. Beweist man nun Aussagen liber totale Objekte eines Typs, kann
man dies durch Induktion tun, was eben dem Eliminationsaxiom fiir die Totalitat
entspricht. Dies wird spater bei der Beweisfiihrung mit dem Computer noch eine
Rolle spielen. Dort wird von einer Variable standardmaBig angenommen, dass sie
total ist, wie wir noch sehen werden.

Noch zu beachten ist, dass im Allgemeinen weder G, < T, noch T, € G, gilt.
Dass Ersteres nicht gilt, sieht man anhand des Listentyps aus Beispiel 1.5.2. Ein
Gegenbeispiel fiir die zweite Aussage ist die Programmkonstante head"™) =V mit
den Berechnungsregeln head nil = u und head x:: [ = x. Diese ist total aber nicht
strukturell total.

Motivation 1.5.5. Als eine Anwendung der Totalitdt, wollen wir nun zeigen, dass
die entscheidbare Gleichheit von totalen Termen einer finitdren Algebra die Leibniz-
gleichheit impliziert. Dafiir brauchen wir noch zwei Lemmata als Vorbereitung.

Lemma 1.5.6. Es bezeichne andb die in Definition 1.2.18 gegebene Programmbkon-
stante auf der booleschen Algebra, dann gilt V ;s ,5.Gga — Ggb — a andb b — aAb
und Va[B,b[B.G[Ba - G[Bb - GB (a andb b)

Beiweis. Die Totalitat auf B hat die beiden Klauseln Xtt und Xff. Das gibt als
Eliminationsaxiom

VY ..Gga — Ptt — Pff — Pa.



Wir setzen P ={alEq(a,tt) v Eq(a,f}. Dann gilt sicher Ptt und Pff und wir erhal-
ten aus Gga die Aussage Eq(a,tt) v Eq(a,ff) und analog erhalten wir die Aussage
Eq(b,tt) v Eq(b,ff). Nun sind nur noch die vier daraus resultierenden Fille zu {iber-
priifen. Gilt Eq(a,tt) und Eq(b,tt) folgt sofort nach Definition aA b und es folgt
Eq(a andb b,tt), weil (tt andb tt) := tt ist, und damit auch Gg(a andb b) nach dem
ersten Einfiihrungsaxiom der Totalitat. In allen anderen Fillen gilt Eqg(a andb b,ff)
und es folgt die erste Aussage aus dem Ex-Falso, welches in Satz 1.4.7 gezeigt wurde.
Die zweite Aussage folgt, nach dem zweiten Einfiihrungsaxiom der Totalitat. O

Bemerkung 1.5.7. So wie andb definiert wurde, lassen sich auch die boolesche
Disjunktion orb und die boolesche Implikation impb mit den kanonischen Berech-
nungsregeln definieren. Die analogen Aussagen gelten dann leicht ersichtlich auch
fir diese Programmkonstanten.

Lemma 1.5.8. Es sei 1 eine finitdre Algebra, dann gilt V. ..G.x — G,y — Ggx = y.

Beweis. Da 1 =: yg(ko,...,Kk—1) eine finitdre Algebra ist, haben wir fiir jedes i < k
die Darstellung

Ki=p0;— () j<n; — <.

Wir machen nun Induktion iiber den Aufbau von (. Das bedeutet, wir kdnnen an-
nehmen, dass die Aussage schon fiir alle finitaren Algebren (g;);_, gilt. Das Elimi-
nationsaxiom fiir die Totalitdt auf ¢ ist gegeben durch

V2.Gix = (V,5,-Gp, Xi = (Gyij) jen, = (PYij) jen; = PCiXii),_,. — Px.
Setzen wir nun fir P das Pradikat {w|V .G,z — Gg(z = w)} ein, so erhalten wir

Vi Gx— (V)'c’iy,--Gﬁifi - (GL_Vij)j<ni — (V;.G,z— Gp(z = Yij))j<n;
—V..G,z— Gglz= CiXiVi))i<k — V..G,z — Gg(z = x).

Es reicht daher fiir jedes i < k die Aussage
Vf,-j/’,--Gﬁifi - (thij)j<ni — (V;.G,z— Gpz = Yij)j<n; — V..Gz— Ggl(z =C;X;y;)

zu zeigen. Dazu sei also I < k sowie if; und 7 fixiert weiter gelte Gz, iy, (G,v;;) j<n,
und (V;.G,z — Gpz = v;) j<n,- Dann haben wir

V..G,z — Gg(z = C;ti; 7))

zu zeigen. Setzen wir dafiir im Eliminationsaxiom P = {xIG[EB(x = Cyii; 171)}. Dadurch
erhalten wir

Vi.Gx = (V3,5,.Gp, X = (Gyij) j<n; — (Ge(yij = Cridg U))) j<n;
— Gg(CiX;y; = Cri;U)) i<k — Gr(x = Cyii; V).

und wollen also die Aussage
Y.5.-GpiXi = (Guyij) jen, — (Go(yij = Criii V) j<n; — Gr(CiX;iyi = C1ti; V)

fir jedes i < k zeigen. Falls i # 1 ist, ist (C;X;y; = C;ii;v)) := ff und damit gilt sicher
Gg(C;X;¥; = C;ti;v;) nach dem zweiten Einflihrungsaxiom vom Gg. Zu zeigen ist
also nur noch die Aussage

Vi5,-Gp, X1 = (Guyij) j<n, — (Go(y1j = Ci0)) j<n, — Gp(Ci X1 = Cy iy U)).

Das wichtige an die-
sem und auch dem
néchsten Beweis
ist eigentlich nur,
wie man jeweils das
Pradikat bei dem
Eliminationsaxiom
wihlt. Alles andere
ist nur Technik.
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Seien dazu X, j; fixiert und wir nehmen die Aussagen Gg,X;, (G,y;j)j<n, und
(Gp(y1j = Ci1i; 1)) j<n, an. Eine Berechnungsregel der entscheidbaren Gleichheit ist

(C1x1y; = CyidyUp) := (X = ti; andb y; = ).

Nach Induktionshypothese gilt Gg(X; = #;), weil nach Voraussetzung Gg,X; und
Gy, ii; gilt. Weiter haben wir, dass die Aussagen (V..G,z — Gg(z = v;})) j<n, und
(G.y1j) j<n, gelten. Damit folgen die Aussagen Gg(y; = 7;) und mit Lemma 1.5.6
folgt dann Gg(X; = @i; andb j; = U;), was zu zeigen war. O

Satz 1.5.9. Ist ¢ eine finitare Algebra, dann gilt
Viyp.Gx—Gy—x=y— Eqx,Yy).

Beweis. Auch hier haben wir fiir die finitdre Algebra ¢ =: p¢(xo,...,kk-1), dass jede
Klausel x; die Form

Ki=pi— &) j<n;, — ¢

hat und wir machen auch hier wieder Induktion {iber den Aufbau von . Das heilt, die
Aussage gelte bereits fiir alle g; anstelle von 1. AuBerdem ist das Eliminationsaxiom
der Totalitat auf ¢ genauso wie im Beweis des vorherigen Lemmas gegeben durch

V. Gx— (Vfiyi-Gﬁifi - (GL_Vij)j<n,- - (p_Vij)j<ni - pcifiyi)i<k — Px.
Setzt man nun fir P das Pradikat {xIVZ(G[z —x=z— Eq(x, z))} ein, so erhalt man

Vi.Gix — (V)'c’,-j/’,--Gﬁ,-fi - (Gt.Vij)j<ni - (V..Gz— Vij=z— Eq(yij, 2)) j<n;
—V,.Gz— CiXiyi=2— Eq(CiXiyi,2) i<k — ¥2.G,z—> x=2z— Eq(x, 2).

Es reicht also fiir jedes i < k die Aussage

Vii5i-Gpii = Guyip) jens = V2.Guz = yij = 2= Eq(yij, 2 j<n,
—V..Gz—Cixiji=z— Eq(CiX;ji, )

zu zeigen. Wir nehmen daher I < k und fixieren ii; und ;. Weiter gelte G, iij,
(G,vij)j<n, und (V..G,z — v1j = 2 — Eq(v;,2)) j<n,. Zu zeigen ist dann die Aussage

V..G,z— Ciii;v; = z— Eq(Cyti; U}, 2).

Dafiir setzten wir {z|C;ii;U; = z— Eq(C;ii; U}, 2)} in das Eliminationsaxiom fiir P
ein. Das gibt uns

V2.Gix — (Vi,5,.Gg, Xi — (G Yij) jen; — (Cr1iy Uy = yij — Eq(Cyid; Uy, ¥ij) j<n;
— (Cyiiy vy = Ci%; ;) — Eq(Cyidy Uy, Ci %, 7)) i<k — Ciidy V) = z — Eq(Cyid; U}, 2).

Wir sind also fertig, wenn wir fiir jedes i < k die Aussage

V55:-Gp.Xi — (Guyij) j<n, — (Crily Uy = yij — Eq(Crt; U1, yij)) j<n;
— (Cyiiy v = Ci%; i) — Eq(Cyid; vy, Ci X; ;)
zeigen. Ist i # I, so haben wir die Berechnungsregel (C;ii;v; = C; X;j;) := ff und die

Aussage gilt wegen Satz 1.4.7. Es muss also nur noch

Vi25,-Gp, X1 = (G ) j<n, — (Criy U = yij — Eq(Cruiy Uy, yi7)) j<n,
— (Cyiy vy = C1%1y1) — Eq(Cyuiy vy, C1 X1 y1)



gezeigt werden. Hierzu sei ¥; und j; gegeben und weiter gelte Gz X, (G,y1j) j<n,.,
(Criiyv; = yij— Eq(Clﬁlﬁl,ylj))j<nl und (C;ii;v; = C;X;¥;). Zu zeigen ist nun noch
Eq(Cyii; v, Cix13)).

Aus Cyii;U; = C;X;j; folgt nach Berechnungsregel und Lemma 1.5.6 ii; = X; und
U1 = y;. Nach Induktionshypothese und weil gegeben ist, dass die ii; und X; total sind,
folgt Eq(ii;, X;). Aus den gegebenen Aussagen (V..G,z — vij=z— Eqv},2)j<n
und (G,y1j) j<n, folgt zusammen mit 7i; = j; dann Eq (¥, j;) und daraus folgt zu-
sammen mit Eq(ii}, X;) die gewiinschte Aussage Eq(C;ii;v;, C1X;7)). O

1.6 Dekorationen

Motivation 1.6.1. In diesem Abschnitt werden wir die Dekorationen von — und V
einfiihren. Dadurch wird an der Formel ersichtlich, welche Annahmen und Variablen
rechnerisch in den Beweis eingehen. Dazu sei zunidchst auf die Brouwer-Heyting-
Kolmogorov Interpretation (BHK-Interpretation) von konstruktiven Beweisen ver-
wiesen: Ein Beweis einer Aussage der Form A — B ist dabei eine Vorschrift, die aus
jedem Beweis von A einen Beweis von B erstellt. Ebenso ist ein Beweis einer Aussage
der Form V,A(x) eine Vorschrift, die zum jedem Term t vom entsprechenden Typ
einen Beweis von A(t) konstruiert.

Bei dem rechnerischen Gehalt eines Beweises, sollte es so dhnlich aussehen: Der
rechnerische Gehalt eines Beweises von A — B sollte der rechnerische Gehalt eines
Beweisen von B in Abhidngigkeit des rechnerischen Gehalts eines Beweises von A
sein. Fiir den rechnerischen Gehalt einer Aussage V,A(x) erwarten wir eine Vor-
schrift, die zu jedem Term t mit dem selben Typ wie x, den rechnerischen Gehalt
von A(1) liefert.

Im Falle des rechnerischen Gehalten ist dies aber doch noch etwas anderes als bei
beweisen. Es konnte sein, dass fiir den rechnerischen Gehalt der Aussage A — B
der rechnerische Gehalt von A gar nicht notwendig ist. Waére fiir einen Beweis von
A — B der Beweis von A nicht notwendig, kdnnte man einfach nur B beweisen. Es
kann jedoch sein, dass die Aussage A rechnerischen irrelevant ist, aber ihre Giiltigkeit
schon gebraucht wird. Das ist zum Beispiel der Fall, wenn A eine Aussage iiber die
Gleichheit zweier Objekte ist, wie wir noch sehen werden. Aus diesem Grund werden
wir nun die Dekoration —"¢ von — einfiihren. Die Aussage A —" B oder in Worten
A impliziert nicht rechnerisch B “, bedeutet dann, dass der rechnerische Gehalt von
A fiir den rechnerischen Gehalt von A — B irrelevant ist. Analog bedeutet V€A oder
in Worten , Fiir alle nicht rechnerischen x gilt A", dass x nicht in den rechnerischen
Gehalt von VA eingeht.

Definition 1.6.2. Wir fiihren die Dekoration der Implikation durch —"¢ und die De-
koration des Allquantors durch V"¢ ein. Die dekorierten Operatoren verhalten sich
syntaktisch genauso wie die nicht dekorierten. Das heillt die Regeln fiir V und —
aus Definition 1.4.1 gilt auch fiir V"¢ und —"¢. AuRerdem haben sie die gleichen
Eliminationsregeln. Fiir die Einflirungsregeln gilt jedoch eine Verscharfung:

— "¢+ _Regel: Ist M? eine Herlei‘tung von B, und gilt auRerdem, dass u? ¢ CA(M)
ist, dann ist (AMAMB)A_’MB eine Herleitung von A =" B mit FV(A,M) =
FV(M)\{u}.

V"¢ +_Regel: Ist M“ eine Herleitung und ist x eine Variable, die nicht frei in ir-
gendeiner Formel von FV (M) ist und gilt zudem noch x ¢ CV(M), dann ist
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(AxM4)7i°4 eine Herleitung von V€A mit FV (A, M) = FV (M).

Dabei bezeichnen CA(M) die Menge der rechnerischen Annahmen von M und
CV (M) die Menge der rechnerischen Variablen von M und sind wie folgt definiert:

Definition 1.6.3. Zu einem Beweis M einer Formel A definieren wir die Menge
CV (M) der rechnerischen Variablen von M und die Menge C A(M) der rechnerischen
Annahmen von M wie folgt: Ist M eine Herleitung einer nicht rechnerischen Formel
(was erst im nachsten Abschnitt definiert wird), setzen wir CV (M) = CA(M) = &,
ist M die Herleitung einer rechnerischen Formel, so definieren wir rekursiv:

@)
<
<
b
i
Q

CV ((AiM®)* ") = v (A aMB) T F

=@ fiir ein Axiom ¢
u

A—-"°B

C(MMH\ {u}

CA((AuaM®) )= cA (1 MP)

CA ((MA_’MB NA)B CAM)

)

)

)
CA((MA~ENY®):= cannucam

|:=cam

CA((AeMA) ™) = CA( (%)™

CA((MY40 7)) = CA((MV¥“A<x)r)A(r)) = CA(M)

Notation 1.6.4. Will man — klar von —"¢ unterscheiden, schriebt man fiir — auch

—¢ und analog schreibt man V¢ fiir V. Ist beides moglich, schreiben wir —¢/"*¢ bzw.
\v/c/nc_

Motivation 1.6.5. Wir haben nun auch dekorierte Versionen des Allquantors und
Implikationspfeils. Erinnern wir uns an die vorherigen Abschnitte, in denen wir in-
duktiv definierte Pradikate eingefiihrt haben, stellt sich nun die Frage, ob es auch
Sinnvoll ist, die dort verwendeten Allquantoren und Implikationspfeils zu dekorieren.
Die Antwort darauf ist natiirlich ja.

Definition 1.6.6. Zu den Definitionsregeln von Formeln und Pradikaten aus Defini-
tion 1.4.1 fiigen wir noch folgende Regeln hinzu:

e Ist A eine Formel und B eine Formelform mit Parameter Y sowie x eine Va-
riable, dann sind A —"¢ B und VB eine Formelformen mit Parameter Y.



e Sind A Formelformen mit Parameter Y und sind By,...,B,—1 Formeln, dann

ist v¢/ne (ﬁ —¢clne (V;{”C (Bj —¢/ne X§'J)) oo Xf) eine Klauselform iiber X Man beachte, dass
_ . I J<n jede Rekursionspri-
mit Parameter Y. misse  rechnerisch

eingeht.
e Sind Ky,...,K_; Klauselformen, dann ist pe (Ko, ..., Ki-1) ein Pradikat . 8

Ist ux(Ky,...,Ki-1) ein induktiv definiertes Pradikat mit
. .—y¢/nc| 7 _ clnc clne (@, _ clnc yo. N o
Ki(X) = VS (A (el (5 Xs]))j<n Xt),
dann ist das i-te Einfiihrungsaxiom gegeben durch

I Ki(D = Vg (A’—»C’”C (we/ne (Bj -/ 15))

c =
— 1t
J ])j<n )

und das Eliminationsaxiom ist gegeben durch

I7(P): V2 (1% =€ (K;(1, P)) ;< —° PX)
wobei
Ki(I,P):=

clnc| z . clnc clne (@, _ clnc yz.
s (A—» (we/me (B 1))

c clne (@, _ c/nc pgz, ¢ p7f
/ )j<n (el (B Ps;)) Pt).

j<n
Bei einem nicht rechnerischen induktiv definierten Pradikat, also einem Pradikat der
Form I"¢:= ¢ (Ko, ..., Ki-1), sind die Einflihrungsaxiome und das Eliminationsaxi-
om genauso wie bei rechnerischen induktive definierten Pradikaten mit dem einzigen
Unterschied, dass beim Eliminationsaxiom nur nicht rechnerische Pradikate fiir P
eingesetzt werden diirfen. Dabei ist ein Pradikat nicht rechnerisch, wenn der Typ
des Pradikats der Nulltyp ist nach Definition 1.7.1.

Beispiel 1.6.7. Durch die Dekorationen haben wir nun verschiedene Varianten der
in Beispiel 1.4.9 angebenden induktiv definierten Pradikate. Wir geben hier nun eine
Liste davon an.

ExY(Y) 1= ux (VS (Y x =€ X))
Ex'(Y):= ux(VS(Y x =" X))
Ex"(Y) = ux(V(Y x =€ X))
Ex*“(Y) := ux (V7 (Y x =" X))
Ex"(Y) = p (Vx(Y = X))
And®(Y,Z):= ux (Y —°Z —° X)
And (Y, Z) = ux(Y —° Z =" X)
And" (Y, Z) := ux(Y =" Z = X)
And“(Y,Z) = ux(Y ="¢ Z =" X)
And"™ (Y, Z) == W (Y — Z — X)
ord(y,2):=ux(Y = X,Z -°X)
orl(Y,2) := ux(Y =€ X, Z -"¢ X)
Oor'(Y,Z):= ux(Y =" X, Z -° X)
Or''(Y, Z) := ux (Y ="¢ X, Z -"¢ X)
Or"°(Y, Z) := (Y — X, Z — X)
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Die Abkiirzungen, so wie sie in Beispiel 1.4.9 eingefiihrt wurden, werden auch fiir die
dekorierten Varianten verwendet, wobei die Abkiirzung noch mit dem entsprechen-
den Superscript versehen wird. Wir schreiben also zum Beispiel EIffA fir Ex?({x| A}
oder Av!B fiir Or'({| A}, {IB)).

Man kann sich leicht iiberlegen, dass eine Dekoration bei den Klauseln eines nicht-
rechnerischen induktiv definierten Pradikats irrelevant ist. Das heilt, man konnte
natiirlich auch die Klauseln des nicht-rechnerischen Pradikats dekorieren. Die ver-
schiedenen Pradikate, die man dann erhilt, wéren aber dquivalent. Fiir die Leibniz-
gleichheit aus Beispiel 1.4.3 verwenden wir immer die nicht-rechnerische Form, also
Eq(p):= ux(Vi¥°Xxx).

Definition 1.6.8. Auch die Totalitdtspradikate T und G haben dekorierte Versionen.
Bei der dekorierten gesamten Totalitdit G werden alle Allquantoren zu V"¢ und alle
Implikationspfeile bleiben rechnerisch. Vergleichen wir das mit Definition 1.5.3, so
andert sich das dort definierte K; zu

K;:= V§§(G55c’ - (V%.C(Gﬁjfj — XyijzZj)) j<n — XCiXy)
und fiir Pfeiltypen haben wir
Gpo = ux (VI (V1(Gpx — Gy (X)) — X f)).

Die dekorierte strukturelle Totalitat T, hat auch nur rechnerische Implikationen und
genau die Variablen, bei denen die Totalitat nicht gefordert wird, gehen auch rech-
nerisch ein. Im Gegensatz zu Definition 1.5.3 dndert sich K zu

K} := VY5 (Y (T, 25— XYjZ)) jen — XCiXT)
und die strukturelle Totalitat von Pfeiltypen ist gegeben durch

Die in Abschnitt 1.5 bewiesenen Aussagen iiber totale Terme gelten auch fiir die
dekorierte Totalitat. Die Beweise werden jeweils genauso gefiihrt wie ohne die De-
korationen. Es ist aber etwas kompliziert und daher eher Sache eines Computers,
jeweils die Regeln der Dekorierten logischen Symbole zu iiberpriifen.

Wir bezeichnen, mit G bzw. T nun immer die dekorierten Totalitatspradikate.

1.7 Typen von Formeln

Definition 1.7.1. Wir definieren nun den Typ 7(A) einer Formel A. Dieser wird
spater der Typ des extrahierten Terms sein. Simultan definieren wir auch den Typ
eines Pradikats P. Dazu fiihren wir noch die Sprechweise des Nulltyp o ein. Ist
eine Formel oder ein Pradikat vom Typ o, bedeutet dies, dass sie oder es keinen
rechnerischen Gehalt hat. Wir setzen noch p — o:=o0 und o — 0 := 0. Weiter sei
eine globale injektive Zuordnung von allen rechnerischen Pradikatenvaribalen X zu
den Typenvariablen ¢ gegeben.

e Ist X eine rechnerische Pradikatenvariable so ist 7(X) := ¢ die X zugeordnete
Typenvariable.

o Ist I =pux(Ky,...,Ki_1) ein induktiv definiertes Pradikat, so ist

(1) := pe(1(Kop), ..., T(Kg—1)).



e Ist 1™ ein nicht rechnerisches induktiv definiertes Pradikat oder eine nicht-
rechnerische Pradikatenvariable, dann ist 7(1"¢) = o.

e Ist P eine Formel mit einem Pridikat P und Termen 7, dann ist 7(P7) := 7(P).
o Ist {X|A} eine Pradikat mit einer Formel A, dann ist 7 ({X|A}) :=7(A).

e Sind A und B Formel, dann ist T1(A—°B):=1(A) — 7(B) und 7(A—"¢ B) :=
17(B).

o Ist A eine Formel und x” eine Variable vom Typ p, dann ist 7(V$A) := p — 7(A)
und T(VECA) :=1(A)

Beispiel 1.7.2. Wir konnen nun den Typ der Pradikate aus Beispiel 1.6.7 bestim-
men und uns heuristisch Gedanken dariiber machen, ob dies mit unserer Erwartung
zusammenpasst:

T(Ex?(YV)) = pe(r(¥S, (Yx = X)) = pe(p — 7(Y) — &) = p x T(Y)

Der Typ von Ex?(Y), ist also der Produkttyp bestehend aus dem Typ der quan-
tifizierten Variable und den Typ des Parameters Y. Dies deckt sich auch mit der
Erwartung, dass wir als rechnerischen Gehalt von 3% A(x) einen Term t vom Typ
der Variable x erhalten, sodass A(f) gilt, und wir natiirlich auch den rechnerischen
Gehalt von A(f) bekommen.

Fir die anderen Varianten von Ex(Y) haben wir:

T(Ex'(Y)) = pe(p — &)
T(Ex"(Y)) = pe(x(Y) = &)
T(Ex"(Y)) = pe () =U

Die ersten beiden Typen lassen sich mit p bzw. 7(Y) identifizieren. Bei EIfCA(x) ist
nur der Term ¢, fiir den A(?) gilt, rechnerisch relevant, da A bei V$(A —"¢ X) nicht
rechnerisch eingeht. Daher erwarten wir genau nur dieses Term als rechnerischen
Gehalt, was auch mit dem Typ iibereinstimmt. Bei 37 A(x) ist es genau andersherum.
Hier geht nur A rechnerisch ein, weswegen wir als extrahierten Term genau den
extrahierten Term von A erwarten. Bei 3¥A geht nichts rechnerisch ein, sodass es
hier auch passt, dass wir nur den Einheitstyp als rechnerischen Gehalt haben.

Bei der Konjunktion verhilt es sich dhnlich. Hier haben wir

1(And? (Y, 2)) = it (Y) — 1(Z) — &)
T(And' (Y, 2)) = pe(x(Y) — &)
T(And' (Y, 2)) = pe(t1(2) — &)
T(And"“(Y,Z)) =U.

Je nachdem, welche Seite rechnerisch eingeht, deren extrahierten Term erwarten wir
im extrahierten Term der Konjunktion.

Bei der Disjunktion erwarten wir eine andere Art des extrahierten Terms. Einerseits
wollen wir die Information, wann welche Seite der Disjuktion gilt, und andererseits
wollen wir gegebenenfalls auch den extrahierten Term der dann geltenden Aussage,
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wenn diese rechnerisch eingeht. Das passt auch zu den entsprechenden Typen:

1(0r?(Y,2) = ue(1(Y) — §,7(2) — &) = 1(Y) +1(2)
1(0r'(Y, 2)) = pe (0 (V) — &,8)

1(0r"(Y, 2)) = we(€,7(2) — &)

T(Or*(Y, 2)) = we(§,8) =

Hier beachte man, das wir in jedem Fall die Information bekommen, welche Seite der
Disjuktion gilt. Damit trdgt Or" immer noch mehr rechnerischen Gehalt als Or"¢
Bei Ex% und AndY ist das nicht der Fall.

1.8 Realisierung und der extrahierte Term

Motivation 1.8.1. Nun haben wir geniigend theoretische Vorbereitungen getroffen,
sodass wir den extrahierten Term eines Beweises definieren konnen. Ist A eine Aus-
sage mit Beweis M, dann wird der extrahierte Term et(M) vom Typ 7(A) sein.

Definition 1.8.2. Um den extrahierten Term et(M) eines Beweises M in TCF zu
definieren, brauchen wir eine injektive Zuordnung von Annahmevariablen u# zu Ob-
jektvariablen x%“Y. AuRerdem definieren wir rein formal € als den einzigen Term
vom Nulltyp und setzen et := ¢ sowie te :=t. Ist nun M4 eine Herleitung einer
nicht-rechnerischen Aussage A, dann setzten wir et(M%) := £. Die anderen Fille
sind wie folgt definiert:

et (ut):= x7\Y
et ((;LuAMB)AJB = A er(m)
et((MA_'CBNA)B = et(M)et(N)
et((/lxpM“)V’C‘A) := Ayoet(M)

¢ A(r)
et((MVxA(x)r) =et(M)r

et (M) "7 = era
( MA_' BNA B) .= et(M)
et((Aw M) ") 1= er(m)

et((MV?CAmr) v )) = et(M)

Ist I=pux(Kp,...,Kig—1) ein induktiv definiertes Pradikat, so definieren wir:

et(I):=C;
et (I"(P):= 2L,
Dabei gehoren die Konstruktoren C; zur Algebra t(1).

Beispiel 1.8.3. Als erstes Beispiel wollen wir Pradikate aus Beispiel 1.7.2 betrachten
und sehen, dass der extrahierte Term konsistent mit unserer Erwartung ist. Beginnen



wir mit der einfachen Aussage 3.Eq(N)(x,1). Eine Herleitung dieser Aussage sieht
wie folgt aus:

¥ Eate I)EC’(L”

Ve(Eqr D~ Eqry) \EAGD=TAEGDD
) 1 ((E do

((Exl (txlEqCe, 1})8

Wenden wir nun die eben definierte Funktion et darauf an, so erhalten wir:
et((Ex(tx1Eqx, DS 1) (B3 1)) = et (Ex' (31 Eq(x, D) =
et(Ex! (x| Eq(x, DYF )1 = Col

Co ist dabei der einzige Konstruktor der Algebra ps(N — &), welche man mit N
identifizieren kann. Wir erhalten damit als extrahierten Term 1. Dies stimmt auch
mit der Intuition lberein, dass man einen Term t erwartet, so dass Eq(t,1) gilt.
Man beachte noch, dass Eq keinen echten rechnerischen Gehalt hat, weil 7(Eq) =U
ist. Hatten wir also 3% Anstelle von 3" verwendet, wire der extrahierte Term (1,u),
wobei u der Konstruktor von U ist, gewesen. Dadurch hatten wir aber keine weitere
Information, sondern nur iiberfliissige Schreibarbeit.

Fiir das nachste Beispiel gehen wir davon aus, dass wir fiir die drei Aussagen A, B
und C die Herleitungen MAV'B. NA=C ynd [B="°C haben. Dann ist

(0r'(A,B))" MNL
eine Herleitung von C. Diese gibt uns den extrahierten Term

et((Orl (A, B))_MNL) =" Oer(M) et (N)" W= Cer(r)©

dabeiist 1= 7(Or'(A, B)) = pe (T(A) — ¢,¢). Beginnt also ef(M) mit dem Konstruktor
Co, dann bedeutet dies, dass wir eine Herleitung von A haben, beginnt et(M) mit C;
so haben wir eine Herleitung von B vorliegend. Im ersten Fall, steht nach Cy noch
der rechnerische Gehalt des Beweises von A.

Motivation 1.8.4. Nachdem wir nun den extrahierten Term einer Aussage definiert
haben und auch an Beispielen gesehen haben, dass dieser das Gewiinschte liefert,
stellt sich nun die Frage, ob dies immer der Fall ist und was iiberhaupt das Gewiinscht
ist. Um zu beantworten, was das Gewiinschte ist, definieren wir das Realisierungspra-
dikat einer Aussage. Wir haben uns schon am Beispiel des Existenzquantor iiberlegt,
das ein Term t eine Aussage der Form 3L A(x), dann realisieren sollte, wenn A(t)
gilt. Er ist damit im iibertragenen Sinne ein Zeuge fiir die Aussage 3~ A(x).

Definition 1.8.5. Sei A eine Formel und ¢ ein Term vom Typ 7(A) (oder der Nullterm
€). Dann definierten wir t r A oder in Worten ,,¢ realisiert A" durch die folgenden
Regeln:
Ist A nicht-rechnerisch, dann definierten wir € r A:= A. Weiter definieren wir
tr (A—°B):=Vi(xr A—-"tx r B),
tr (A-""B):=V¥xr A-""trB),
Er VA=Y (tx 1 A),
rrVICA=VR(t r A).

Fiir eine Aussage Is mit einem induktiv definierten Pradikat I definieren wir
trIs:=1"ts.

Dabei ist I" ist das sogenannte Zeugenpradikat von I und ist in folgender Definition
gegeben:
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Definition 1.8.6. Es sei I = ux(Ky,...,Ky_1) ein induktiv definiertes Pradikat mit
Ki — V;/nc(A’ _)c/nc (V%nc(é’j _)c/nc X§j»j<ni _C X_f)
und (1) =t wir definieren zu jedem Kj, eine Klausel K} durch

Klr = V?c,ﬁ,f (ﬁ r A— (V37j,17j (17]' r Bj— X(fjfj 171') §j))j<n — X(Cl'.)_fﬁf) ?) .
Dabei treten in ¥ genau die x; auf, welche in K; rechnerisch gebunden wurden, und
in i treten genau die uj auf, bei denen A; in K; rechnerisch eingeht. Analog ist
auch jedes yj- und zf’j gegeben. AuBerdem bezeichnet C; den i-ten Konstruktor der
Algebra 1 =7(I). Das induktiv definierte Pradikat I":= u¢(Kg,..., K] _,) ist dann das
Zeugenpradikat von 1.

Beispiel 1.8.7. Betrachten wir als Beispiel zunichst die Zeugenpradikate fiir einige
induktiv definierten Pradikate aus Beispiel 1.6.7. Gehen wir zunichst auf den Exis-
tenzquantor ein:

Bei Ex®(P) haben wir 7(Ex?(P)) = p x 7(P) und die einzige Klausel Ky =V (Px —
X), das gibt die Zeugenklausel K§ =V (1 r Px — X(x,u)). Zu lesen ist dies wie
folgt: Wenn wir ein x? und ein u*® gefunden haben, sodass, u ein Realisierer von
Px ist, dann ist das Paar (x, 1) ein Realisierer von Ex4(P).

Im Gegensatz zu Ex%(P) kénnen wir nun einen Blick auf Ex*“(P) werfen. Es ist
T(Ex*“(P))) = U und damit ist Ex“(P) praktisch ohne rechnerischen Gehalt. Fiir die
einzige Klausel Ko = V7 (Px —"¢ X) haben wir die Zeugenklausel V ,(u r Px —
Xu). Wir sehen also, dass (Ex%)"(P) ein Pradikat ist, das nur den Einheitskonstruk-
tor als Argument haben kann, und damit nur die Information liefert, ob (Ex™)"(P)
gilt.

Bei And'(Y,Z) haben wir 1(And' (Y, 2)) = pe(z(Y) — &) und die Klausel Ko=Y —
Z —"¢ X und damit K =V, u,(u1 r Y — up r Z— XCouy). Wir sehen also, dass
ein Realisierer von AA'B im Grunde ein Realisierer von A ist.

Besonders interessant wird es bei den verschiedenen Varianten von Or (Y, Z). Hier
eine Liste davon:

(Ord(Y,Z))r =ux(Vy(ur Y — Xinlu),V,(u r Z— Xinru))
orly,z)" =ux(Vylur Y- XCow),Y,(ur Z— XCy))
Or" (Y, 2) ' =ux(Vy(ur Y — XCy),Vy(ur Z— XCiu))
Or'“(YV,2) = ux(Vy(ur Y - Xtt),V,(u r Z— Xff))

In jedem dieser Fille fillt auf, dass die Algebra von Or?’!"'%“(y, Z) immer genau
zwei Konstruktoren hat und gilt XCy haben wir bereits die Information, dass wir
einem Realisierer fiir die linke Seite haben und XC; gibt die Information, dass ein
Realisierer fiir die rechte Seite der Disjunktion haben. Dies ist unabhingig davon,
welche Argumente auf den Konstruktor folgen.

1.9 Korrektheitssatz

Motivation 1.9.1. Wir kommen nun zum Korrektheitssatz fiir den extrahierten Term.
Heuristisch ausgedriickt, sagt dieser, dass der extrahierte Term eines Beweises auch
der Realisierer der bewiesenen Formel ist oder kurz gesagt: Alles was beweisbar ist,
ist auch realisierbar.

Der Korrektheitssatz ist der wichtigste Satz fiir die Beweisextraktion.



Satz 1.9.2. Sei M eine Herleitung einer Aussage A unter den Annahmen (u; : B;)i<n.
Dann gilt TCFu{xy, r Bjli <n}Fet(M) r A.

Beweis. Der Beweis geht mit Induktion iiber M. Wir gehen zunichst die einfachen
Falle der logischen Schlussregeln durch.

M = u?: In diesem Fall ist et(M) = x,, und die Aussage x, r A ist eine der Annah-
men.

M= ()L{}NB)A_’CB: Dann haben wir et(M) = Ay,et(N) und wir haben die Aussa-
ge Ay, et(N) r A—¢ B zu zeigen. Diese ist Aquivalent zu V(x r A —"¢
Ax,et(N)x r B) und es ist Ay, et(N)x = et(N)[x, := x]. Nach Umbenennen der
lokalen Variablen x zu x, haben wir dann einfach V;llf(xu r A—="Cet(N) r B).
Nach Induktionshypothese haben wir, dass et(IN) r B gilt unter der zusatzli-
chen Annahme x, r A und, weil das Realisierungspradikat nicht rechnerisch
ist, folgt die zu zeigende Aussage.

M= (A, N4 Hier ist ef(M) = Ayet(N) und die Aussage V7i¢(et(N) r A) zu
beweisen. Die Aussage et(N) r A gilt schon nach Induktionshypothese und
weil x nach Variablenbedingung in keiner Annahme frei ist und die Formel
et(N) r A nicht rechnerisch ist, folgt V2(et(N) r A) .

M = N4~ BLA; Wir brauchen eine Herleitung von et(INL) r B. Dabei haben wir mit
der Induktionshypothese ef(N) r (A —° B) also V?(x r A—-"¢et(N)x r B)
und wir erhalten auch ef(L) r A nach der Induktionshypothese. Das gibt uns
genau et(N)et(L) r B und wegen et(N)et(L) = et(NL) folgt die Behauptung.

M = NY:AW t: Gefragt ist nun eine Herleitung von et(Nt) r A(f). Nach der Indukti-
onshypothese haben wir eine Herleitung von et(N) r V¢ A(x), dies ist dquivalent
zu V7¢(et(N)x r A(x)). Setzen wir hier fiir x den Term ¢ ein, haben wir wegen
et(Nt) = et(N)t die Aussage.

M= ()LuANB)A_’mB: Fiir diesen Fall ist eine Herleitung von et(IN) r (A —"¢ B) nétig.
Mit der Definition ist das dquivalent zu V7(y r A—"¢et(N) r B). Da wir
bereits eine Herleitung von et(N) r B mit der zusatzlichen Annahme x, r A
nach Induktionshypothese haben, folgt damit dieser Fall.

M = (A, N4)x°4: Nach Definition ist et(1,N) = er(N) und wir haben nach Indukti-
onshypothese et(N) r A und damit auch V(et(IN) r A), was uns et(N) r VA
und damit et(A,N) r VI°A liefert. Damit ist dieser Fall gezeigt.

M =N4~"BL: Wir wollen eine Herleitung von et(N) r B und haben nach Induk-
tionshypothese eine Herleitung von et(N) r (A —"° B) also V;C(y r A—
et(N) r A) sowie von et(L) r A. Die gibt uns genau et(N) r B.

M = NYx“A® 2 Hier brauchen wir eine Herleitung von et(INt) r A(f) und es ist
et(Nt) = et(N). Mit der Induktionshypothese haben wir bereits ez(IN) r V1€ A(x)
also V?(et(N) r A(x)). Setzten wir ¢ fiir x ein haben wir genau et(N) r A(1),
was gefragt war.

Damit sind wir die logischen Regeln durchgegangen.

Nun ist die Korrektheit fiir die Axiome zu beweisen. Sei dazu I = ux(Ky,...,Kix_1) zu
nachst ein rechnerisches induktiv definiertes Pradikat mit K;(X) = V(A — vy, (Ej —
X57) j<n — X1). Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass jede Implikation und
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jeder Allquantor rechnerisch eingeht. Der allgemeine Fall ist nur etwas mehr Schreib-
arbeit.
Es ist nun fiir das Einfiihrungsaxiom zu zeigen, dass C; r K;(I) gilt. Die folgenden
Zeilen sind dquivialent zueinander wegen der Definitionen des Realisierungspradikats
und der Tatsache, dass das Realisierungspradikat nicht rechnerisch ist, weswegen die
Dekorationen irrelevant sind:

Ci r Vz(A— (Vy,(Bj — I5})) jen — D)

Vz(Ci% r (A— (Vy,(Bj — I5}) jen — I1)

ViValli r A— Cikil v (Vy,(Bj — I§) jen — ID)

ViVl r A=V 3(f r Vy,(Bj — I8)) jen — CiXilf v 17)

VyCVﬁ(ﬁ r A — Vf((vfj.ﬁj(ﬁj r Ej b f]f] 17]' r Is_‘}'))]’<n b I’Ci?cﬁf_t'))

VyCVg(ﬁ r A — V]?((Vyj',yj(ﬁj r Ej — Irijj ﬁj~§»j))j<n — IrC,-?cﬁf?))
Das ist wiederum ist dquivalent zu

VIV p(i v A— (V5,5 (T ¢ Bj = I f; 7;5;8)) jen — I'CiXUf D),

was das i-te Einfiilhrungsaxiom von I" ist.
Als nachstes zeigen wir, dass Z r I” mit X ::%;Ef)) gilt, was nach Definition genau
V;CVZ,C(W r IXx—Vy(w; r Ki(I,P)j<x — Zwiv r PX))

ist. Es seien nun X, w gegeben und es gelte w r IX also I'wX. Weiter seien nun i
gegeben und es gelte w; r K;(I, P) fiir jedes i < k. Nach Definition ist das dquivalent
zu

w; ¥ Vz.A— (Vy,.Bj = I5)) jen — (Vy,.Bj — P%) j< — PT

und nach mehrfachen Anwenden der Definitionsregeln des Realisierungspradikates
haben wir
V?c,ii,*,g"ﬁ r A— (Vyj,z?j-ﬁj r Bj —>fj_)7jl7j r I§>]')j<n wn
— (Vyj,ﬁ'j-ﬁj r Bj — gjfjﬁj r P§»j)j<n — w,-?cﬁfg r Pf,

dabei sollte eigentlich jeder Pfeil und jeder Quantor mit nc dekoriert sein, da das
Realisierungspradikat nicht rechnerisch ist, spielt dies aber ohnehin keine Rolle. Wir
miissen nun unter diesen Pramissen die Aussage Zw i r PX zeigen. Weil wir I"wX

gegeben haben, verwenden wir das Eliminationsaxiom fiir I". Dieses ist gegeben
durch

ViwIwX — (K", Q) i<k — QwX)

fiir jedes nicht rechnerisches Pradikat Q. Da Zw i r PX nicht rechnerisch ist, konnen
wir dies fiir QwX einsetzen. Es reicht dann also Kl.'(I',Q) fir jedes i < k zu zeigen.
Schreiben wir dies mit Definition 1.8.6 um, so haben wir zu zeigen, dass

V*,a,f-ﬁ r A—> (ij.ﬁj'ﬁj r Ej i Irfj_}_;j ljjgbj)j<n

— (Vy,5;-Uj ¥ Bj = Qfj¥jUjs}) jen — QCiXuUf 1



herleitbar ist. Seien daher %, i, f gegeben und es gelte @ r A, (‘v’yj,gj.ﬁj r Ej —
Irﬁfjﬁjﬂ)j<n sowie (ij,ﬁj-ﬁj r Ej e Qf]f]ﬁjs_‘})]<n Wir wollen chfﬁf? al-
so RC;Xufi r PT zeigen. Mit der Berechnungsregel von % ist ZC;Xifw =
w,-?cﬁf(ﬂlyj,,yj%fjfjﬁj ) j<n. Wir kénnen daher die Formel 1.1 verwenden. wobei
wir fiir g:= (ij,gj%ﬁfjﬁjﬁ})jm einsetzen. Die Pramissen der Formel 1.1 sind be-
reits gegeben und damit folgt genau das, was zu zeigen war.

Im Falle der nicht rechnerischen induktiv definierten Pradikate sind die Axiome auch
nicht rechnerisch, da jeweils die Konklusion nicht rechnerisch ist, und somit der Typ
der ganzen Formel der Nulltyp ist. Damit ist der extrahierte Term der Nullterm &,
was auch per Definition ein Realisierer ist. Man beachte, dass beim Eliminations-
axiom von nicht rechnerischen induktiv definierten Pradikate die Pradikatenvariable
auch nicht rechnerisch ist, also den Nulltyp als Typ hat. O

Bemerkung 1.9.3. Wir haben schon in Beispiel 1.7.2 gesehen, dass es induktiv
definierte Pradikate gibt, welche als Typ den Einheitstyp haben und daher immer
nur den rechnerischen Gehalt u geben, welcher keine Information tragt. Das ist bei
induktiv definierten Pradikaten ux(Kp) der Fall, welche nur eine Klausel besitzen,
in der an jeder moglichen Stelle nc steht. Das heillt, die Klausel hat die Form
Ky = V;‘C(Zi —"¢ X7). Um den extrahierten Term nicht unnétig in die Linge zu ziehen,
kann man alternativ auch den Typ solcher Pradikate als Nulltyp definierten. Damit
wird px(Ko) gleichgestellt zu p¢(Kp) mit dem einzigen Unterschied, dass es auch
erlaubt ist im Eliminationsaxiom von ux (Kp) rechnerische Pradikate einzusetzen. Das
Eliminationsaxiom von pux(Kp) =: I ist

I7(P): V2 (1% - Y2 (A "¢ PT) - Pi).
und wir haben
T(I7(P) =1(X) — 7 (VI (A—" PT)) — 1(PD) = 0 — 7(PD) — T(PT) = T(P) — T(P).

Definiert man nun fiir solche Pradikate den extrahierten Term et(I”(P)) := Ax als
die Identitdt auf 7(P), dann gilt der Korrektheitssatz auch fiir diese Konstruktion,
denn nach Definition haben wir folgende Aquivalenzumformungen:

Agx v V(1% =€ V2 (A "¢ PT) - PX)

VIV (y r I =" Aex v (VE°(A—"C PT) —° PX))

VIV (y v IR ="V (2 ¢ V(A" PT) =" (Axx)z r PX))
WIOY e (y ¢ 1% =" YIC (VACYIE (5 r A=z v PT)—" 2 ¢ PR

Weil € r IX:= IX gilt, ist dies dquivalent zu
VICYIE (15— IV (7 r A—" 2 ¥ PF)~"" 2 ¥ PX)

und nach Induktionsvorraussetzung im Beweis des Korrektheitssatzes, folgen aus A
die Aussagen J3(y r A). Damit folgt die obige Aussage aus dem Eliminationsaxiom
von I, wobei wir das Pradikat {?clz r P?c} in das Eliminationsaxiom einsetzten.

In Minlog ist auch die Ausnahme fiir solche Pradikate implementiert. Im Allgemeinen
wird der Einheitskonstruktor beim Erstellen des rechnerischen Gehaltes von vielen
Programmen wegkompliert.
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Kapitel 2

Minlog

In diesem Kapitel méchten wir dem Leser den Umgang mit dem Beweisassitenten
Minlog vermitteln. Minlog bassiert auf der Theorie der berechenbaren Funktionale,
die in Kapitel 1 vorgestellt wurde. Wir werden uns hier auch an den theoretischen
Grundlagen aus dem ersten Kapitel orientieren. Im Minlog-Tutorium [1] ist auch eine
Einfiihrung in Minlog gegeben. Einige Beispiel in diesem Kapitel sind auch hieraus
entnommen. Man findet das Minlog-Tutorium ebenso im Ordner doc des Minlog-
Verzeichnisses. Dort gibt es auch das Minlog-Referenz-Manual [2].

2.1 Grundlegende Befehle in Minlog

2.1.1 Deklaration von Priadikatenvariablen

Um Variablen aller Art, d.h. Typvariablen, Termvariablen sowie Pradikatenvariablen,
sinnvoll nutzen zu konnen, ist es erforderlich diese zu deklarieren. Fiir das erste
Beispiel benotigen wir gleich Aussagenvariablen, also nullstellige Pradikatenvaribalen,
damit wir einen Satz beweisen kdnnen. Eine Pradikatenvariable wird mit dem Befehl
add-pvar-name deklariert . Dieser hat die Form

(add-pvar-name NAME (make-arity TYPS)).

Fiir NAME setzt man die Liste der Zeichenketten ein, die man deklarieren mochte. Fiir
TYPS wird eine Liste von Typen angegeben. Diese Liste gibt die erwarteten Typen
der Argumente des Pradikats an. In unserem Fall wollen wir nullstellige Pradika-
tenvariablen also Aussagenvariablen deklarieren, weswegen wir diese mit A,B und C
bezeichnen wollen und die Liste der Argumententypen leer ist. Wir geben daher

(add-pvar-name "A" "B" "C" (make-arity))
ein. Die Ausgabe des Computers ist dann

ok, predicate variable A: (arity) added
ok, predicate variable B: (arity) added
ok, predicate variable C: (arity) added

Fiir Demonstrationszwecke geben wir noch die Deklaration einer Pradikatenvariable
P an, die ein Argument vom Typ N und ein Argument vom Typ N — N hat:

(add-pvar-name "P" (make-arity (py "nat") (py "nat=>nat")))
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Dabei steht nat fiir den Typ der natiirlichen Zahlen. Wir werden diesen erst spater

formal in Minlog einfiihren. Der Pfeil — zwischen Typen wird durch => eingegeben
und der Befehl

(py STRING)

gibt an, dass die Zeichenkette STRING als Typ interpretiert werden soll.

Sehr haufig werden wir auch die Befehle (pt STRING), (pv STRING) und (pf
STRING) verwenden. Diese geben analog an, dass STRING als Term, Variable bzw.
Formel aufgefasst werden soll.

2.1.2 Erster Beweis

Nachdem wir nun Aussagenvariablen A, B und C eingefiihrt haben kénnen wir nun
den kleinen Satz (A— B — C) — ((C — A) — B) — A — C beweisen. Einen Herlei-
tungsbaum haben wir dafiir in Beispiel 1.1.3 angegeben. Schreiben wir einen Beweis
in Minlog, ist es nicht so, dass wir bei jeden Beweis einen Herleitungsbaum oder gar
einen Herleitungsterm schreiben miissen. Dies wére fiir komplexere Beweise viel zu
miihsam. Die eingegebenen Befehle werden intern zu einem Beweisbaum verarbeitet.
Diesen kann man sich dann auch (in der Notation von Minlog) ausgeben lassen, wie
wir sehen werden.

Am Anfang eines Beweises teilen wir dem Programm mit, welche Aussage wir be-
weisen wollen. Dies geschieht mit dem Befehl

(set-goal FORMEL).

Fiir FORMEL ist hier die Zielformel in Anfiihrungszeichen einzusetzen. Wir schreiben
daher

(set-goal "(A -> B -> C) -> ((C -> A) ->B) -> A ->C").
Wie man sieht, steht -> fiir den Implikationspfeil —. Als Ausgabe erhalten wir dann:

?1:(A ->B ->C) -> ((C->A) ->B) >A >¢C

Damit ist nun die Aussage (A— B — C) — ((C — A) —» B) - A — C als Zielformel
festgelegt. Die Zielformel steht immer unterhalb der gestrichelten Linie. Im Bereich
oberhalb der Linie, auch genannt Kontext, befinden sich die Annahmen, die uns
zur Verfiigen stehen. Im Moment haben wir keine Annahme zur Verfiigung, um die
Aussage zu beweisen. Da es sich bei unserer Aussage aber um eine Implikation mit
drei Pramisse handelt, liegt es nahe, diese drei Pramissen in den Kontext zu befordern

und dann die Konklusion C mit Hilfe dieser Pramissen zu zeigen. Dies tun wir mit
dem Befehl

(assume NAMES).

Anstelle von NAMES schreiben wir eine Liste von Namen, mit denen wir die Annahmen
bezeichnen wollen. Unsere Liste wird aus drei Namen bestehen. Wir schreiben zum
Beispiel

(assume "Annahmel" "Annahme2" "Annahme3")

und das Programm gibt uns folgendes zuriick:



ok, we now have the new goal

Annahmel:A -> B -> C
Annahme2:(C -> A) -> B
Annahme3:A

Die drei Annahmen befinden sich nun im Kontext. Hatten wir zwei Namen ange-
geben, dann wéaren nur die ersten beiden Pramissen im Kontext, und hatten wir
mehr als drei Namen angeben, wiirden wir eine Fehlermeldung erhalten. Wir haben
also nun die Aussage C unter den drei Annahmen oberhalb der Linie zu zeigen. Da
Annahme1 als Konklusion genau C hat, wiirden wir gerne diese Annahme verwenden.
Dies geschieht mit dem Befehl

(use ANNAHME),

wobei wir fiir ANNAHME den Namen der Annahme einsetzen, die wir verwenden moch-
ten. Diese Annahme muss als Konklusion die Zielformel haben, ansonsten erhalten
wir eine Fehlermeldung. Wir geben also

(use "Annahmel")

ein. Die Annahme mit Namen Annahme1 hat zwei Pramissen, der Computer fordert
nun einen Beweis fiir jede dieser Pramissen und deswegen erhalten wir zwei neue
Zielformeln:

ok, 7_2 can be obtained from

Annahmel:A -> B -> C
Annahme2:(C -> A) -> B
Annahme3:A

Annahmel:A -> B -> C
Annahme2:(C -> A) -> B
Annahme3:A

Zunichst miissen wir die untere Zielformel beweisen, diese ist aber genau Annahme3,
also schreiben wir

(use "Annahme3").

Der Computer teilt uns mit, dass die letztere Aussage nun bewiesen ist und wir nur
noch die erste Aussage zeigen miissen.

ok, ?_3 is proved. The active goal now is

Annahmel:A -> B -> C
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Annahme2:(C -> A) -> B
Annahme3:A

Um diese Aussage zu zeigen, verwenden wir natiirlich Annahme2 mittels Eingabe von
(use "Annahme2") und haben dann zu zeigen, dass C — A gilt. Dazu nehmen wir
die Aussage C durch (assume "Annahme4") in den Kontext und verwenden dann
Annahme3 mit den Befehl (use "Annahme3"), um A zu beweisen. Das beendet den
Beweis und wir erhalten die Ausgabe

ok, 7_6 is proved. Proof finished.

Die folgedenen Abbildungen zeigen den Beweis links und die Ausgabe von Minlog
rechts nochmal im Ganzen.

Beispiell scm

Fle Edt Options Buffers Tools Scheme Help [N il edit options euffers Tools Complete Iinjout_Signals Help |
[DEexXEE 1 «0ac %8 ICeexcacza |
— (add-pvar-name "A" "B" "C" (make-arity)) | > ok, predicate variable A: (arity) added

(set-goal "(A ->B ->C) -> ((C -> A) ->B) ->A ->C") ok, predicate variable B: (arity) added

(assume "Annahmel" "Annahme2" "Annahme3") ok, predicate variable C: (arity) added

(use "Annahmel")

(use "Annahme3") >

LT L || | g I

(assume "Annahme4") ?_1:(A->B->C) -> ((C->A) ->B) ->A ->C

(use "Annahme3")
> ok, we now have the new goal

Annahmel:A -> B -> C
->A) ->B

->A) ->B

->A) ->B

> ok, 7.3 is proved. The active goal now is

->A) ->B
7_4:B
>
=l =
-U:**-  Beispiell.scm ALl L5 (SCheme ) == - =« sxmem e e e e ] JJ-U:**-  *scheme* ALl L41 (Inferior Scheme:run)--------=--ceoceooemommaaaao-
El
- Berspiellscm &) (18 o S
File_Edt Options Buffers Tools Scheme Help |W Fie Edt options Buffers Tools Complete injout _Signals _Help |
I BPeXEHHE QA8 %8 ICEaxoagx® |
E[ (add-pvar-name "A" "B" "C" (make-arity)) ="> ok, ?_4 can be obtained from
(set-goal "(A -> B ->C) -> ((C -> A) ->B) ->A ->C")
(assume “Annahmel” "Annahme2" “Annahme3") Annahmel:A -> B -> C
(use "Annahmel") Annahme2: (C -> A) -> B
(use "Annahme3") Annahme3:A
(use "Annahme2") B e eeeaoeiiieaieeeoieaooeaos
(assume "Annahmed") ?7.5:C -> A
(use "Annahme3")
> ok, we now have the new goal
Annahmel:A -> B -> C
Annahme2: (C -> A) -> B
Annahme3:A
Annahmed :C
?.6:A
> ok, 7.6 is proved. Proof finished.
>
=l (=l
-U:**.  Beispiell.scm All L8 (SCheme) - == - - == - nwec e -Us*%. *scheme* Bot L95  (Inferior Scheme:run)-----------=--=<---=ooooooomnos)



2.1.3 Anzeigen von Beweisen

Nachdem wir nun einen Beweis am Computer gefiihrt haben, wollen wir uns diesen

Beweis auch anzeigen lassen. Dafiir gibt es unterschiedliche Darstellungsmoglichkei-
ten. Durch den Befehl

(display-proof)
erhalten wir eine Darstellung die vergleichbar mit den Beweisbdumen aus Definition
1.1.1 ist. Eine Erweiterung dieses Befehls ist
(cdp),

was eine Kurzform fiir (check-and-display-proof) ist. Hier wird der Beweis
angezeigt und zusatzlich auf Korrektheit liberpriift.
Wollen wir den Beweis als Herleitungsterm ausgeben lassen, so kénnen wir den Befehl

(proof-to-expr)
oder den Befehl
(proof-to-expr-with-formulas)

verwenden. In beiden Fillen erhalten wir den Beweis in Form eines Herleitungs-
terms, wobei im letzten Fall noch der Typ jeder Variable angegeben wird. In fol-
gender Abbildung sehen wir die Ausgabe des Programms nach den Befehlen (cdp),
(proof-to-expr) und (proof-to-expr-with-formulas).

@ 5 iL.sen @ *schemer

Fle Edt Options Buffers Tools Scheme Help [N Fie edt options Buffers Tools Complete injout Signals Help. |
FEEFE R LR s [Ceexcacer |
 (add-pvar-name "A" "B" "C" (make-arity)) B> ... .. A ->B -> C by assumption Annahmel262

(set-goal "(A ->B ->C) -> ((C ->A) ->B) ->A->¢c") K ... A by assumption Annahme3264

(assume "Annahmel" "Annahme2" "Annahme3") +...B ->C by imp elim

(use "Annahme1l*) AL (C -> A) -> B by assumption Annahme2263

(use “"Annahmes*) A A by assumption Annahme3264

(use "Annahme2") +v...C -> A by imp intro Annahme4268

(assume "Annahmed") ....B by imp elim

(use "Annahme3") ...C by imp elim

(cdp) ..A -> C by imp intro Annahme3264

(proof-to-expr) L((C -> A) ->B) -> A -> C by imp intro Annahme2263

(proof-to-expr-with-formulas)[] (A ->B ->C) -> ((C->A) ->B) ->A ->C by imp intro Annahmel262

> (lambda (Annahmel262)

(lambda (Annahme2263)

(lambda (Annahme3264)
((Annahme1262 Annahme3264)
(Annahme2263 (lambda (Annahme4268) Annahme3264))))))

> Annahmel: A -> B -> C
Annahme2: (C -> A) -> B
Annahme3: A
Annahmed: C

(lambda (Annahmel)
(lambda (Annahme2)
(lambda (Annahme3)
((Annahmel Annahme3)
(Annahme2 (lambda (Annahmed) Annahme3))))))

=} =l
Dw Beispiell.scm  AULLIL  (Scheme)--------=-=cocoosomsscossoooooooooooooooood ju:**- *scheme* Bot L217  (Inferior Scheme:run)---s-=-=-=z-==z=ossosoooooonond
i i

Die Ausgabe nach den letzten beiden Befehlen ist dabei leicht zu verstehen. Es han-
delt sich jeweils um einen Herleitungsterm, wobei fiir A, M der Ausdruck (lambda
(u) (M) und fir MN der Ausdruck (M N) ausgegeben wird.

Bei (cdp) soll die Ausgabe als Herleitungsbaum verstanden werden. Dabei bedeu-
tet die Anzahl der Punkte vor der Formel, auf welcher Hohe des Herleitungsbaumes
sie sich befindet. Weiter steht hinter jeder Formel, aus welcher Regel sie abgeleitet
wurde.
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2.1.4 Abspeichern von Theoremen

In der Regel mochte man bewiesene Aussagen spater wieder verwenden, sei es, um
sie auf einen Spezialfall zu reduzieren oder, um sie als Lemma in einen groReren
Beweis zu integrieren. Der Befehl

(save NAME)

speichert nach einem vollendeten Beweis die bewiesene Aussage unter dem Namen
NAME im System ab. In den vorherigen Abschnitten haben wir die Aussage

(A->B ->C) -> ((C->A) ->B) >A ->C

bewiesen. Diese kdnnen wir nach dem Beweis nun mit
(save "Theoreml")

in Minlog abspeichern. Die Ausgabe ist dann
ok, Theoreml has been added as a new theorem.
ok, program constant cTheoremOne: (alpha412=>alpha413=>alpha4l1l)=>
((alpha411=>alpha412)=>alphad413)=>alphad412=>alphadil
of t-degree 1 and arity O added
In spateren Beweisen konnen wir diese Aussage nun verwenden, beispielsweise mit

(use "Theoreml").
Durch das Kommando

(display-theorems NAME)
wird die Aussage und der Name des Theorems NAME angezeigt. Man kann auch eine
Liste von Namen anstelle von NAME angeben, dann werden alle entsprechenden Theo-

reme angezeigt. Geben wir in unserem Fall (display-theorems "Theoreml") ein,
so erhalten wir die Ausgabe

Theoreml (A -> B ->C) -> ((C ->A) ->B) ->A ->C
Mit dem pretty-print- oder kurz pp-Befehl in der Form
(pp NAME)

wird auch die Formel des Theorems mit Namen NAME angezeigt. Hier ist die Ausgabe
nur

(A ->B ->C) -> ((C->A) ->B) >A ->C
und wir konnen fiir NAME nicht mehrere Namen angeben.

Mit pp ist es auch moglich, beliebige im System eingespeicherte Formeln und ebenso
Terme anzeigen zu lassen, was wir spater noch haufig brauchen werden.



2.1.5 Darstellungseinstellungen

Bevor wir auf weitere Befehle zum Schreiben von Beweisen eingehen, werden in
diesem Abschnitt einige niitzliche Kommandos gezeigt, mit denen man die Darstel-
lungsweise gegebenenfalls libersichtlicher gestalten kann.

Der erste dafiir niitzliche Befehl ist

(set! COMMENT-FLAG BOOL) .

Wird der Wert von BOOL durch #f ersetzt, werden keine Kommentare mehr an-
gezeigt. Nur UnregelmaBigkeiten wie beispielsweise Fehlermeldungen und manche
Warnungen werden von Minlog ausgegeben. Das Abschalten der Kommentare ist
sinnvoll, wenn man eine langere Kette von Befehlen nur einlesen will. Insbesondere
spart dies Rechenkapazitdt und damit Zeit, weil der Computer dann nicht mit dem
Ausgeben der Kommentare beschaftigt ist. Setzt man den Wert von BOOL auf #t,
so werden die Kommentare wieder normal angezeigt.

Ein Moglichkeit, um wahrend eines Beweises manche Annahmen im Kontext auszu-
blenden, bietet der Befehl

(drop STRING).

Durch diesen Befehl werden die Annahmen, deren Namen anstelle von STRING ste-
hen im weiteren Beweis nicht mehr angezeigt, verschwinden dadurch aber nicht.
Insbesondere kann man sie weiterhin verwenden. Im letzten Beweis hatten wir bei-
spielsweise die Ausgabe

ok, we now have the new goal
Annahmel:A -> B -> C

Annahme2:(C -> A) -> B
Annahme3:A

nachdem wir alle Pramissen in den Kontext befordert haben. Geben wir hier nun den
Befehl

(drop "Annahmel" "Annahme2" "Annahme3")
ein, so erhalten wir die Ausgabe

ok, we now have the new goal

zuriick. Den Beweis konnen wir aber danach genauso wie oben weiterfiihren.
Mit dem Kommando

(display STRING)

wird der Text, der an der Stelle von STRING steht, ausgegeben. Dies geschieht auch,
wenn (set! COMMENT-FLAG #f) gesetzt wurde. Dadurch kann man auf wichtige
Deklarationen, Definitionen, Theoreme und so weiter aufmerksam machen. Im obigen
Beispiel ware es also moglicherweise sinnvoll, nach dem Deklarieren der Pradikaten-
variablen mit
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(display "A, B und C sind nun nullstellige Pradikatenvariablen.")

daran zu erinnern, welche Bezeichnungen, jetzt vergeben sind. AuBerdem l3sst sich
mit dem Befehl (newline) ein Zeilenumbruch erstellen.
Zuletzt sei an dieser Stelle noch der Befehl

(undo)

erwdhnt. Mit ihm kann man den letzten Schritt in einem Beweis riickgadngig machen.
Minlog gibt dann den Status vor dem letzten Kommando erneut aus.

2.1.6 Einbinden von externen Dateien

In der Bibliothek — genauer gesagt im Ordner 1ib — von Minlog befinden sich sehr
hilfreiche vorgefertigte Dateien. Eine der wichtigsten davon ist die Datei nat.scm.
In ihr wird die Algebra der natiirlichen Zahlen eingefiihrt. Es werden auch einige
Funktionen wie zum Beispiel + und * oder auch die boolschwertigen Funktionen
< und < auf den natiirlichen Zahlen definiert und Satze dariiber bewiesen. In den
eigenen Beweisen mochte man selbstverstandlich diese Vorarbeit auch nutzen. Um
dafiir nicht die ganze Datei handisch laden zu miissen, gibt es einige Befehle. Mit
dem Befehl

(1ibload NAME)

wird die Datei mit dem Namen NAME aus dem Ordner 1ib geladen. Das bedeutet ihr
ganzer Inhalt wird eingelesen. Hier empfiehlt es sich vor dem Ausfiihren des Befehls,
das Kommando (set! COMMENT-FLAG #f) einzuschieben, ansonsten wird wahrend
dem Einlesen jeder Befehl kommentiert. Wollen wir also nat . scm laden, so schreiben
wir

(set! COMMENT-FLAG #f)
(libload "nat.scm")
(set! COMMENT-FLAG #t).

Man beachte, dass es nicht moglich ist fiir NAME eine List von Dateien anzugeben,
die geladen werden sollen. Es kann immer nur eine Datei angegeben werden.
Mochte man Dateien nicht nur aus dem Ordner 1ib laden, gibt es dafiir den allge-
meinen Befehl

(load FILE),

wobei man fiir FILE die Adresse der Datei angibt. Zum Beispiel ist die Eingabe von
(load "lib/nat.scm") gleichwertig wie die Eingabe von (1ibload "nat.scm").
Man sieht also, dass man bei der Adresse der Datei vom Ordner, in dem sich die
Minlogdatei befindet, ausgeht.

2.1.7 Beweise in der Pridikatenlogik

Wir wollen nun als N&chstes Aussagen mit einem Allquantor beweisen. Als erstes
Beispiel nehmen wir dafiir die Formel V,(Pn — Qn) — V,Pn — V,,Qn, wobei n
eine Variable vom Typ der natiirlichen Zahlen ist und P, Q einstellige Pradikaten-
variablen sind, die als Argument eine natiirliche Zahl erwarten. Hierzu binden wir
zunichst die Bibliotheksdatei nat . scm ein, so wie oben gezeigt. In dieser Datei wird
unter vielem anderen festgelegt, dass die Algebra der natiirlichen Zahlen mit nat
bezeichnet wird, und dass n und m Variablen von Typ der natiirlichen Zahlen sind.
Die Pradikatenvariablen P und Q definieren wir durch den Befehl



(add-pvar-name "P" "Q" (make-arity (py "nat"))).

Nun kdnnen wir die Zielformel mit set-goal setzen. Dabei wird der Allquantor mit
all bezeichnet und hat als erstes Argument die Variable und als zweites Argument
die Aussage, iiber die quantifiziert wird. Wir schreiben also

(set-goal "all n(P n -> Qn) ->all nPn ->all nQn")

und erhalten

?1:alln(Pn->Qn) ->allnPn->allnQn

als Ausgabe. Zunichst befordern wir wieder die zwei Pramissen in den Kontext
mittels

(assume "Annahmel" "Annahme2").

Nun mochten wir eine Allaussage beweisen. Dazu nehmen wir eine Variable, die
noch nicht vergeben ist, in den Kontext und beweisen dann die Formel, die auf diese
Variable spezialisiert wurde. Auch das geschieht mittels dem Befehl assume. Wobei
wir dieses Mal als Argument einen Variablennamen fiir eine Variable vom Typ der
natiirlichen Zahlen schreiben miissen. Wir schreiben daher

(assume "m"
und das Programm gibt

ok, we now have the new goal

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:all n P n

zurlick. Wir hatten natiirlich auch (assume "n") schreiben konnten und hatten
dann die Zielformel Q n erhalten. Es muss sich aber immer um eine Variable vom
Typ nat handeln. (assume "a") wiirde beispielsweise eine Fehlermeldung geben,
weil a keine Variable vom Typ nat ist.

Um nun Q m zu beweisen, verwenden wir Annahmel, da diese Q n als Konklusion
hat und iiber n quantifiziert ist. Dies machen wir mit (use "Annahmel"). Das
Programm erkennt, dass nun fiir das n in Annahmel das fixierte m eingesetzt wird
und mochte einen Beweis fiir die Pramisse P m.

ok, ?_3 can be obtained from

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:all n P n
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Diesen geben wir mit (use "Annahme2"), was den Beweis auch schon beendet. Wir
verwenden nun noch den Befehl (cdp), um uns die Herleitung anzeigen zu lassen.

tachemet

Fle Edt Options Buffers Tools Scheme Help | W Fite edit options Buffers Tools complete Imjout Signals _Help |
CEexXEdE w2008 %8 ICerexcaaza |
CT™ (set! COMMENT-FLAG #f) 1> > loading nat.scm ...

(libload "nat.scm") > > ok, predicate variable P: (arity nat) added

(set! COMMENT-FLAG #t) ok, predicate variable Q: (arity nat) added

(add-pvar-name "P" "Q" (make-arity (py "nat"))) >

R R (. R e A R T T | | | e L

(assume "Annahmel” "Annahme2") 7_l:alln(Pn->Qn) ->allnPn->allnQn

(assume "m")

(use "Annahmel") > ok, we now have the new goal

(use "Annahme2")

(cdp)[] Annahmel:all n(P n -> Q n)

Annahme2:all n P n
7.2:allnQn

> ok, we now have the new goal

Annahmel:all n(P n ->Q n)
Annahme2:all n P n

> ok, ?_3 can be obtained from

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:all n P n

> ok, 7_4 is proved. Proof finished.
B s o all n(P n -> Q n) by assumption Annahmel2058
n

....Pm ->Q mby all elim
..... all n P n by assumption Annahme22059

R
....P m by all elim

...Q m by imp elim

..all n Q n by all intro

.allnPn ->allnQn by imp intro Annahme22059

ali n(Pn->Qn) ->allnPn->allnQn by imp intro Annahmel2058
>

£ ]
--:--- Beispiel2.scm ALl L10 (Bl e s s ooss s mm st s Sa s S S S S A E s S -Ui**.  *scheme* ALl L42 T o RSt e S e g
| Beginning of buffer

2.1.8 wuse-with

Manchmal kann Minlog nicht sofort erkennen, wie es eine Formel, die mit dem use-
Befehl verwendet wird, spezialisieren soll, um die Zielformel zu erhalten. Ein Beispiel
dafiir siecht man am Ende des Beweises von Abschnitt 2.2.4. In solchen Fallen muss
man dem Programm direkt sagen, wie es eine Formel zu spezialisieren hat. Dafiir
gibt es das Kommando

(use-with NAME LISTE).

Fiir NAME setzt man den Namen der Formel ein, die man spezialisieren mdochte.
Anschlieend folgt anstelle von LISTE eine Liste von Formelnamen und Termen.
Dabei wird fiir jeden Allquantor der entsprechende Spezialisierungsterm mit Hilfe
von (pt TERM) angegeben und fiir jede Pramisse muss der Name einer Formel
angegeben werden, der diese Pramisse beweist. Wahlweise kann man anstelle einer
Formel auch "?" schreiben, dann muss diese Pramisse noch anschlielend bewiesen
werden.

Betrachten wir dafiir als Beispiel den Beweis aus dem letzten Abschnitt. Die letzten
beiden Befehle waren (use "Annahmel") und (use "Annahme2"). Bevor diese
Kommandos eingegeben wurden, hatten wir die folgende Aufforderung des Systems:

ok, we now have the new goal

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:all n P n



Wir erkennen, dass eine Spezialisierung von Annahmel auf m zu der Formel P m
-> Q m fuhrt. Die Formel P m haben wir noch nicht bewiesen, sollte also unser
nachstes Ziel werden. Deswegen kdnnen wir anstelle von (use "Annahmel") auch
(use-with "Annahmel" (pt "m") "?") schreiben und erhalten dann genau wie
vorher die Ausgabe

ok, ?_3 can be obtained from

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:all n P n

zuriick. Man beachte eben, dass fiir jeden Implikationspfeil und fiir jeden Allquan-
tor genau ein Argument in use-with erwartet wird und dies in genau der ent-
sprechenden Reihenfolge wie auch in der Formel. Die Formel P m kdnnen wir nun
entweder wieder durch (use "Annahme2") beweisen oder durch das etwas langere
(use-with "Annahme2" (pt "m")).

Man erkennt dabei auch, dass use eine automatisierte Form von use-with ist, so-
dass man use-with nur dann verwenden muss, wenn use vom System nicht richtig
erkannt wird.

2.1.9 inst-with

Mit dem Befehl inst-with kann man 3dhnlich zu dem Befehl use-with eine Aussage
spezialisieren. Die spezialisierte Aussage muss bei inst-with nicht gleich der Ziel-
formel sein. Sie wird auch nicht sofort verwendet, sondern im Kontext abgespeichert.
Der Befehl hat die Form

(inst-with NAME LISTE).

Analog zu use-with soll fiir NAME der Name einer Formel und fiir LISTE eine Liste
von Formelnamen und Termen eingesetzt werden, mit denen die Formel NAME dann
spezialisiert wird. Nehmen wir als Beispiel wieder die gleich Ausgangssituation wie
im vorherigen Abschnitt:

ok, we now have the new goal

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:all n P n

Wir kénnen hier zundchst Annahme2 auf m spezialisieren, indem wir
(inst-with "Annahme2" (pt "m"))
eingeben und dann

ok, 7_2 can be obtained from

Annahmel:all n(P n -> Q n)
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Annahme2:all n P n
m 3:Pm

erhalten. Wir sehen, dass nun die spezialisierte Formel im Kontext erscheint und mit
3 markiert wurde. Wollen wir spater auf diese Annahme zugreifen, wird der Name 3
nicht in Anfiihrungszeichen geschrieben. Da diese Nummerierung einer Formel nichts
iiber die Formel selbst aussagt, mdchte man ihr hiufig einen anderen Namen geben
als nur eine Zahl. Dafiir gibt es den erweiterten Befehl

(inst-with-to NAME LISTE NAME1).

Dieses Kommando verhilt sich bei den Argumenten NAME und LISTE analog wie
inst-with. Der Unterschied zu inst-with ist, dass NAME1 nun ein Name fiir die
neue Formel im Kontext ist. Wir kdnnen damit zum Beispiel Annahme1 auf unsere
Zielformel spezialisieren, indem wir

(inst-with-to "Annahmel" (pt "m") 3 "Zielformel")
eingeben. Die Ausgabe ist dann wie erwartet

ok, 7_3 can be obtained from

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:all n P n

m 3:Pm

Zielformel:Q m

und mit (use "Zielformel") lasst sich der Beweis beenden.

2.1.10 assert und cut

In Beweisen, insbesondere in langeren Beweisen, werden hdufig zunichst erst Zwi-
schenresulate bewiesen, aus denen dann die eigentliche Aussage gefolgert wird. Das
wird in informalen Beweisen oft durch Ausdriicke wie ,Es reicht zu zeigen, dass
...gilt. “ oder ,Wir beweisen zunichst ...." gemacht. In Minlog gibt es dafiir die
Befehle

(assert FORMEL)
und
(cut FORMEL) .

In beiden Fallen teilen wir dem System mit, dass wir die Zielformel ZIEL dadurch be-
weisen mochten, indem wir einen Beweis von FORMEL und einen Beweis von FORMEL
-> ZIEL liefern. Der Unterschied zwischen den beiden Befehlen liegt darin, dass bei
assert zuerst FORMEL und dann FORMEL -> ZIEL gezeigt werden muss, wahrend
es bei cut genau umgekehrt ist.

Als Beispiel verwenden wir wieder den Beweis der Aussage V,(Pn — Qn) — VPn —
V,,Qn aus dem letzten und vorletzten Abschnitt. Im letzten Abschnitt haben wir nach
der Ausgabe



ok, 7_3 can be obtained from

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:all n P n

den Befehl (use-with "Annahmel" (pt "m") "?") verwendet. Dabei mussten
wir als letztes Argument "?" schreiben, da wir die Pramisse P m noch nicht gegeben
hatten. Mit assert oder cut kdnnen wir uns zunichst diese Pramisse beschaf-
fen, sodass wir diese dann anstelle von "?" schreiben kdnnen. Wir geben daher
(assert "P m") ein und erhalten dann folgende Ausgabe:

ok, 7_3 can be obtained from

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:all n P n

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:all n P n

Die beiden neuen Ziele P m -> Q m und P m kdonnen wir mit (use "Annahme2")
sowie (use "Annahmel") gleich beweisen.
Wenn wir (cut "P m") anstelle von (assert "P m") eingeben, erhalten wir

ok, 7_3 can be obtained from

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:all n P n

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:all n P n

zuriick. Dies sind die selben Formeln in vertauschter Reihenfolge.
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2.1.11 Beweissuche

Minlog ist in der Lage, auch selbst nach einem Beweis fiir eine Aussage zu suchen.
Dies ist selbstverstandlich nur bei Aussagen mit einfachen Beweisen von Erfolg ge-
kront. Der Befehl fiir das Suchen eines Beweises zum gesetzten Ziel lautet

(search).

Da wir in den letzten Kapitel nun einige verschiedene und auch unnétig komplizierte
Moglichkeiten angegeben haben, um die Aussage all n(P n -> Q n) -> all n
P n -> all n Q nin Minlog zu beweisen, geben wir nun die kiirzerste Méglichkeit
an: Nach der Eingabe von

(set-goal "allnc n(P n -> Q n) -> allnc n P n -> allnc n Q n")
(search)

erhalten wir direkt die Ausgabe

?_1:allnc n(Pn ->Qn) ->allncnPn->allncnQn
> ok, 7_1 is proved by minimal quantifier logic. Proof finished.

Der Beweis ist damit schon fertig. Dieser sehr angenehme Befehl fiihrt leider haufig
nicht zum gewiinschten Ergebnis. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Beweis gefunden
wird, sinkt insbesondere dann, wenn fiir den Beweis zuvor abgespeicherte Theoreme
oder globale Annahmen gebraucht werden, oder, wenn Minlog ein Zeugen fiir eine
Existenzaussage finden miisste.

Manchmal hat man nicht nur ein Ziel sondern mehrere offene Ziele, die alle leicht
zu beweisen sind. Fiir diese Fille gibt es den Befehl

(auto).

Dieser Befehl ruft so lange den Befehl search auf, bis der Beweis beendet ist oder
search keinen Beweis mehr fiir die Zielformel findet. Mit auto ist es auf diese Weise
moglich, mehrere offene Zielformeln mit einem einzigen Befehl abzuarbeiten.

2.1.12 Cheaten in Minlog

Haufig ist es der Fall, dass Aussagen, die fiir einen Menschen vollkommen klar sind,
sehr lange brauchen, bis man diese formal am Computer bewiesen hat. Hier emp-
fiehlt es sich oft, diese Aussage erst als globale Annahme festzulegen und diese
dann moglicherweise spater zu beweisen, um sich auf den wesentlichen Beweis zu
konzentrieren. Mit dem Befehl

(add-global-assumption NAME FORMEL)

wird die Formel FORMEL unter dem Namen NAME als globale Annahme festgelegt.
Diese ist dann im System abgespeichert und kann in jedem Beweis verwendet werden,
zum Beispiel durch den use-Befehl. Mit dem Befehl

(display-global-assumptions NAME)



wird die globale Annahme mit Namen NAME angezeigt. Anstelle von NAME kann
man auch eine Liste von Namen globaler Annahmen eingeben, dann werden alle
entsprechenden Annahmen angezeigt. Ist die Liste leer, das heillt schreiben wir nur
(display-global-assumptions), so wird jede globale Annahme angezeigt. Geben
wir dies direkt nach dem Start von Minlog ein, erhalten wir die folgende Ausgabe:

Stab ((Pvar -> F) -> F) -> Pvar

Efq F -> Pvar

StabLog ((Pvar -> bot) -> bot) -> Pvar
Efqlog bot -> Pvar

Wir sehen also, dass das Ex-Falsum und die Stabilitit als globale Annahmen von
Beginn an in Minlog eingespeichert sind. Mit dem Kommando

(remove-global-assumption LISTE)

werden alle globalen Annahmen in der Liste LISTE entfernt. Wollen wir also Minlog
ohne globale Annahmen verwenden, so kdnnen wir dies durch

(remove-global-assumption "Stab" "Efq" "StabLog" "EfqLog")

erreichen.
Oft bemerken wir in einem Beweis, dass wir ein Teilziel dieses Beweises als globale
Annahme setzten wollen. Fiir solche Falle ist der Befehl

(admit)

geeignet. Durch die Eingabe dieses Kommandos wird die derzeitige Zielformel zu
den globalen Annahmen hinzugefiigt und gilt in diesem Beweis als gezeigt. Wir
konnen auf diese Weise beliebige Aussagen in Minlog zeigen, was den Titel dieses
Abschnittes rechtfertigt. Deshalb ist es ratsam, in fertigen Beweisen moglichst selten
globale Annahmen oder admit zu verwenden.

2.1.13 In Minlogsuchen

Beim Schreiben eines Beweises zu einem bestimmten Thema, zum Beispiel iiber die
Addition auf natiirlichen Zahlen, méchte man haufig wissen, welche Aussagen bereits
zur Verfiigung stehen. Eine Liste solcher Aussagen kann man durch den Befehl

(search-about LISTE)

erhalten. Dabei gibt man fiir LISTE eine Liste von Strings ein und Minlog gibt dann
die Liste von genau den Theoremen und die Liste von genau den globalen Annah-
men aus, deren Namen alle diese Strings enthalten. Speichert man also Theoreme
und globale Annahmen ab, so empfiehlt es sich, einen aussagekriftigen Namen zu
verwenden, auch wenn dieser dadurch lang werden kann.

Haben wir zum Beispiel die Datei nat.scm geladen und wollen etwas iiber die Ad-
dition auf den natiirlichen Zahlen beweisen, kdnnen wir mit

(search-about "Nat" "Plus")

zunachst sehen, was schon alles iiber die Addition auf den natiirlichen Zahlen gegeben
ist:
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Die Liste ist eigent-
lich viel Langer. An-
stelle von den Punk-
ten stehen natiirlich
noch viel mehr Theo-
reme.
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Theorems with name containing Nat and Plus
NatPlusDouble
all n,m NatDouble n+NatDouble m=NatDouble (n+m)

NatPlusOCompRule
all n~ n~ +0 eqd n~
No global assumptions with name containing Nat and Plus

Wir finden also einige Theoreme iiber die Addition auf natiirlichen Zahlen und sehen
ebenso, dass es dariiber keine globalen Annahmen gibt.

2.2 Algebren und induktiv definierte Pradikate

In diesem Abschnitt soll es darum gehen, wie wir Algebren und induktive definierte
Pradikate, die im ersten Kapitel definiert wurden, in Minlog implementieren kdnnen.

2.2.1 Algebren

Wir erinnern uns an Kapitel 1. Dort hatte eine Algebra die Form

He(Koy ooy Ki—1)-

Der Befehl um eine Algebra in Minlog einzufiihren sieht in allgemeinster Form wie
folgt aus:

(add-algs NAME LISTE)

Fiir NAME setzt man dabei den Namen der Algebra in Anfiihrungszeichen ein. Anstelle
von LISTE steht eine Liste von Paaren

> (NAME TYP)

mit einer Bezeichnung NAME fiir den Konstruktor vom Typ TYP. Man sieht, dass bei
der Definition der Algebra bereits eine Bezeichnung fiir diese und eine Bezeichnung
fiir alle ihre Konstruktoren festgelegt werden muss.

Betrachten wir dafiir einige Beispiele. In der Datei nat.scm ist die Algebra der
natiirlichen Zahlen durch

(add-algs "nat" ’("Zero" "mat") ’("Succ" "nat=>nat"))

eingefiihrt. Die Null wird also mit Zero und der Nachfolger mit Succ bezeichnet.
Eine im System eingespeicherte Algebra kénnen wir uns mit dem Befehl

(display-alg NAME),

wobei statt NAME der Name der Algebra in Anfiihrungszeichen eingesetzt wird, an-
zeigen lassen. Wir erhalten dann eine Liste mit den Konstruktoren der Algebra und
ihrer Typen. Bei (display-alg "nat") erhalten wir als Ausgabe:

nat
Zero: nat
Succ: nat=>nat



Die boolesche Algebra ist bereits standardmaBig in Minlog mit dem Namen boole
eingespeichert. Die beiden Konstruktoren sind dabei True und False. Das sehen wir
auch, wenn wir (display-alg "boole") eingeben:

boole
True: boole
False: boole

Fiihren wir als weiteres Beispiel die Algebra der Ordinalzahlen ein. Da wir bereits
die natiirlichen Zahlen nat mit Konstruktoren Zero und Succ eingefiihrt haben, ist
es nicht mehr maoglich, die Konstruktoren von der Ordinalzahlalgebra mit Zero oder
Succ zu benennen. Wir fiihren sie daher wie folgt ein:

(add-algs "OrdNum" °’("ZeroOrd" "OrdNum")
> ("SuccOrd" "OrdNum=>0rdNum")
> ("Sub" " (nat=>0rdNum)=>0rdNum"))

Es ist auch moglich Algebren mir Parameter einzufiihren. In Minlog stehen die Zei-
chenketten alpha, beta, gamma, alphaO, beta0l, gammaO und so weiter fiir Typva-
riablen. In der Bibliotheksdatei 1ist.scm wird die Listenalgebra definiert durch

(add-algs "list"
)(ulistn "Nil")
>("alpha=>list=>1ist" "Cons").

Der Listentyp hangt vom Typparameter alpha ab. Dieser muss auch immer ex-
plizit angegeben werden, was wir auch sehen, wenn wir (display-alg "list")
eingeben:

list
Nil: 1list alpha
Cons: alpha=>list alpha=>list alpha

Dort wird der Parameter immer mitangegeben. Man beachte, dass der Parameter
hinter dem Namen der Algebra steht. Mdchte man lieber die Darstellung alpha
list haben, so erreicht man dies mit dem hinzufiigen von ’postfix-typeop nach
dem Namen der Algebra. Beim Listentyp sieht dies wie folgt aus:

(add-algs "list" ’postfix-typeop
’(uliSt" "Nil")
>("alpha=>1list=>1ist" "Cons"))

Als Ausgabe bei (display-alg "list") haben wir dann
list
Nil: alpha list

Cons: alpha=>alpha list=>alpha list

In folgender Abbildung sehen wir noch weitere in Minlog vorab eingespeicherte Al-
gebren.
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H ™ (display-alg "unit") > unit
(display-alg "boole") Dummy: unit
(display-alg "yprod") > boole
(display-alg "ysum") True: boole
(display-alg "uysum") False: boole
(display-alg "ysumu")[] > yprod
PairConstr: alphal=>alpha2=>alphal yprod alpha2
> ysun
InL: alphal=>alphal ysum alpha2
InR: alpha2=>alphal ysum alpha2
> uysum
DummyL: uysum alphal
InrUysum: alphal=>uysum alphal
> ysunu
InlYsumu: alphal=>alphal ysumu
DummyR: alphal ysumu
3
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2.2.2 Deklaration von Termvariablen

Wollen wir Variablen mit einem Typ angeben, muss dem System vorher mitgeteilt
werden, welche Variable welchen Typ hat. Fiir jeden Typ mit dem Namen TYP ist
vorprogrammiert, dass die gleiche Zeichenkette TYP, als Namen fiir eine Variable
verwendet werden kann. Befehle wie

(set-goal "all nat nat=nat")

sind fiir Minlog also klar verstandlich. Auch fiir Pfeiltypen wie zum Beispiel nat=>nat
kann der Name auch als Variable aufgefasst werden.

Ist auBerdem v als Variable vom Typ TYP deklariert, so werden auch v0, v1 und so
weiter als Variablen mit Typ TYP aufgefasst. Statt obigen Befehl kdnnen wir also
aquivalent auch

(set-goal "all nat1000 nat1000=nat1000")
schreiben. Da der Namen eines Typs sehr lang werden kann, ist es fiir die Lesbar-

keit oft besser, zusatzliche Variablennamen zu deklarieren. Das geschieht durch den
Befehl

(add-var-name NAMES TYP).
Fiir NAMES wird eine Liste von den gewiinschten Variablennamen angegeben und
anstelle von TYP wird der Typ der Variablen geschrieben. Fiir letzteres bendtigt
man den Befehl (py STRING), der dem Programm mitteilt, dass die Zeichenkette
STRING als Typ zu interpretieren ist. In der Datei nat.scm werden n, m und 1 als
Variablennamen fiir natiirliche Zahlen durch den Befehl

(add_var_name llnll |lml| lllll (py llnatﬂ))

deklariert.



2.2.3 Induktiv definierte Pradikate
Induktiv definierte Pradikate werden durch den Befehl
(add-ids (list (list NAME (make-arity TYPS) ALGNAME)) LIST)

definiert. Anstelle von NAME steht die Bezeichnung des induktiv definierten Pradikats.
Dieses besitzt Argumente, deren Typen man fiir TYPS einsetzt. Die Bezeichnung fiir
die Algebra zu diesem induktiv definierten Pradikat gemal Definition 1.7.1 setzt man
fir ALGNAME ein. Die Einfiihrungsregeln des Pradikats werden fiir LIST eingesetzt,
wobei die einzelnen Regeln in der Form ’ (FORMEL NAME) eingegeben werden. Dabei
ist FORMEL das jeweilige Einfiihrungsaxiom und NAME dessen Bezeichnung.

Als Beispiel méchten wir auf den natiirlichen Zahlen das einstellige induktiv definierte
Pradikat EvenI einfiihren, welches angibt, dass eine natiirlichen Zahl gerade ist.
EvenI ist dadurch definiert, dass die Zahl 0 gerade ist und, wenn eine natiirliche
Zahl n gerade ist, so ist es auch n+2. In Minlog implementieren wir dies durch:

(add-ids

(list (list "EvenI" (make-arity (py "nat")) "algEvenI"))
>("EvenI 0" "InitEvenI")

’("all n(EvenI n -> EvenI(Succ (Succ n)))" "GenEvenI")).

Wir kdnnen uns nun mit (display-alg "algEvenI") die Algebra zu EvenI an-
zeigen lassen und erhalten

algEvenl
CInitEvenI: algEvenl
CGenEvenI: algEvenI=>algEvenl

als Ausgabe. Was aufféllt und auch allgemein gilt ist, dass der Konstruktor, der zur
Einfiihrungsregel mit Namen Regel gehért, von Minlog die Bezeichnung CRegel
erhalt.

Ebenso sieht man, dass die Konstruktoren von nat genau analog sind. Aus diesem
Grund ware es auch méglich bei der Einfiihrung von EvenI anstelle von algEvenI
auch nat zu schreiben. Schreibt man allgemein einen schon belegten Namen einer
Algebra anstelle von ALGNAME, so wird iiberpriift, ob die Konstruktoren die selben
sind und gegebenfalls wird dann diese Algebra und deren Konstruktoren verwendet.
Mit Hilfe des Befehls

(display-idpc NAME)

kénnen wir uns zum induktiv definierten Pradikat NAME die Einfiihrungsregeln und
seine Algebra ausgeben lassen. Fiir das eben eingefiihrte Pradikat EvenI erhalten
wir dann nach Eingabe von (display-idpc "EvenI") die folgende Ausgabe:

EvenIl with content of type algEvenlI
InitEvenI: EvenI O
GenEvenI: all n(EvenI n -> EvenI(Succ(Succ n)))

Die Einfiihrungsaxiome sind als Theoreme im System abgespeichert und lassen sich

beispielsweise mit dem use-Befehl verwenden. Eine andere Moglichkeit ist auch der
Befehl

(intro N).

Mit ihm verwendet man das N-te Einfiihrungsaxiom des Pradikats in der Zielformel,
wobei die Nummerierung mit 0 begonnen wird.

In Minlog ist die De-
zimalschreibweise
fiir natiirliche Zahlen
schon einprogram-
miert, das heilSt 0
anstelle von Zero
oder 1 anstelle von
Succ Zero versteht
das Programm ohne
weiteres.
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2.2.4 Beweis mit induktiv definierten Pradikaten

Wir definieren als Gegenstiick zu dem eben eingefiihrten Pradikat EvenI das Pradikat
0ddI, welches angibt, dass eine natiirliche Zahl ungerade ist:

(add-ids

(list (list "0ddI" (make-arity (py "nat")) "algOddI"))
»("0ddI 1" "Init0ddI")

’("all n(0ddI n -> 0ddI(Succ(Succ n)))" "GenOddI"))

Damit wollen wir nun den Satz beweisen, dass der Nachfolger einer geraden Zahl
ungerade ist. Wir geben also

(set-goal "all n(EvenI n -> 0ddI(Succ n))")

ein. Mit (assume "n" "EvenIn") befordern wir die Variable n und die Pramisse
EvenI n in den Kontext und erhalten

n EvenIn:EvenI n

?_2:0ddI(Succ n)

als Ausgabe. Um das neue Ziel zu beweisen, verwenden wir das Eliminationsaxiom
von EvenI auf das Pradikat {n|0ddI(Succ n)}. Ist NAME der Name einer Formel,
die nur aus einem induktiv definierten Pradikat besteht, dann teilen wir mit

(elim NAME)

dem Programm mit, dass wir das Eliminationsaxiom des induktiv definierten Pra-
dikates verwenden wollen, um die Zielformel zu zeigen. Fiir den Parameter in dem
Eliminationsaxiom wird die Zielformel eingesetzt, wobei genau die freien Variablen
abstrahiert werden, die auch in der Formel NAME vorkommen. Mit der Definition des
Eliminationsaxioms aus Definition 1.4.2 wissen wir, dass

V,(Evenl n— P0— V,(Evenl n— Pn— P(SSn)) — Pn)

das Eliminationsaxiom mit Parameter P von EvenI ist. Das Programm wird also
noch einen Beweis der Pramissen PO und V,(Evenl n — Pn — P(SSn)) fordern,
wobei in unserem Fall Pn:=0ddI Sn ist. In der Tat erhalten wir auch nach Eingabe
von (elim "EvenIn") die Ausgabe

ok, 7_2 can be obtained from

n EvenIn:EvenI n

? _4:all n(EvenI n -> 0ddI(Succ n) -> 0ddI(Succ(Succ(Succ n))))

n EvenIn:EvenI n

?7_3:0ddI 1

Um 0ddI 1 zu beweisen, verwenden wir mit (use "Init0ddI") das erste Einfiih-
rungsaxiom von 0ddI. Fiir das Ziel 7_4 nehmen wir mittels



(assume "m" "Annahmel" "0ddI1")
die Variable und beide Annahmen in den Kontext und wollen das neue Ziel

ok, we now have the new goal

n EvenIn:EvenIl n
m Annahmel:EvenI m
0ddI1:0ddI(Succ m)

7_5:0ddI(Succ(Succ(Succ m)))
durch das zweite Einflihrungsaxiom vom 0ddI beweisen. Dieses ist gegeben durch
Gen0ddI: all n(0ddI n -> 0ddI(Succ(Succ n))).

Da Minlog mit einem einfachen use-Befehl jedoch nicht erkennt, wie dieses Axiom
angewendet werden soll, miissen wir use-with verwenden und geben daher

(use-with "Gen0OddI" (pt "Succ m") "0ddI1")

ein. Das beendet den Beweis direkt.

Beispits sem T
Fle edt options Buffers Tools Scheme Help |W_rie_edt options uffers Tools complete injout Signals Help |
EEFE R R T SEXDA0%E |
| (set! COMMENT-FLAG #f) -{ > > loading nat.scm ...

(libload "nat.scm") > > ok, inductively defined predicate constant EvenI added

(set! COMMENT-FLAG #t) > ok, inductively defined predicate constant OddI added

>

(add-dds .. . e I e e L L L R R S LS SR SRS S S LSS s s

(list (list "EvenI" (make-arity (py "nat")) "algEvenI")) ?_1:all n(Evenl n -> 0ddI(Succ n))

‘("EvenI 0" "InitEvenI")

*("all n(EvenI n -> EvenI(Succ(Succ n)))" "GenEvenI")) > ok, we now have the new goal

(add-ids

(list (list "0ddI" (make-arity (py "nat")) "alg0ddI")) n EvenIn:EvenI n

f("0ddI 1" "Init0ddI") M e e eeeeeeeeeeeeeesseseesseeeeeeenees

*("all n(0ddI n -> 0ddI(Succ(Succ n)))" "GenOddI")) ?_2:0ddI(Succ n)

(set-goal "all n(EvenI n -> 0ddI(Succ n))") > ok, 7.2 can be obtained from

(assume "n" "“EvenIn")

(elim "EvenIn”) n EvenIn:EvenI n

(use "Init0ddI™) R

(assume "m" "Annahmel" "OddI1") ?_4:all n(EvenI n -> 0ddI(Succ n) -> 0ddI(Succ(Succ(Succ n))))

(use-with "GenOddI" (pt "Succ m") “0ddI1")]

n EvenIn:EvenI n

= ?7.3:0ddI 1

> ok, 7_3 is proved. The active goal now is

?_4:all n(EvenI n -> 0ddI(Succ n) -> 0ddI(Succ(Succ(Succ n))))

> ok, we now have the new goal

n EvenIn:EvenlI n
m  Annahmel:EvenI m
0ddI1:0ddI(Succ m)

?_5:0ddI (Suce (Succ (Suce m)))

> ﬁk, 7.5 is proved. Proof finished.
>

=l
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Wollen wir uns den Beweis mit (cdp) anzeigen lassen, sieht dies zwar etwas uniiber-
sichtlich aus,

...... allnc n~3824(Evenl n~3824 -> 0ddI 1 -> all n(EvenIl n ->
0ddI(Succ n) -> 0ddI(Succ(Succ(Succ n)))) ->
0ddI(Succ n~3824)) by axiom Elim

..... EvenI n -> 0ddI 1 -> all n(EvenI n -> 0ddI(Succ n) ->
0ddI(Succ(Succ(Succ n)))) -> 0ddI(Succ n)
by allnc elim
..... Evenl n by assumption EvenIn2064
.0ddI 1 -> all n(EvenI n -> 0ddI(Succ n) ->

o7
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0ddI(Succ(Succ(Succ n)))) -> 0ddI(Succ n) by imp elim
....0ddI 1 by axiom Intro
..all n(EvenI n -> 0ddI(Succ n) -> 0ddI(Succ(Succ(Succ n))))
-> 0ddI(Succ n) by imp elim
........ all n(0ddI n -> 0ddI(Succ(Succ n))) by axiom Intro

....... 0ddI(Succ m) -> 0ddI(Succ(Succ(Succ m))) by all elim
....... 0ddI(Succ m) by assumption 0ddI12068
...... 0ddI(Succ(Succ(Succ m))) by imp elim89
..... 0ddI(Succ m) -> 0ddI(Succ(Succ(Succ m)))
by imp intro 0ddI12068
..EvenI m -> 0ddI(Succ m) -> 0ddI(Succ(Succ(Succ m)))
by imp intro Annahmel2067
..all n(EvenI n -> 0ddI(Succ n) -> 0ddI(Succ(Succ(Succ n))))
by all intro
..0ddI(Succ n) by imp elim
.EvenI n -> 0ddI(Succ n) by imp intro EvenIn2064
all n(EvenI n -> 0ddI(Succ n)) by all intro

wir erkennen aber dennoch, dass die erste Formel durch Elimination folgt und die For-
meln 0ddI 1 sowie all n(0ddI n -> 0ddI(Succ(Succ n))) durch Einfihrung
folgen. Das passt auch damit zusammen, dass wir genau einmal das Eliminations-
axiom und zweimal ein Einfiihungsaxiom verwendet haben.

2.3 Dekorationen in Minlog

Beim Umgang mit den dekorierten logischen Symbolen ist sehr niitzlich, einen Com-
puter als Unterstiitzung zu verwenden. Denn, wie man in 1.6.2 sieht, muss bei der
—"¢_ bzw. V"°-Einfiihrungsregel die Menge der rechnerischen Annahmen bzw. die
Menge der rechnerischen Variablen bestimmt werden. Mit Computerhilfe |dsst sich
das leicht erledigen, wihrend es mit Stift und Papier sehr lange dauern kann und
daher auch fehleranfallig ist.

2.3.1 Der nicht-rechnerische Allquantor

Wir gehen zunachst auf den nicht-rechnerischen Allquantor ein. In Minlog wird dieser
mit allnc bezeichnet und hat die gleichen syntaktischen Regeln wie der gewdhnliche
Allquantor. Im Abschnitt 2.1.7 haben wir in Minlog die Formel V,(Pn — Qn) —
VyPn — V,Qn bewiesen. Jetzt mdchten wir die dekorierte Form V7¢(Pn — Qn) —
Vi°Pn — V°Qn dieser Aussage beweisen. Dazu laden wir zundchst wieder nat . scm
aus der Bibliothek und Deklarieren die Pradikate P und Q genau wie in Abschnitt
2.1.7. Dann geben wir

(set-goal "allnc n(P n -> Q n) -> allnc n P n -> allnc n Q n")

ein, um unsere Zielformel festzulegen. Die Ausgabe des Programms ist dann wie
erwartet

?_1:allnc n(Pn ->Qn) ->allncnPn->allncnQn



Mittels (assume "Annahmel" "Annahme2" "m") beférdern wir die beiden Pramis-
sen und die Variable m in den Kontext. Die Ausgabe des Programms ist fast identisch
zu dem Beispiel mit dem gewohnlichen Allquantor aus Abschnitt 2.1.7.

ok, we now have the new goal

Annahmel:allnc n(P n -> Q n)
Annahme2:allnc n P n

{m}

Es fallt jedoch auf, dass um die Variable m im Kontext geschweiften Klammern er-
scheinen. Dies teilt uns mit, dass wir m nicht rechnerisch verwenden sollen. Das be-
deutet, wir diirfen m in keinem Term verwenden, der auf einen rechnerischen Allquan-
tor angewendet wird. In unserem Fall sind jedoch die beiden Annahmen im Kontext
nicht-rechnerische Allaussagen, sodass wir diese ohne weiteres auf m spezialisieren
konnen. Wir schreiben daher (use "Annahmei1") gefolgt von (use "Annahme2"),
was den Beweis beendet. Die folgende Abbildung zeigt nochmal den gesamten Be-
weis in Minlog und die Ausgabe nach Eingabe von (cdp).

oo
Fle Edt Options Buffers Tools Scheme Help [N Fie_edt options Buffers Tools Complete injout _Signals _Help. |
CEexXxXEdE w200 8%8 [lCeexcagz® |
| (set! COMMENT-FLAG #f) | > > loading nat.scm ...
(libload "nat.scm") > > ok, predicate variable P: (arity nat) added
(set! COMMENT-FLAG #t) ok, predicate variable Q: (arity nat) added
(add-pvar-name "P" "Q" (make-arity (py "nat"))) >
(set-goal “allnc n(Pin =>Q:n) => allnc:n Pin = allne nQen®™) [ oo oo om oot G bt ot G i S L B L LT S L L SR S SRR S SRR
(assume "Annahmel" "Annahme2" "m") ?_l:allnc n(Pn ->Qn) ->allncnPn->allncnQn
(use "Annahmel")
(use “"Annahme2") > ok, we now have the new goal
(cdp)[]
Annahmel:allnc n(P n -> Q n)
Annahme2:allnc n P n
{m}
?7.2:Qm
> ok, ?_2 can be obtained from
Annahmel:allnc n(P n -> Q n)
Annahme2:allnc n P n
{m}
?7.3:Pm
> ok, ?_3 is proved. Proof finished.
> .....allnc n(P n -> Q n) by assumption Annahmel2058
. m
....Pm ->Q mby allnc elim
.allnc n P n by assumption Annahme22059
..... m
....P m by allnc elim
...Q m by imp elim
..allnc n Q n by allnc intro
.allnc n P n -> allnc n Q n by imp intro Annahme22059
allnc n(P n ->Qn) ->allnc n P n -> allnc n Q n by imp intro Annahmel2058
>1
=) (=)
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Wir sehen, dass hier nun die Regeln allnc elim und allnc intro auftreten.
Beim Umgang mit dem nicht-rechnerischen Allquantor in Minlog sollte man beach-
ten, dass Minlog lediglich eine Warnung ausgibt, wenn wir eine nicht-rechnerische
Variable rechnerisch verwenden wollen. Den Beweis kénnen wir trotzdem weiterfiih-
ren. Als Beispiel hierfiir machen wir in der oben bewiesenen Aussage den ersten
nicht-rechnerischen Allquantor zu einem gewdhnlichen Allquantor und schreiben

(set-goal "all n(P n -> Q n) -> allnc n P n -> allnc n Q n").

Auch hier verwenden wir wieder (assume "Annahmel" "Annahme2" "m"). Geben
wir nun aber (use "Annahmel") ein, erhalten wir keine Fehlermeldung. Es erscheint
am Anfang nur eine Warnung:
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Warning: nc-intro with cvar(s)
m
ok, 7_2 can be obtained from

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:allnc n P n
{m}

Dass dies nicht direkt zu einer Fehlermeldung fiihrt, liegt darin begriinden, dass an
dieser Stelle noch nicht klar ist, ob es sich wirklich um eine falsche Anwendung han-
delt. So wiirde man moglicherweise korrekte Beweise vorzeitig abbrechen. Auerdem
gibt es von der logischen Struktur aus betrachtet es keinen Unterschied zwischen
V und V. Insbesondere ware der Beweis ohne Dekorationen natiirlich korrekt. Be-
enden wir nun den ,Beweis” und verwenden wir (cdp), so erhalten wir auch einen
Beweisbaum, bekommen aber mitgeteilt, dass der ,,Beweis” inkorrekt ist, weil wir eine
nicht-rechnerische Alleinfiihrung mit einer rechnerischen Variable gemacht haben.

Hier sieht man auch

einen Unterschied,
zwischen (cdp)
und (dp). Gibt man
(dp) ein, wird nur
der Beweisbaum
ausgegeben und
nicht gemeldet, dass
dieser inkorrekt ist.

Dem aufmerksa-
men Leser wird
auffallen, dass in
der Zielformel ein
Implikationspfeil
rechnerisch ist. Das
ist auch notwenig,
ansonsten kann
man die Aussage
fur allgemeines C
nicht beweisen. Wir
werden spidter die
vollstandig deko-
rierte Aussage noch
betrachten.
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Fle Edt Options Buffers Tools Scheme Help [N Fie edt options Buffers Tools Complete injout Signals Help |
DEeXEH 2w 0a8 %6 [[Ceexcaczs |
= (set! COMMENT-FLAG #f) A e =
(libload "nat.scm") 7.1:alln(Pn->Qn) ->allncnPn ->allnc hQn
(set! COMMENT-FLAG #t)
(add-pvar-name "P" "Q" (make-arity (py "nat"))) > ok, we now have the new goal
(set-goal “allnc n(P n ->Q n) -> allnc n P n -> allnc n Q n")
(assume "Annahmel" "Annahme2" "m") Annahmel:all n(P n -> Q n)
(use "Annahmel") Annahme2:allnc n P n
(use “Annahme2") {m}
(CdB) W i m e e i i = i i
?7.2.0m
(set-goal "all n(P n ->Q n) ->allnc n P n -> allnc n Q n")
(assume "Annahmel" "Annahme2" "m") > Warning: nc-intro with cvar(s)
(use "Annahmel") m
(use "Annahme2") ok, 7_2 can be obtained from
(cdp)[]
Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:allnc n P n
{m}
?7.3:Pm
> Warning: nc-intro with cvar(s)
m
ok, 7_3 is proved. Proof finished.
> warning: allnc-intro with cvarm
all n(P n -> Q n) by assumption Annahmel2066
—
....Pm->0Q mby all elim
..... allnc n P n by assumption Annahme22067
Looem
....P mby allnc elim
...Q mby imp elim
..allnc n Q n by allnc intro
.allnc n P n -> allnc n Q n by imp intro Annahme22067
all n(P n ->Qn) ->allnc n P n ->allnc n Q n by imp intro Annahmel2066
Incorrect proof: nc-intro with computational variable(s)
m
>1
=l =]
¥%. Beispield.scm AUL L15  (Scheme)-----=---=ac-zac-zac-sazosaamsoocczac-zao-o “Us*k- *scheme* Bot L108  (Inferior Scheme:run)---==--==-c=cczacozazocazooasd

2.3.2 Der nicht-rechnerische Implikationspfeil

Der nicht-rechnerische Implikationspfeil wird in Minlog mit --> bezeichnet und be-
sitzt die gleichen syntaktischen Regeln wie ->. Als Anwednungsbeispiel mdchten wir
in Minlog zeigen, dass die nicht rechnerische Implikation transitiv ist. Dazu fiihren
wir mit (add-pvar-name "A" "B" "C" (make-arity)) drei Aussagenvariablen
ein und setzen dann mit

(set-goal "(A --> B) --> (B --> C) -> A --> C")

unser Ziel. Die drei Pramissen bringen wir wieder in den Kontext, indem wir den
Befehl (assume "Annahmel" "Annahme2" "Annahme3") eingeben.

ok, we now have the new goal



{Annahmel}:A --> B
Annahme2:B --> C
{Annahme3}:A

Wir sehen, dass nun alle Annahmen, die nicht-rechnerisch eingingen, in geschweif-
ten Klammern stehen. Die Annahmen in geschweiften Klammern diirfen nur in ei-
nem nicht-rechnerischen Teil des Beweises verwendet werden. Ob man sich in einem
nicht-rechnerischen Teil eines Beweises befindet, wird jedoch vom System selbst
nicht angezeigt und muss vom Benutzer {iberpriift werden. Unser Beweis wird nun
damit fortgesetzt, dass wir Annahme?2 verwenden. Nach Annahme?2 impliziert B nicht-
rechnerisch C, deswegen befinden wir uns nach der Eingabe von (use "Annahme2")
in einem nicht-rechnerischen Teil des Beweises. Wir diirfen, um B zu zeigen, somit
alle Annahmen im Kontext verwenden. Daher kénnen wir mit (use "Annahmel")
den Beweis fortsetzen und haben die Ausgabe

ok, 7_3 can be obtained from

{Annahmel}:A --> B
Annahme2:B --> C
{Annahme3}:A

Hier befinden wir uns weiterhin in einem nicht-recherischen Teil des Beweises, da wir
immer noch das Teilziel B zeigen wollen, welches nicht rechnerisch eingeht. Daher
beenden wir den Beweis mit (use "Annahme3").

Eine Anwendung von (cdp) zeigt uns, dass in dem Beweis die Regeln impnc elim
und impnc intro verwendet wurden, was genau die Regeln zum nicht-rechnerischen
Implikationspfeil sind. Da wir keine Fehlermeldung bei (cdp) bekommen, wurde jede
Regel korrekt angewandt.

T e
Fle Edt Options Buffers Tools Scheme Help | W File Edit Options Buffers Tools Complete Imjout Signals Help ﬂ
REEETETE] FEE ) IcCeexeacza |
L™ (add-pvar-name " " (make-arity)) "> ok, predicate variable A: (arity) added

(set-goal "(A -- (B =<>iC) =ik S=31CY) ok, predicate variable B: (arity) added

(assume "Annahmel" "Annahme2" "Annahme3") ok, predicate variable C: (arity) added

(use "Annahme2") >

(use "Annahmel®) e eeeee e

(use "Annahme3") ?7.1:(A -->B) --> (B -->C) -> A -->C

(cdp)[]

> ok, we now have the new goal

{Annahmel}:A --> B
Annahme2:B --> C
{Annahme3}:A

> ok, 7_2 can be obtained from

{Annahmel}:A --> B
Annahme2:B --> C
{Annahme3}:A

> ok, ?_3 can be obtained from

{Annahmel}:A --> B
Annahme2:B --> C
{Annahme3}: A

> ok, 7_4 is proved. Proof finished
> ....B --> C by assumption Annahme2263

.....A --> B by assumption Annahmel262

..... A by assumption Annahme3264

....B by impnc elim

...C by impnc elim

..A --> C by impnc intro Annahme3264

(B -->C) -> A --> C by imp intro Annahme2263

(A -->B) --> (B --> C) -> A --> C by impnc intro Annahme1262

=l
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Hatten wir aber jeden Implikationspfeil in der Zielformel nicht-rechnerisch gemacht,
wiirden wir keinen giiltigen Beweis erhalten. Denn die Aussage C kann rechnerischen
Gehalt haben, wiirden jedoch keine Pramisse rechnerisch eingehen, stellt sich die
Frage, woher dieser rechnerische Gehalt kommen soll.

Analog zum nicht-rechnerischen Allquantor wiirden wir auch hier nur einen War-
nung erhalten, falls wir eine Annahme, die nicht-rechnerisch eingehen soll, in einem
rechnerischen Teil des Beweises verwenden wiirden.

2.3.3 Dekorierte Priadikate

Den nicht-rechnerischen Allquantor und Implikationspfeil, kann man auch bei der
Definition von induktiv definierten Pradikaten verwenden. In Abschnitt 2.2.3 haben
wir das Pradikat EvenI definiert. Bei der letzten Regel GenEvenI, die durch

all n(EvenI n -> EvenI(Succ (Succ n)))

gegeben ist, macht es beispielsweise Sinn, den Allquantor durch einen nicht-rechnerischen

Allguantor zu ersetzen, denn heuristisch betrachtet, ist die Information iiber n auch
bereits in EvenI n enthalten. Die Regel GenEvenI hat dann die Form

allnc n(EvenI n -> EvenI(Succ (Succ n))).

Im Vergleich zu den induktiv definierten Pradikaten ohne Dekorationen dndert sich
nichts wesentliches.

Auch beim Einfiihren eines nicht-rechnerischen induktiv definierten Pradikat gibt es
wenig Unterschied. Will man ein induktiv definiertes Pradikat als nicht-rechnerisch
einfiihren, so tut man dies dadurch, dass man keinen Namen fiir die Algebra des
Pradikats eingibt.

Um ein schones Beispiel fiir nicht-rechnerische induktiv definierte Pradikate, angeben
zu konnen, benutzen wir an dieser Stelle die Algebra der Listen. Diese wird in der
Bibliotheksdatei 1ist.scm eingefiihrt. Wir wollen das Pradikat RevI mit zwei Listen
als Argumente definieren, die angeben soll, dass die erste Liste riickwarts gelesen die
zweite Liste ergibt. Dazu laden wir zunachst die Dateien nat.scm und 1ist.scm ein.
Der Listentyp wird mit einer Typvariablen alpha definiert und ist in Abschnitt 2.2.1
gegeben. Wir fiihren zunachst zwei Variablen xs und ys vom Typ 1ist alpha und
eine Variable x vom Typ alpha ein. In der Datei 1ist.scm wird fiir den Konstruktor
Cons alpha die Abkiirzung :: als Infixnotation eingefiihrt. Fiir x :: (Nil alpha)
wurde auch die Abkiirzung x: eingefiihrt und mit ++ wird die Verkettung von zwei
Listen bezeichnet. Wir fiihren daher unser induktiv definiertes Pradikat RevI wie
folgt ein:

(add-ids (list (1list "RevI" (make-arity (py "list alpha")

(py "list alpha"))))
>("RevI(Nil alpha) (Nil alpha)" "InitRevI")
>("all xs,ys,x(RevI xs ys -> RevI(xs++x:) (x::ys))" "GenRevI"))

Als Anwendung davon, beweisen wir nun, dass RevI symmetrisch ist. Wir geben also
(set-goal "all xs,ys(RevI xs ys -> RevI ys xs)")

in Minlog ein. Nachdem wir mit (assume "xs" "ys" "RevIxsys") die Pramissen
in den Kontext gesetzt haben ist die Ausgabe des Systems:



ok, we now have the new goal

xs ys RevIxsys:Revl xs ys

?_2:Revl ys xs

Die einzige Moglichkeit, diese Aussage zu beweisen, besteht offenbar darin, das
Eliminationsaxiom zusammen mit der Annahme RevIxsys auf die Zielformel zu
verwenden. Da RevI ein nicht-rechnerisches induktiv definiertes Pradikat ist, muss
die Zielformel beim Verwenden von elim nicht-rechnerisch sein. Das ist hier der Fall.
Deswegen geben wir (elim "RevIxsys") ein und erhalten die Ausgabe

ok, 7_2 can be obtained from

?7_3:RevI(Nil alpha) (Nil alpha)

Die Zielformel 7_3 zeigen wir durch (use "InitRevI"). Um die andere Zielformel
?_2 zu zeigen, nehmen wir zunichst durch

(assume "xs1" "ysl1" "x" "RevIxslysl" "RevIyslxsi")

alles in den Kontext und verwenden nun wieder den Befehl elim, dieses Mal auf
RevIysixsl. Wir geben also (elim "RevIysixs1") ein und erhalten die Ausgabe

ok, 7_5 can be obtained from

xs ys RevIxsys:Revl xs ys
xsl ysl x RevIxslysl:
RevI xs1 ysi
RevIyslxsl:RevI ysl xsl
7_T7:all xs,ys,x0(
RevI xs ys -> RevI(x::xs) (ys++x:) ->
RevI(x::xs++x0:) ((x0::ys)++x:))

xs ys RevIxsys:Revl xs ys

xsl ysl x RevIxslysl:
RevI xs1 ysi

RevIyslxsl:RevI ysl xsi

7_6:RevI(x:) ((Nil alpha)++x:)
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Wir wissen, dass x: und (Nil alpha)++x: die selben Terme in unserer Theorie
sind. Das System erkennt dies auch. Nach InitRevI gilt RevI(Nil alpha) (Nil
alpha) und mit GenRevI erhalten wir dann RevI x: x:. Minlog erkennt jedoch
mit dem use-Befehl nicht sofort, wie GenRevI anzuwendenden ist, daher verwenden
wir use-with:

(use-with "GenRevI" (pt "(Nil alpha)") (pt "(Nil alpha)")
(pt "x") "InitRevI")

Zuriick bekommen wir dann

ok, 7_6 is proved. The active goal now is

xs ys RevIxsys:Revl xs ys
xsl ysl x RevIxslysl:
RevI xsl1 ysl
RevIyslxsl:RevI ysl xsl
?7_7:all xs,ys,x0(
RevI xs ys -> RevI(x::xs) (ys++x:)
-> RevI(x::xs++x0:) ((x0::ys)++x:))

Wir sehen, dass RevI(x::xs) (ys++x:) -> RevI(x::xs++x0:) ((x0::ys)++x:))
die Form des Axioms GenRevI hat. Wir nehmen daher alles bis auf die letzte Pra-
misse mit (assume "xs2" "ys2" "x0" "Annahmel") in den Kontext und beenden
durch (use-with "GenRevI" (pt "x::xs2") (pt "ys2++x:") (pt "x0")) den
Beweis.

@ Beispiels.scm G []® wschemer. v o]
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| (set! COMMENT-FLAG #f) T .

(libload "nat.scm") 7_5:RevI(x::ysl) (xsl++x:)

(libload "list.scm")

(set! COMMENT-FLAG #t) > ok, ?_5 can be obtained from

(add-var-name "xs" "ys" (py "list alpha")) Xs ys RevIxsys:RevI xs ys

(add-var-name "x" (py "alpha")) xsl ysl x RevIxslysl

RevI xsl ysl

(add-ids (list (list "RevI" (make-arity (py "list alpha") RevIyslxsl:RevI ysl xsl

(py "list alpha™)))) e eeaeeeeaeiaas

*("RevI(Nil alpha)(Nil alpha)" "InitRevI") ?_7:all xs,ys,x0(

*("all xs,ys,x(RevI xs ys -> RevI(xs++x:)(x::ys))" “GenRevI")) RevI xs ys -> RevI(x::xs)(ys++x:) -> RevI(x::xs++x0:)((x0::ys)++x:))

(set-goal "all xs,ys(RevI xs ys -> RevI ys xs)")
(assume “xs" "ys" "RevIxsys")

(elim "RevIxsys") xs ys RevIxsys:RevI xs ys
(use "InitRevI") xsl ysl x RevIxslysl:

(assume "xs1" "ysl" "x" "RevIxslysl" "RevIyslxsl") RevI xsl ysl

(elim "RevIyslxsl") RevIyslxsl:RevI ysl xsl

(use-with "GenRevI" (pt "(Nil alpha)") (pt "(Nil alpha)") (pt "x") "INitRevI") [l | < -ncmmmmmmmm oo oo

(assume "xs2" "ys2" "x0" "Annahmel") ?7_6:RevI(x:)((Nil alpha)++x:)
(use-with "GenRevI" (pt "x::xs2") (pt "ys2++x:") (pt "x0"))[]
> ok, 7_6 is proved. The active goal now is

xs ys RevIxsys:RevI xs ys

xsl ysl x RevIxslysl:
RevI xsl ysl

RevIyslxsl:RevI ysl xsl

= 7_7:all xs,ys,x0(
RevI xs ys -> RevI(x:ixs)(ys++x:) -> RevI(x::xs+x0:)((x0::ys)++x:))

> ok, we now have the new goal

xs ys RevIxsys:RevI xs ys
xsl ysl x RevIxslysl:
RevI xsl ysl
RevIyslxsl:RevI ysl xsl
xs2 ys2 x@ Annahmel:RevI xs2 ys2

7_8:RevI(x:ixs2) (ys2+4x:) -> Rev(x:ixs2++x0: ) ((x0::ys2)++x:)

> ok, 7_8 is proved. Proof finished.
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Lassen wir uns durch (display-idpc "RevI") das Pradikat RevI anzeigen, steht
anstelle der Angabe der Algebra, dass das Pradikat nicht rechnerisch ist:

RevI non-computational
InitRevI: RevI(Nil alpha) (Nil alpha)
GenRevI: all xs,ys,x(RevIl xs ys -> RevI(xs++x:)(x::ys))



2.3.4 Leibnizgleichheit und Simplifizierung

Ein sehr wichtiges Beispiel fiir ein nicht-rechnerisches induktiv definiertes Pradikat
ist die Leibnizgleichheit. Sie ist bereits in Minlog eingespeichert und wird mit EqD
bezeichnet. Geben wir (display-idpc "EqD") ein, sehen wir durch welches Ein-
fiithrungsaxiom sie gegeben ist:

EgD non-computational
InitEgD: allnc alpha” alpha”™ eqd alpha~™

Das ist die dekorierte Form der Leibnizgleichheit, wie sie in Beispiel 1.4.3 eingefiihrt
wurde. Dem System ist auch die Infixnotation T1 eqd T2 anstelle von EqD T1 T2
bekannt. AuRerdem beachte man, dass, wie in Bemerkung 1.9.3 erwdhnt, jedes Pra-
dikat bei der Elimination der Leibnizgleichheit verwendet werden darf.

Nach der Einfiihrung der Leibnizgleichheit ist in Lemma 1.4.4 die fiir eine Gleichheit
charakteristische Eigenschaft V, ,(Eqxy — A(x) — A(y)) gezeigt. Auch in Minlog ist
diese Eigenschaft bekannt, sodass es dafiir den Befehl simp gibt: Haben wir eine
Formel FORMEL der Form T1 eqd T2, die eine Leibnizgleichheit von zwei Termen
T1 und T2 ist, oder eine Abstraktion davon, dann wird in einem Beweis durch den
Befehl

(simp FORMEL)

in der derzeitigen Zielformel der Term T1 durch den Term T2 ersetzt. Falls FORMEL
noch Pramissen haben sollte, wird auch ein Beweis von diesen Pramissen verlangt.
Formal gesehen verwendet man die Formel V¥, ,(Eqxy — A(x) — A(y)) aus Lemma
1.4.4 oder genauer genommen verwendet man die dquivalente Formel V, ,(Eqxy —
A(y) — A(x)), wobei fiir A die Zielformel, fiir x der Term T1 und fiir y der Term T2
eingesetzt wird. Die Pramisse Eqxy ist dann schon gegeben und das System fordert
dann einen Beweis von A(y).

Als kleines Beispiel beweisen wir fiir eine natiirliche Zahl n und eine Funktion f:
N — N die Aussage f(n) =n— f(n)= f(f(n)). Wir geben also

(set-goal "all f,n(f n eqd n -> £(f n)eqd f n)")

ein und nehmen mit (assume "f" "n" "fn=n") die Variablen und die Primisse in
den Kontext. Zu zeigen ist nun folgendes:

ok, we now have the new goal
f n fn=n:f neqdn
v 2f(feqdtn
Mit (simp "fn=n") wird nun beides Mal £ n durch n ersetzt und wir erhalten
ok, 7_2 can be obtained from
f n fn=n:f neqdn

7. 3:f neqdn
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zuriick und beenden den Beweis mit (use "fn=n").

e e ) tachemer

Fle Edt Options Buffars Tools Scheme Help |§_File edit Options Buffers Tools complete imjout Signals Help |
EEFE- R R 1) ICeexcaaza |
| (set! COMMENT-FLAG #f) | Petite Chez Scheme Version 8.4

(libload “nat.scm") Copyright (c) 1985-2011 Cadence Research Systems

(set! COMMENT-FLAG #t)
(add-var-name "f" (py "nat=>nat"))
Minlog Lloaded successfully
(set-goal "all f,n(f n eqd n -> f(f n)eqd f n)") > > loading nat.scm ..

(assume "f" "n" "fn=n") > > ok, variable f: nat=>nat added
(simp “fn=n") >

(use "fn=n") R oo e
’ﬁcdpi 7_1:all £,n(f n eqd n -> f(f n)eqd f n)

> ok, we now have the new goal

f n fr=n:fneqdn

7_2:f(f n)eqd f n
> ok, 7_2 can be obtained from
f n fn=n:fneqdn

| 73:Fneqdn

> ok, 7_3 is proved. Proof finished.
5 i iz all f allnc n"3817,n"3818(n"3817 eqd n"3818 -> f n"3818 eqd n"3818 -> f =
sn"3817 eqd n"3817) by theorem EqDCompatRev

el f

....... allnc n"3817,n"3818(n"3817 eqd n"3818 -> f n"3818 eqd n"3818 -> f n"3817 eq®
<d n"3817) by all elim

RN

,,,,,, allnc n"3818(f n eqd n"3818 -> f n"3818 eqd n"3818 -> f(f n)eqd f n) by allne
sc elim

,,,,, fneqdn ->fneqdn -> f(fn)egd f n by allnc elim
..... fneqd n by assumption fn=n2058

....fneqdn -> f(f njeqd f n by imp elim

....f neqd n by assumption fn=n2058

...f(f n)eqd f n by imp elim

..fneqdn -> f(f neqd f n by imp intro fn=n2058

.all n(f neqd n -> f(f n)eqd f n) by all intro
all £,n(f n eqd n -> f(f n)eqd f n) by all intro

>1
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Eine Darstellung des Beweises mit (cdp) zeigt uns, dass das Theorem EqDCompatRev
angewandt wurde. Dabei bedeutet Rev eben, dass es sich um die Formel V. ,(Eqxy —
A(y) — A(x)) handelt und nicht um V, ,(Eqxy — A(x) — A(»)). Will man letztere
Formel verwenden, so kann man simp leicht abwandeln mit

(simp "<-" FORMEL).

Der Pfeil <- steht dafiir, dass man die Gleichheit hier in die andere Richtung ver-
wenden mochte. Dies ware in unserem obigen Beweis auch moglich, ist aber nicht
zielfiihrend. Trotzdem geben wir zu Demonstrationszwecken die Ausgabe von Minlog
nach (simp "<-" "fn=n") anstelle von (simp "fn=n") an:

ok, 7_2 can be obtained from

f n fn=n:f neqdn

?_3:£(£(f n))eqd f(f n)

Es wurde jedes n in der Zielformel durch £ n ersetzt.

Es ist nicht nur moglich fiir FORMEL den Namen einer schon bekannten Formel anzu-
geben. Man kann auch (pf GLEICHHEIT) einsetzen, wobei GLEICHHEIT wie vorher
eine Abstraktion von T1 eqd T2 sein sollte. Das System fordert dann zusatzlich
noch einen Beweis von GLEICHHEIT. Ansonsten ist alles andere analog wie vorher.

2.3.5 Beispiele induktiv definierter Pradikate

In diesem Abschnitt wollen wir auf die Disjuktion, die Konjuktion und den Existenz-
quantor als induktiv definierte Pradikate eingehen.

Beginnen wir mit der Konjunktion. Von ihr gibt es in Minlog vier verschiedene Vari-
anten:

AndD with content of type yprod



InitAndD: Pvarl -> Pvar2 -> Pvarl andd Pvar2
AndL with content of type identity

InitAndL: Pvarl -> Pvar2 --> Pvarl andl Pvar2
AndR with content of type identity

InitAndR: Pvarl --> Pvar2 -> Pvarl andr Pvar2
AndNc non-computational

InitAndNc: Pvarl --> Pvar2 --> Pvarl andnc Pvar2

Hier ist auch wieder die Infixnotation geldufig. AuBerdem fallt auf, dass es keine
nicht-rechnerische Konjuktion gibt. Das liegt daran, dass bereits der Typ von einem
moglichen AndU der Einheitstyp ist. Nach Bemerkung 1.9.3 ist AndU damit iiberfliissig
und kann durch AndNc ersetzt werden.

Um das Einfiihrungsaxiom der jeweiligen Konjunktion zu verwenden, gibt es auch
den Befehl (split). Dieser ist fiir die obigen Pradikate dquivalent zu (intro 0).
Beim Existenzquantor ist es wie bei der Konjunktion: Auch hier haben wir vier
Varianten:

ExD with content of type yprod
InitExD: all alpha~((Pvar alpha)alpha~ ->
exd alpha~0 (Pvar alpha)alpha~0)
ExL with content of type identity
InitExL: all alpha~((Pvar alpha)alpha~ -->
exl alpha~0 (Pvar alpha)alpha~0)
ExR with content of type identity
InitExR: allnc alpha~((Pvar alpha)alpha~ ->
exr alpha~0 (Pvar alpha)alpha~0)
ExNc non-computational
InitExNc: allnc alpha~((Pvar alpha)alpha~ -->
exnc alpha~0 (Pvar alpha)alpha~0)

Weil das Eliminationsaxiom fiir einen Existenzquantor etwas kompliziert anzuwenden
ist, gibt es dafiir den Befehl

(by-assume ANNAHME VAR NAME) .

Mit diesem Befehl wird die neue Variable VAR eingefiihrt, die die Existenzaussage
ANNAHME =: 3, A(x) erfiillt. Es wird dann A(VAR) im Kontext unter NAME abgespei-
chert.

Beweisen wir als Beispiel die Aussage V,(P(n) — Q(n)) — 3,P(n) — 3,Q(n). Wir
geben also

(set-goal "alln (Pn ->Qn) ->exdn Pn ->exdn Qn")
(assume "Annahmel" "Annahme2")

ein und erhalten die Ausgabe

ok, we now have the new goal

Annahmel:all n(P n -> Q n)
Annahme2:exd n P n

7 2:exdn@Qn
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Hier verwenden wir mit (by-assume "Annahme2" "n" "Annahme2Inst") den Be-
fehl by-assume. Minlog gibt uns

ok, we now have the new goal

Annahmel:all n(P n -> Q n)
n Annahme2Inst:P n

7?7 5:exdnQn

zuriick. Man sieht, dass Annahme2 nicht mehr aufgefiihrt wird. Sie existiert aber
dennoch und man koénnte sie immer noch verwenden. Um nun die Aussage exd
n Q n zu beweisen, verwenden wir das Einfiilhrungsaxiom auf den Term n durch
(intro 0 (pt "n")). Die Ausgabe lautet

ok, 7_5 can be obtained from

Annahmel:all n(P n -> Q n)
n Annahme2Inst:P n

und mit (use "AnnahmelInst") gefolgt von (use "Annahme2") beenden wir den
Beweis.

Im Gegensatz zum Ex und And haben wir bei der Disjunktion fiinf Varianten, weil
der Typ von 0rU nicht der Einheitstyp sondern die boolesche Algebra ist.

OrD with content of type ysum
Inl0rD: Pvarl -> Pvarl ord Pvar2
InrOrD: Pvar2 -> Pvarl ord Pvar2
OrL with content of type ysumu
InlOrL: Pvarl -> Pvarl orl Pvar2
InrOrL: Pvar2 --> Pvarl orl Pvar?2
OrR with content of type uysum
Inl0rR: Pvarl --> Pvarl orr Pvar2
InrOrR: Pvar2 -> Pvarl orr Pvar2
OrU with content of type boole
Inl0rU: Pvarl --> Pvarl oru Pvar?2
InrOrU: Pvar2 --> Pvarl oru Pvar?2
OrNc non-computational

Inl0rNc: Pvarl -> Pvarl ornc Pvar2
InrOrNc: Pvar2 -> Pvarl ornc Pvar2

Fiir die Disjuktion gibt es keine besonderen Befehle. Die Einfiihungsaxiome und das
Eliminationsaxiom lassen auch jeweils leicht anwenden.

Von diesen drei induktiv definierten Pradikaten gibt es jeweils noch ,interaktive”
Varianten andi, exi und ori. Dabei handelt es nicht um neue induktiv definierte
Pradikate, sondern das System such jeweils die passende Variante aus. Wollen wir
Beispielsweise die Aussage

(A= BAC)— (A= B)A(A—- ()

beweisen, so kdnnen wir das mit



(set-goal "(A -> B andi C) -> (A -> B) andi (A -> C)")

tun. Minlog stellt fest, dass B und C rechnerischen Gehalt haben kdnnen, sodass
andi durch andd ersetzt wird und wir die Ausgabe

?_1:(A -> B andd C) -> (A -> B) andd (A -> C)

erhalten. Hier nehmen wir die Pramisse mit (assume "Annahmel") in den Kontext
und verwenden mit (split) das Einfiihrungsaxiom von AndD, das heifit, unser Ziel
istes, A -> Bund A -> C zu zeigen, was wir jeweils durch Elimination von B andd
C tun. Der Rest des Beweises ist nichts besonderes mehr und wird in der folgenden
Abbildung gezeigt.

Beispiels sem
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— (add-pvar-name "A" "B" "C" (make-arity)) = 7_11:B -> C -> C

(set-goal "(A -> B andi C) -> (A -> B) andi (A -> C)") > ok, we now have the new goal

(assume "Annahmel")

(split) Annahmel:A -> B andd C

(assume "Annahme2") Annahme2: A

(inst-with "Annahmel" "Annahme2") 3:B andd C

(elim 3) Annahme3:B

(assume "Annahme3" "Annahme4") Annahme4:C

(use “Annabmes™) - e oo oo momosms s mossssesooosssssossssssscsosocosooc

(assume "Annahme2") 7_12:C

(inst-with "Annahmel® "Annahme2")

(elim 3) > ok, ?_12 is proved. Proof finished.

(assume "Annahme3" “Annahme4") > ...(A->B) -> (A ->C) -> (A ->B) andd (A -> C) by axiom Intro

(use "Annahmed") .. .....Bandd C -> (B ->C ->B) ->B by axiom Elim

(capd B andd C by assumption u270
eiiii.(B ->C ->B) ->B by imp elim
++.v.....B by assumption Annahme3273
........ C -> B by imp intro Annahmed274
iev...B ->C ->B by imp intro Annahme3273
.....B by imp elim
,,,,, B andd C -> B by imp intro u270
...... A -> B andd C by assumption Annahmel266
......A by assumption Annahme2269
,,,,, B andd C by imp elim
....B by imp elim
...A -> B by imp intro Annahme2269
..(A->C) -> (A ->B) andd (A -> C) by imp elim
....... B andd C -> (B -> C -> C) -> C by axiom Elim
.....B andd C by assumption u276
,,,,,, (B ->C ->C) ->C by imp elim
...v....C by assumption Annahme4280
..... .C -> C by imp intro Annahme4280
,,,,,, B -> C -> C by imp intro Annahme3279

....B andd C -> C by imp intro u276
,,,,, A -> B andd C by assumption Annahmel266

..... A by assumption Annahme2275

....B andd C by imp elim

...C by imp elim

..A ->C by imp intro Annahme2275

(A ->B) andd (A -> C) by imp elim

(A ->B andd C) -> (A ->B) andd (A -> C) by imp intro Annahme1266
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2.4 Terme in Minlog

2.4.1 define-Befehl

Durch den define-Befehl lassen sich Ausdriicke abkiirzen. Dabei muss es sich nicht
nur um Terme handeln. Mit define kann man auch Formeln, Typen oder einfach
nur Zeichenketten einspeichern. Das Kommando hat dabei die Form

(define STRING AUSDRUCK) .

Fiir STRING setzt man eine beliebige Zeichenkette ein, und definiert dadurch, dass
eine spatere Verwendung dieser Zeichenkette durch AUSDRUCK ersetzt werden soll.
Wir werden den define-Befehl besonders dafiir verwenden, um Terme abzukiirzen.
Wollen wir zum Beispiel die natiirliche Zahl 4 definieren, kdnnen wir dies tun durch

(define vier (pt "Succ(Succ(Succ(Succ 0)))"))

und uns diesen Term dann mit (pp vier) anzeigen lassen. Als Ausgabe bekommen
wir hier aber 4 und nicht Succ(Succ(Succ(Succ 0))), weil im System bereits die

69
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Dezimaldarstellung von natiirlichen Zahlen implementiert ist. Die extrahierten Terme
werden spater noch viel langer werden, sodass define hier sehr niitzlich werden wird.
Wollen wir aber zum Beispiel bestimmte Formeln oder Typen 6fters verwenden, kann
es auch sinnvoll sein, diese mit define festzulegen. Beispiele dafiir sind Befehle wie

(define Ziel (pf "(A ->B -> C) -> ((C -> A) ->B) -> A ->C"))
oder
(define Folgen (py "nat=>alpha"))

Man beachte noch, dass sich definierte Zeichenketten einfach uberschreiben lassen
und Minlog auch keine Warnung ausgibt.

2.4.2 Programmkonstanten

Programmkonstanten im Sinne von Definition 1.2.16 sind ein wichtiger Bestandteil
der Terme in Minlog. Will man in Minlog eine Programmkonstante einfiihren, so
wird diese zunachst mit dem Befehl

(add-program-constant NAME TYP)

deklariert. Hier werden noch keine Berechnungsregeln hinzugefiigt. Es wird nur die
Bezeichnung NAME der Programmkonstante und ihr Typ TYP eingefiihrt. Unser Bei-
spiel soll hier die Addition auf den natiirlichen Zahlen sein. Diese ist in der Datei
nat.scm eingefiihrt durch

(add-program-constant "NatPlus" (py "nat=>nat=>nat")).

Nachdem nun die Syntax fiir die Addition eingefiihrt ist, kdnnen wir nun die Berech-
nungsregeln hinzufiigen. Das geht mit dem Befehl

(add-computation-rule TERM1 TERM2).

Wir erinnern uns, dass in Definition 1.2.16 eine Berechnungsregel gegeben war durch
den syntaktischen Ausdruck

DP:= M,

wobei P ein Liste von Konstruktermustern ist und M ein Term ist, in dem hdchstens
die Variablen frei sind, die auch in P frei sind. Fiir TERM1 setzten wir DP ein und fir
TERM2 setzten wir M ein. Fiir die Addition haben wir die beiden Berechnungsregeln

(add-computation-rule (pt "NatPlus n Zero") (pt "n"))
(add-computation-rule (pt "NatPlus n (Succ m)")
(pt "Succ (NatPlus nm)")).

Es gibt dafiir auch eine etwas abkiirzende Schreibweise. Der Befehl

(add-computation-rules
"NatPlus n Zero" "n"
"NatPlus n (Succ m)" "Succ(NatPlus n m)")

bewirkt das selbe wie die beiden Befehle oben, ist nur etwas kiirzer, da man pt
weglassen kann und in jede Zeile eine neue Berechnungsregel schreibt, ohne nochmal
add-computation-rule einzugeben.

Mit



(display-pconst LISTE)

kann man sich die Programmkonstanten in der Liste LISTE anzeigen lassen. Wir
erhalten bei Eingabe von (display-pconst "NatPlus") die Ausgabe

NatPlus
comprules
NatPlus n Zero n
NatPlus n(Succ m) Succ(NatPlus n m)

zuriick.
Wollen wir eine Programmkonstante mit Namen NAME wieder entfernen, so kdnnen
wir dies mit

(remove-program-constant NAME)

tun. Damit wird der Name fiir die Programmkonstante wieder freigegeben und alle
Berechnungsregeln liber sie geldscht. Hier sollte man jedoch vorsichtig sein, denn die
Theoreme liber die entfernte Programmkonstante werden nicht entfernt. Fiihrt man
also eine Programmkonstante mit dem gleichen Namen wieder ein, so nimmt das
Programm an, dass die dlteren Satze auch fiir die neue Programmkonstante gelten.
Das muss aber mitnichten so sein, denn die neue Programmkonstante kann ganz
andere Berechnungsregeln haben.

2.4.3 Beispiele von Programmkonstanten

Die booleschen Junktoren andb, orb und impb, die wir in Bemerkung 1.5.7 bereits
angesprochen haben, sind einfache aber hiufig verwendete Programmkonstanten.
Sie heilen im System AndConst, OrConst und ImpConst, werden aber als Infix wie
in der Bemerkung notiert. Als Berechnungsregeln haben wir die folgenden:

AndConst
comprules
True andb boole”™ boole”
boole”™ andb True boole~”
False andb boole~ False
boole”™ andb False False
OrConst
comprules
True orb boole”™ True
boole”™ orb True True
False orb boole”™ boole~”
boole”™ orb False boole”
ImpConst
comprules
False impb boole™ True
True impb boole™ boole™
boole”™ impb True True

Eine wichtige Programmkonstante ist natiirlich auch der Rekursionsoperator. In Min-
log wird dieser mit
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(Rec ALGEBRA=>TYP)

bezeichnet. Genau genommen ist das der Rekursionsoperator der Algebra ALGEBRA
in den Typen TYP. Ein Beispiel eines Terms mit dem Rekursionsoperator werden
wir gleich im nichsten Abschnitt sehen. Zunichst betrachten wir an dieser Stelle
den Typ des Rekursionsoperators. Wollen wir allgemein den Typ eines Terms TERM
haben, erhalten wir diesen durch

(term-to-type TERM).

Um also den Typ des Rekursionsoperators von den natiirlichen Zahlen in einen Typ
alpha anzeigen zu lassen, geben wir

(pp (term-to-type (pt "(Rec nat=>alpha)")))
ein und erhalten die erwartete Ausgabe:
nat=>alpha=>(nat=>alpha=>alpha)=>alpha

Das letzte Beispiel hier ist die entscheidbare Gleichheit fiir Objekte einer finitaren
Algebra, wie sie in Definition 1.2.18 gegeben ist. Die entscheidbare Gleichheit wird
von Minlog automatisch bei der Definition einer finitdren Algebra implementiert und
mit = bezeichnet. Die Gleichheit ist dabei so fest in Minlog implementiert, dass sich
die Berechnungsregeln nicht explizit anzeigen lassen.

2.4.4 Abstraktion und Anwendung

Wollen wir in Minlog eine oder mehrere Variablen durch A-Abstraktion in einem
Term binden, so geschieht dies, indem man die entsprechenden Variablen in eckigen
Klammern und durch Kommata getrennt vor den Term setzt. Um in Minlog einen
Term N auf einen Term M anzuwenden, wird N nach M geschrieben. Wir kdnnen
nun wie in Beispiel 1.2.11 die Addition zweier natiirlicher Zahlen definieren. Dabei
machen wir daraus einen Term vom Typ N— N — N:

(define Plus (pt "[n,m] (Rec nat=>nat) n m ([n0,nl1]Succ n1)"))

Wollen wir nun auf einen bereits definierten Term TERM1 einen anderen Term TERM2
anwenden, gibt es dafiir den Befehl

(make-term-in-app-form TERM1 TERM2) .
Wenden wir beispielsweise den Term 1 auf den Term Plus an, geht das durch
(make-term-in-app-form Plus (pt "1")).

Wenn wir uns nun die Normalisierung, welche im {iberndchsten Abschnitt genauer
behandelt wird, dieses Terms durch

(pp (nt (make-term-in-app-form Plus (pt "1"))))

anzeigen lassen, so erhalten wir die Ausgabe Succ. Dies war zu erwarten, da Addition
mit 1 genau den Nachfolger ergibt.

Als Gegenstiick zu Anwendung kann man aus einen Term TERM eine Variable VAR
durch den Befehl

(make-term-in-abst-form VAR TERM)

abstrahieren. Geben wir also so etwas wie (pp (make-term-in-abst-form (pv
"n") (pt "n+1"))) in Minlog ein, erhalten wir als Ausgabe [n]n+1.



2.4.5 Boolesche Terme als Aussagen

Wir hatten bereits in Notation 1.4.8, dass boolesche Terme mit Hilfe der Leibniz-
gleichheit als Aussage interpretiert werden konnen. In Minlog ist das genauso der
Fall. So versteht Minlog ohne weiteres Befehl wie zum Beispiel

(set-goal "all boolel, boole2 (boolel andb boole2 -> boolel)").

Die Identifizierung eines booleschen Terms mit einer Aussage geschieht durch die
beiden Theoreme EqDTrueToAtom und AtomToEqDTrue, die in Minlog schon nach
dem Start eingespeichert sind:

AtomToEqDTrue all boole~(boole™ -> boole”™ eqd True)
EqDTrueToAtom all boole~(boole~ eqd True -> boole~)

Wir werden spater diskutieren, ob die obige Beispielsaussage bewiesen werden kann
oder nicht. Dem Leser steht natiirlich frei, sich dies jetzt zu liberlegen.
Arbeitet man in Minlog mit booleschen Variablen, so wird man hiufig das Theorem

Truth T

verwenden miissen, welches mit der Identifizierung von booleschen Termen als Aus-
sagen einfach T eqd T besagt. Damit lassen sich boolesche Terme, welche auf T
reduzieren, beweisen.

2.4.6 Normalisierung

In der Theorie TCF gelten Terme gleich, wenn ihre Zeichenketten beziiglich des
reflexiven, transitiven und symmetrischen Abschlusses der Konversionsrelation gleich
sind. In Minlog ist diese Gleichheit auch implimentiert. Deswegen gehen wir hier nun
auf die Konversionsschritte in Minlog ein.

Programmkonstanten werden iiber ihre Berechnungsregeln definiert. Im System wer-
den diese automatisch identifiziert. So erkennt Minlog beispielsweise sofort, dass
n+1 und Succ n fiir jede natiirlich Zahl n leibnizgleich sind. Die Berechnungsre-
geln sind auch als Theoreme abgespeichert. Dabei ist die X-te Berechnungsregel
der Programmkonstante NAME unter NAMEXCompRule abgespeichert. Mit dem Befehl
search-about aus Abschnitt 2.1.13 werden diese Theoreme nicht angezeigt. Moch-
te man aber auch nach solchen Theoremen suchen, so kann man search-about um
‘all erweitern, dann gibt Minlog auch diese Satze aus. So kdnnen wir also explizit
nach Berechnungsregeln suchen. Wollen wir zum Beispiel alle Berechnungsregeln fiir
die booleschen Operatoren, erhalten wir diese durch

(search-about ’all "CompRule" "Const").
Die Ausgabe ist dann die folgende Liste:

Theorems with name containing CompRule and Const
NegConst1CompRule

negb False eqd True

NegConstOCompRule

negb True eqd False

OrConst3CompRule

all boole~ (boole~ orb False)eqd boole~
OrConst2CompRule
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all boole~ (False orb boole~)eqd boole~

OrConst1CompRule

all boole~ (boole~ orb True)eqd True
OrConstOCompRule

all boole~ (True orb boole~)eqd True
ImpConst2CompRule

all boole~ (boole~ impb True)eqd True
ImpConst1CompRule

all boole~ (True impb boole~)eqd boole~
ImpConstOCompRule

all boole~ (False impb boole~)eqd True
AndConst3CompRule

all boole~ (boole~ andb False)eqd False
AndConst2CompRule

all boole~ (False andb boole~)eqd False
AndConst1CompRule

all boole~ (boole~ andb True)eqd boole~
AndConstOCompRule

all boole~ (True andb boole~)eqd boole~
No global assumptions with name containing CompRule and Const

Die Theoreme zu den Berechungsregeln lassen sich dann sehr gut mit dem simp-
Befehl verwenden.

Oft will man aber nicht nur eine Berechunungsregel anwenden, sondern dem Term
ganz auf Normalform gemaR Definition 1.2.12 bringen, falls diese existiert. Mit

(nt TERM)

wird versucht, den Term TERM durch iterative Anwendung von den im System einge-
speicherten Berechnungsregeln auf Normalform zu bringen. Erinnern wir uns dazu an
die Definition der Addition mittels des Rekursionsoperators aus Abschnitt 2.4.4. Die-
sen kdnnen wir nun auf zwei natiirliche Zahlen anwenden und normalisieren lassen.
Dazu geben wir folgende Befehle in Minlog ein:

(define 7+2 (pt "([n,m] (Rec nat=>nat) n m ([n0O,nl]Succ n1))7 2"))
(pp (nt 7+2))

und die Ausgabe ist tatsdchlich 9. Bei der Normalisierung ist jedoch immer Vorsicht
geboten. Méchte man zum Beispiel Terme normalisieren, die keine Normalform ha-
ben, so gerat das System in eine Endlosschleife, welche manuell unterbrochen werden
muss.

Auch in einen Beweis kann man mit Hilfe von

(ng NAME)

die Pramisse mit Namen NAME normalisieren. Schreibt man anstelle von NAME den
Ausdruck #t, so werden die Terme in der Zielformel normalisiert. Lisst man das
Argument vollstandig weg und gibt nur (ng) ein, werden alle Terme normalisiert.
Intern testet das System bei der Eingabe von ng und nt alle ihm bekannten Er-
setzungsregeln und wendet diese wenn moglich an. Das wird so lange iteriert, bis
keine Ersetzungsregel mehr angewendet werden kann. Selbstverstandlich muss dieser
Algorithmus nicht terminieren, weswegen man dies immer bei der Verwendung von
ng oder nt beachten muss.

Mochte man lediglich die B- und n-Konversionsregeln aus Definition 1.2.8 auf einem
Term TERM anwenden, so kann man dies mit



(term-to-beta-eta-nf TERM)

tun. Bei der Eingabe von (pp (term-to-beta-eta-nf (pt "([nln+1)2"))) wird
beispielsweise der Term 2+1 zuriickgegeben.

Es ist auch mdoglich Ersetzungsregeln hinzufiigen, die vom System nicht automatisch
angelegt werden. Das geht mittels des Befehls

(add-rewrite-rule TERM1 TERM2).

Es wird dabei die globale Annahme, dass TERM1 und TERM2 gleich sind, hinzugefiigt.
Das passiert jedoch nicht, wenn add-rewrite-rule benutzt wird, direkt nachdem
bewiesen wurde, dass die beiden Terme gleich sind. In diesem Fall wird die Aussage
als Theorem abgespeichert. In beiden Fillen wird dann die entsprechende Erset-
zungsregel hinzugefiigt, welche auch bei ng und nt beriicksichtigt wird.

2.4.7 Der extrahierte Term

Nachdem eine Formel in Minlog bewiesen wurde, kann man aus dem Beweis den
rechnerischen Gehalt durch den Befehl

(proof-to-extracted-term)

extrahieren. Als Beispiel, wollen wir nun beweisen, dass es zu jeder geraden natiirli-
chen Zahl n eine natiirliche Zahl m gibt mit m+ m = n. Die Addition ist bereits in
nat.scm definiert. Das Pradikat EvenI auf nat, welches aussagt, dass eine natiir-
liche Zahl gerade ist, ist in Abschnitt 2.2.3 eingefiihrt worden. Hier verwenden wir
folgende dekorierte Variante:

(add-ids

(list (list "EvenI" (make-arity (py "nat")) "algEvenI"))
>("EvenI 0" "InitEvenI")

>("allnc n(EvenI n -> EvenI(Succ (Succ n)))" "GenEvenI")).

Um die obige Aussage zu beweisen, tippen wir
(set-goal "allnc n(EvenI n -> exl m m+m=n)")

ein. Man beachte, dass wir ex1 verwenden, weil in der Gleichheit m+m=n kein rech-
nerischer Gehalt steckt. Aullerdem werden wir n nicht rechnerisch verwenden, wes-
halb auch dieses mit einem nc-Allquantor gebunden ist. Fiir den Beweis setzen wir
(assume "n" "EvenIn") die Variable n und die Pramisse in den Kontext und ver-
wenden anschlieBend mittels (elim "EvenIn") das Eliminationsaxiom von EvenlI.
Wir erhalten dann

ok, 7_2 can be obtained from

{n} EvenIn:EvenI n

?_4:allnc n(EvenI n -> exl m m+m=n -> exl m m+m=Succ(Succ n))

{n} EvenIn:EvenI n

7_3:exl m m+tm=0
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als Ausgabe des Programms. Wir haben also fiir jede Einflihungsregel von EvenI
die entsprechende Aussage zu zeigen. Die Aussage exl m m+m=0 zeigen wir, in-
dem wir das Einfiilhungsaxiom von ExL mit dem Term O verwenden. Also geben
wir (intro O (pt "0")) ein. Mit (use "Truth") kdnnen wir die entstehende
Aussage 0+0=0 dann beweisen. Um nun die etwas langere Aussage ?_4 zu be-
weisen, nehmen wir mit dem Befehl (assume "n1" "Evennl1" "IH") die Pra-
missen in den Kontext. Aus der Induktionshypothese IH erhalten wir durch den
Befehl (by-assume "IH" "m" "IHInst") ein m und die Aussage m+m=nl. Die
nun zu zeigende Aussage exl m m+m=Succ(Succ nl) wird nach der Eingabe von
(intro 0 (pt "m+1")) zu m+1+(m+1)=Succ(Succ nl1). Mit (ng) normalisieren
wir die Aussagen und erhalten die Induktionshypothese, sodass (use "IHInst")
den Beweis beendet.

Nun schauen wir uns den extrahieren Term des Beweises an. Hierzu geben wir

(define eterm (proof-to-extracted-term))

und anschliebend (pp eterm) ein. Die Ausgabe von Minlog ist so jedoch noch etwas
unleserlich:

[algEvenI3833]
(Rec algEvenI=>nat)algEvenI3833(([n~3834]n~3834)0)
([algEvenI3839,n3837]
([n3835, (nat=>nat) _3836] (nat=>nat)_3836 n3835)n3837
([m] ([n~3838]n"3838) (m+1)))

Die normalisierte Form ist deutlich besser lesbar. Es empfiehlt sich, allgemein jeden
extrahieren Term zu normalisieren. Wir geben also (pp (nt eterm)) und erhalten
die Ausgabe:

[algEvenIO] (Rec algEvenI=>nat)algEvenIO O0([algEvenI1]Succ)

An diesem Term ist moglicherweise noch etwas storend, dass wir keine Variablen aus
der Algebra algEvenI deklariert haben, weswegen so eine Variable zum Beispiel mit
algEvenIO bezeichnet wird. Wir fiihren daher noch die Bezeichnung £ fiir Variablen
vom Typ algEvenI ein und normalisieren die extrahieren Term erneut.

[f0] (Rec algEvenI=>nat)f0 0([f1]Succ)

Das Auftretens des Rekursionsoperators passt genau damit zusammen, dass wir
einmal das Eliminationsaxiom von EvenI verwendet haben. Der Typ des extrahierten
Terms algEvenI=>nat ist auch sinnvoll, denn fiir einen Zeugen, dass n gerade ist,
erhalten wir eine natiirliche Zahl m, sodass m+m=n ist.
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E (set! COMMENT-FLAG #f)
(libload "nat.scm") > ok, we now have the new goal
(set! COMMENT-FLAG #t)
{n} EvenIn:EvenI n
(add-ids {nl} Evennl:EvenI nl
(list (list "EvenI" (make-arity (py "nat")) "algEvenI")) m THInst:m#m=nl
Do T = D | | R
*("allnc n(EvenI n -> EvenI(Succ (Succ n)))" "GenEvenI")) ?_9:ex1 m m#m=Succ (Succ nl)
(set-goal "allnc n(EvenI n -> exl m mm=n)") > ok, 7_9 can be obtained from
(assume "n" "EvenIn")
(elim "EvenIn") {n} EvenIn:EvenI n
(intro 0 (pt "0")) {nl} Evennl:EvenI nl
(use "Truth") m IHInst:m#m=nl
(assume "nl" "Evennl® "TH") Wl
(by-assume "IH" “m" "IHInst") ?_10:m+L+(m+1)=Succ (Succ nl)
(intro 0 (pt "m+1"))
(ng) > ok, the normalized goal is
(use "IHInst")
{n} EvenIn:EvenI n
(define eterm (proof-to-extracted-term)) {nl} Evennl:EvenI nl
(pp eterm) m IHInst:m#m=nl
(add-var-name “f* (py “algEwent®) R s s s s s s e S e
(pp (nt eterm))[] ?_11:m+m=nl
> ok, 7_11 is proved. Proof finished.
> > [algEvenI3833]
(Rec algEvenI=>nat)algEvenI3833(([n"3834]n"3834)0)
([algEvenI3839,n3837]
([n3835, (nat=>nat)_3836] (nat=>nat)_3836 n3835)n3837
(Im] ([n"3838]n"3838) (m+1)))
| > ok, variable f: algEvenI added
| > [f0] (Rec algEvenI=>nat)f0 0([fl]Succ)
>1
] ]
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Als kleine Nebenbemerkung sei noch erwahlt, dass, wie der Leser vielleicht bereits
gesehen hat, die Konstruktortypen von algEvenI die gleichen sind wie bei nat. Es
ist daher naheliegend, dass diese beiden Typen ,isomorph” sind. Der obige extrahierte
Terme wiare sogar ein Isomophismus von algEvenI nach nat. Wir werden hier jedoch
nicht weiter auf Isomorphismen von Typen eingehen. Es ist dennoch interessant, dass
wir dadurch den Zeugen fiir EvenI n als die Halfte von n verstehen konnen, wenn
wir algEvenI und nat identifizieren.

2.5 Totalitit in Minlog

In diesem Abschnitt, werden wir die Totalitatspradikate in Minlog betrachten, welche
in Definition 1.5.3 eingefiihrt wurden. Es wird hauptsichlich um die gesamte Tota-
litat gehen. Auf die anderen Varianten werden wir nur einen kurzen Blick werfen.

2.5.1 Einfiihrung des Totalitatspradikats

Zu jeder Algebra ALG, welche in Minlog definiert ist, kdnnen wir mittels
(add-totality ALG)

das entsprechende Totalitatspradikat als induktiv definiertes Pradikat hinzufiigen.
Es wird dann ein neues Pradikat mit dem Namen TotalALG angelegt. Dabei ist zu
beachten, dass der erste Buchstabe von ALG in TotalALG grol geschrieben wird. Das
neue Pradikat kann dann wie jedes anderen induktiv definierte Pradikat behandelt
werden.

In 1ist.scm wird zu der Listenalgebra auch ihre Totalitat eingefiihrt. Wir kénnen
mit (display-idpc "TotalList") die Einfiilhrungsaxiome anzeigen lassen:

TotallList with content of type list
TotalListNil: TotalList(Nil alpha)
TotalListCons: allnc alpha~(

Total alpha~ ->

77



Das immer wahre
Pradikat 9 ist
gegeben durch das
Einfiihrungsaxiom
VT x.
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allnc (list alpha)~0(
TotalList(list alpha)~0 -> TotallList(alpha~ ::(list alpha)~0)))

Wir sehen, dass eine Pramisse von TotalListCons die Totalitdt von alpha ist. Es
handelt sich also um die gesamte Totalitdt. In Definition 1.5.3 wurde diese mit G
bezeichnet.

Es ist auch moglich, das so genannte relative Totalitatspradikat hinzuzufiigen. Dafiir
gibt es das Kommando

(add-rtotality ALG).

Die relative Totalitat ist eine Verallgemeinerung der gesamten und strukturellen
Totalitat. Dies sehen wir, wenn wir uns die Einfiihrungsaxiome von der relativen
Totalitdt von List mit (display-idpc "RTotalList") anzeigen lassen.

RTotallist with content of type list
RTotalListNil: (RTotalList [...])(Nil alpha)
RTotalListCons: allnc alpha“(

(Pvar alpha)_346 alpha~ ->

allnc (list alpha)~0(

(RTotallist [...])(1ist alpha)~0 ->
(RTotalList [...])(alpha~ ::(list alpha)~0)))

Zur besseren Lesbarkeit haben wir an Stelle von
(RTotalList (cterm (alpha~1) (Pvar alpha)_346 alpha~1))

in der obigen Ausgabe den Ausdruck (RTotalList [...]) geschrieben. Wir sehen,
dass das Pradikat RTotalList neben dem Typ alpha auch von einer Pradikaten-
variable (Pvar alpha)_346 auf dem Typ alpha abhangt. Die Struktur der Einfiih-
rungsaxiome von RTotalList ist fast analog zu denen von TotalList. Der einzige
Unterschied besteht darin, dass bei der relativen Totalitat (Pvar alpha)_346 alpha~
in den Pramisse des zweiten Einfiihrungsaxioms steht, wihrend bei der gesamten To-
talitdt dort Total alpha~ gefordert wird.

Die relative Totalitat ist eine Verallgemeinerung der gesamten Totalitat, bei der
anstelle von den Totalitatspradikaten anderer Typen jeweils eine Pradikatenvariable
steht.

Auch die strukturelle Totalitdt erhalt man aus der relativen Totalitat, indem man fiir
diese Pradikatenvaribalen das immer wahre Préadikat einsetzt.

2.5.2 Implizite Darstellung der Totalit:it

Dem Leser wird bei dem genauen Betrachten mancher Ausgaben von Minlog auf-
gefallen sein, dass Variablennamen haufig am Ende mit dem Zeichen ~ versehen
sind. Nun kdnnen wir dieses Geheimnis liiften. Wird iiber eine Variable quantifiziert,
fligt Minlog implizit die Pramisse hinzu, dass diese Variable total ist. So stehen die
Ausdriicke VA und V€A in Minlog fiir V;%Gi&—» A) und V;C(G?c—ﬂc A). Das Zei-
chen ~ hinter einer Variablen zeigt dem Programm, dass von dieser Variable nicht
noch zusitzlich gefordert wird, dass sie total ist. Diese Abkiirzung wird in Minlog
als Theorem realisiert. Durch die folgenden beiden Theoreme wird die Abkiirzung
eingefiihrt



AllTotalIntro
allnc alpha~(Total alpha~ -> (Pvar alpha)alpha~) ->
all alpha (Pvar alpha)alpha

AllncTotalIntro
allnc alpha~(Total alpha~ --> (Pvar alpha)alpha~) ->
allnc alpha (Pvar alpha)alpha

und durch die beiden Theoreme

Al1TotalElim

all alpha (Pvar alpha)alpha ->

allnc alpha~(Total alpha~ -> (Pvar alpha)alpha”)
AllncTotalElim

allnc alpha (Pvar alpha)alpha ->

allnc alpha~(Total alpha~ --> (Pvar alpha)alpha~)

|asst sich die Abkiirzung entfernen.
Analoge Theoreme gibt es auch fiir die verschiedenen Formen des Existenzquantors.
Fiir die Einfiihrung haben wir die Theoreme

ExNcTotalIntro
exnc alpha~(Total alpha~ andnc (Pvar alpha)alpha~) ->
exnc alpha (Pvar alpha)alpha

ExRTotalIntro
exr alpha~(TotalMR alpha~ alpha” andr (Pvar alpha)alpha~) ->
exr alpha (Pvar alpha)alpha

ExLTotalIntro
exr alpha~(Total alpha~ andl (Pvar alpha)~’ alpha~) ->
exl alpha (Pvar alpha)~’ alpha

ExDTotalIntro
exr alpha~(Total alpha~ andd (Pvar alpha)alpha~) ->
exd alpha (Pvar alpha)alpha

und fiir die Elimination haben wir

ExNcTotalElim

exnc alpha (Pvar alpha)alpha ->

exnc alpha~(Total alpha” andnc (Pvar alpha)alpha”)
ExRTotalElim

exr alpha (Pvar alpha)alpha ->

exr alpha~(TotalMR alpha~ alpha~ andr (Pvar alpha)alpha”)
ExLTotalElim

exl alpha (Pvar alpha)~ alpha ->

exr alpha~(Total alpha~ andl (Pvar alpha)~ alpha~)
ExDTotalElim

exd alpha (Pvar alpha)alpha ->

exr alpha~(Total alpha~ andd (Pvar alpha)alpha™)

All diese Theoreme kdnnen natiirlich nur angewandt werden, wenn das Totalitats-
pradikat fiir den entsprechenden Typ bereits eingefiihrt wurde. Aber auch Variablen
deren Typen noch keine Totalitatspradikate besitzen, konnen mit =~ versehen werden.
Solange das Totalitatspradikat nicht eingefiihrt ist, gibt es zwar keinen semantischen
Unterschied zwischen x und X, jedoch kann auch dann beispielsweise eine Aussage
der Form VA nicht auf X spezialisiert werden. Das System unterscheidet also immer
zwischen x und X auch, wenn ihm die entsprechende Totalitat nicht bekannt ist.
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2.5.3 Totalitit von Programmkonstanten

Will man beweisen, dass eine Programmkonstante PROGCONST total ist, gibt es dafiir
den Befehl

(set-totality-goal PROGCONST).

Der Computer erzeugt dann selbststindig als Zielformel die Totalitidt dieser Pro-
grammkonstanten.

In der Datei nat.scm haben wird als Beispiel die Totalitdt der Addition auf den
natiirlichen Zahlen also der Programmkonstante NatPlus. Hierzu geben wir

(set-totality-goal "NatPlus")

ein. Minlog gibt uns dann detailliert das Ziel

?_1:allnc n~(TotalNat n~ ->
allnc n~0(TotalNat n~0 -> TotalNat(n~ +n~0)))

zuriick. Um dieses zu beweisen, nehmen wir mit (assume "n~" "Tn" "m~" "Tm")
alle Pramissen und Variablen in den Kontext und beweisen TotalNat(n~ +n~0)
durch das Eliminationsaxiom fiir Tm. Wir geben daher (elim "Tm") ein. Das liefert
uns die beiden neuen Ziele

ok, 7_2 can be obtained from

{n~} Tn:TotalNat n~
{m~} Tm:TotalNat m~
?_4:allnc n~0(TotalNat n~0 ->
TotalNat(n~ +n~0) -> TotalNat(n~ +Succ n~0))

{n~} Tn:TotalNat n~
{m~} Tm:TotalNat m~

?_3:TotalNat(n~ +0)

Nach Normalisierung durch (ng #t) ist das erste Ziel genau die Pramisse Tn, sodass
wir dieses Ziel mit (use "Tn") beweisen konnen. In der zweiten Zielformel, nehmen
wir zunachst wieder mit (assume "1~" "T1" "IH") die Pramissen in den Kontext
und haben dann

ok, we now have the new goal

{n~} Tn:TotalNat n~
{m~} Tm:TotalNat m~
{1~} Tl1l:TotalNat 1~
IH:TotalNat(n~ +1°)

?_6:TotalNat(n~ +Succ 1°)



als Ziel. Normalisieren wir die Zielformel wieder mit (ng #t) bekommen wir die Ziel-
formel ?_7:TotalNat (Succ(n~ +17)). Hier kénnen wir die Totalitat der Nachfol-
gerfunktion verwenden, was genau das zweite Einfiilhungsaxiom TotalNatSucc von
TotalNat ist. Wir geben also das Kommando (use "TotalNatSucc") ein und
miissen nur noch die Totalitdt des Arguments zeigen, also TotalNat(n~ +1~). Das
ist genau die Induktionshypothese. Mit (use "IH") beenden wir den Beweis.
Wenn ein Totalitatsbeweis fiir eine Programmkonstante PROGCONST beendet wurde,
kann man die Totalitat durch

(save-totality)

speichern. Minlog fiigt dann die Totalitdt von PROGCONST als Theorem mit dem
Namen PROGCONSTTotal hinzu.

2.5.4 Totale boolesche Terme

Wie in Lemma 1.5.6 und Bemerkung 1.5.7 besprochen, sind fiir totale boolesche
Terme a und b die logischen Junktoren —,v bzw. A dquivalent zu den boolesche
Junktoren impb, orb bzw. andb. Insbesondere fiir andb ist dies Minlog auch bekannt.
So kann man den Befehl (split) auch verwenden um eine Aussage der Form a
andb b zu zeigen, wobei a und b total sein miissen. Andersherum kann man a oder
b direkt mit der Prdmisse a andb b zeigen.

In Abschnitt 2.4.5 haben wir die Formel

all boolel, boole2 (boolel andb boole2 -> boolel)
angegeben. Nun wissen, wir dass die Aussage leicht durch die beiden Befehle

(assume "boolel" "boole2" "Annahme")
(use "Annahme")

bewiesen werden kann. Man beachte, dass es hierbei wirklich notwendig ist, dass
die Variablen total sind. Wenn sich der Leser von Abschnitt 2.4.5 liberlegt hat, dass
dies im allgemeinen Fall nicht bewiesen werden kann, ist dies vollkommen richtig.
An dieser Stelle war die implizite Angabe der Totalitat auch nicht bekannt.

Um noch eine Anwendung von (split) zeigen zu kdnnen, gehen wir kurz auf die
Aussage

all boolel, boole2 (boolel andb boole2 -> boole2 andb boolel)
ein. Diese wird in Minlog gezeigt durch

(assume "boolel" "boole2" "Annahme")
(split)

(use "Annahme")

(use "Annahme").

Man beachte, dass diese und die vorherige Aussage auch richtig sind, wenn nur eine
der beiden Variablen total ist. Jedoch miissen die Aussagen dann auf andere Weise
gezeigt werden, denn (split) und (use "Annahme") fiihren nur zu einem sinnvol-
lem Beweis, wenn jeweils beide Terme total sind. Bemerkenswert ist hierbei noch,
dass wir durch (cdp) einen sehr lagen formalen Beweis aus mehr als 80 Schlussre-
geln erhalten. Man sieht also, wie viel Arbeit uns durch das Programm abgenommen
wird.
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Fir finitdre Algebren ist uns die entscheidbare Gleichheit = aus Definition 1.2.18
bekannt. In Satz 1.5.9 wurde bewiesen, dass fiir totale Objekte aus der entscheid-
baren Gleichheit auch Leibnizgleichheit folgt. In Minlog ist dies nicht automatisch
implementiert, sodass diese Aussage fiir jede Algebra einzeln bewiesen werden muss.
In den Bibliotheksdateien sind jedoch einige Aussagen dieser Form schon bewiesen.
So werden beispielsweise in nat.scm das Theorem NatEqToEqQD und in list.scm
die Theoreme ListBooleEqToEgD, ListNatEqToEQD und ListListNatEqToEgD
bewiesen.

Haben wir zu einer finitdren Algebra ALG die Aussage ALGEqToEgD als Theorem
abgespeichert, erkennt dies das Programm und wir konnen als Argumente fiir den
Befehl simp nicht nur Formeln der Form T1 eqd T2 sondern auch der Form T1=T2
verwenden, wenn T1 und T2 totale Terme mit dem Typ ALG sind.

2.5.5 Induktion

Wir haben oben die Theoreme, welche die implizite Darstellung der Totalitat einfiih-
ren bzw. eliminieren, angegeben. Mochte man nun aber die Totalitdt einer Variable
verwenden, ist dies auf diese Weise sehr kompliziert: Man miisste zuerst beispiels-
weise VA zu V%C(G?c—> A(X)) umschreiben, dann die Variable X und die Pramisse
GXx in den Kontext Befordern und dann das Eliminationsaxiom von GX auf {X|A(X)}
anwenden. Um wirklich von der abkiirzenden Schreibweise zu profitieren, gibt es den
Befehl

(ind) .

Dieser Befehl |asst sich anwenden, wenn die Zielformel die Form V,A(x) hat. Minlog
wendet dann das Eliminationsaxiom der Totalitat von x auf das Pradikat {x|A(x)}
an und setzt die einzelnen Pramissen als neue Ziele.

Eine erweiterte Form dieses Befehls ist der Befehl

(ind TERM)

fir einen totalen Term TERM. Diesen Befehl kdnnen wir fiir jede Zielformel A (TERM)
anwenden. Hier wird das Eliminationsaxiom der Totalitdt von TERM auf {x|A(x)}
angewendet.

Als Anwendungsbeispiel wollen wir in Anlehnung an die Beispiele aus Abschnitt 2.2.3
und 2.2.4 zeigen, dass jede totale natiirliche Zahl gerade oder ungerade ist. Hierfiir
laden wir die Datei nat.scm aus der Bibliothek und fiihren die induktiv definierten
Pradikate EvenI und 0ddI aus den Abschnitten 2.2.3 und 2.2.4 ein. Wir setzten
nun mit

(set-goal "all n (EvenI n ord 0ddI n)").

die gewiinschte Zielformel. Die verwendete Disjunktion ist dabei natiirlich 0rD, da
EvenI n und 0ddI n rechnerischen Gehalt haben. Wir verwenden sofort Induktion
iiber die Totalitdt von n und geben daher (ind) ein. Minlog gibt uns dann

ok, 7_1 can be obtained from

?_3:all n(EvenI n ord 0ddI n -> EvenI(Succ n) ord 0ddI(Succ n))



?_2:Evenl O ord 0ddI O

zuriick. Die untere Aussage gilt wegen EvenI 0. Wir geben daher zweimal (intro
0) ein und die Aussage ist gezeigt. Fiir den Beweis der oberen Aussage nehmen
wir mit (assume "n" "IH") die Annahmen in den Kontext und verwenden mit
(elim "IH") das Eliminationsaxiom fiir OrD. Das Programm fordert dann einen
Beweis von EvenI(Succ n) ord 0ddI(Succ n) einmal unter der Annahme EvenI
n und einmal unter der Annahme 0ddI n:

ok, 7_5 can be obtained from

n3965 n IH:EvenI n ord 0ddI n

?_7:0ddI n -> EvenI(Succ n) ord 0ddI(Succ n)

n3965 n IH:Evenl n ord 0ddI n

?_6:Evenl n -> EvenI(Succ n) ord 0ddI(Succ n)

Gilt EvenI n zeigen wir 0ddI(Succ n) und geben daher (assume "Evenn") und
anschlieBend (intro 1) ein. Die Aussage 0ddI(Succ n) beweisen wir dann durch
(elim "Evenn") aus dem Eliminationsaxiom von EvenI n. Zu beweisen ist dann

ok, 7_9 can be obtained from

n3984 n IH:EvenI n ord 0ddI n
Evenn:EvenI n

?_11:all n(EvenI n -> 0ddI(Succ n) -> 0ddI(Succ(Succ(Succ n))))

n3984 n IH:Evenl n ord 0ddI n
Evenn:EvenI n

?.10:0d4dI 1

Die untere Aussage ist das erste Einflihrungsaxiom von 0ddI, weswegen diese mit
(intro 0) direkt bewiesen ist. Die obere Aussage folgt direkt aus dem zweiten Ein-
fihrungsaxiom Gen0ddI von 0ddI. Wir brauchen nur (assume "n1" "Evennil")
gefolgt von (use "Gen0ddI") eingeben. Damit ist der Fall EvenI n abgeschlossen.
Der Fall 0ddI n ist analog beweisbar. Die gesammten Befehle und den extrahieren
Term sehen wir in folgender Grafik:
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ac JJac S oine
Fle Edt _Options Buffers Tools e |l _ie et options Buffers Tools complete injout _signals _Hielp |1
CEexXxXEE*« 004 2%® Iceexcacxa |
| (set! COMMENT-FLAG #f) =
(libload "nat.scm")
(set! COMMENT-FLAG #t)
n3821 n IH:EvenI n ord 0ddI n
(add-ids 0ddn:0ddI n
(list (list "EvenI" (make-arity (py "nat")) "algEvenI")) W oe e oo
*("EvenI 0" "InitEvenI") ?_15:EvenI 2
*("all n(EvenI n -> EvenI(Succ (Succ n)))" "GenEvenI"))
> ok, ?_15 can be obtained from
(add-ids
(list (list "0ddI" (make-arity (py "nat")) "algOddI")) n3821 n IH:EvenI n ord 0ddI n
'("0ddI 1" "Init0ddI") 0ddn:0ddI n
*("all n(0ddI n -> OddI(Succ(Succ n)))" "GenOddI")) -
?
(set-goal "all n (EvenI n ord 0ddI n)")
(in > ok, 7_17 is proved. The active goal now is
(intro 0)
(intro 0) n3821 n IH:EvenI n ord 0ddI n
;3 Induktionsschritt 0ddn:0ddI n
(assume "n" "IH*) Ml - eeeeeeeeeieceascesecemcsseseeeseseseseeeceaas
(elim "IH") ?_16:all n(0ddI n -> EvenI(Succ n) -> EvenI(Succ(Succ(Succ n))))
;i n gerade
(assume "Evenn") > ok, we now have the new goal
(intro 1)
(elim "Evenn") n3821 n IH:EvenI n ord 0ddI n
(intro 0) 0ddn:0ddI n
(assume “nl" “Evennl") nl 0ddnl:0ddI nl
(use™Gan0ddl®™ 0 R s e
[ ;; n ungerade ?_18:EvenI(Succ nl) -> EvenI(Succ(Succ(Succ nl)))
(assume "Oddn")
(intro 0) > ok, ?_18 is proved. Proof finished.
(elim "Oddn") > > [n0]
(intro 1) (Rec nat=>algEvenI ysum alg0ddI)nO((InL algEvenI algOddI)CInitEvenI)
(intro 0) ([n1, (algEvenI ysum alg0ddI)_2]
(assume "nl" "0ddnl") [if (algEvenI ysum alg0ddI)_2
(use "GenEvenI") ([algEvenI3]
(InR alg0ddI algEvenI)
(define eterm (proof-to-extracted-term)) ((Rec algEvenI=>alg0ddI)algEvenI3 CInitOddI
(pp (nt eterm))[] ([n4,algEvenI5]CGen0ddI(Succ n4))))
([alg0ddI3]
(InL algEvenI alg0ddI)
((Rec alg0ddI=>algEvenI)alg0ddI3(CGenEvenI 0 CInitEvenI)
| ([n4,alg0ddI5]CGenEvenI(Succ nd))))])
= 5 >
j-:--- Beispiell0.scm A1l L39 (Scheme) - ------cemcmmcece e ﬁu:**- *scheme* Bot L167 (Inferior Scheme:run)--------------ccecceocenannnann-d

Der erste Rekursionsoperator im extrahierten Term kommt aus dem Eliminationsaxi-
om der Totalitdt. Die anderen Rekursionsoperatoren (Rec algEvenI=>alg0ddI)
bzw. (Rec alg0ddI=>algEvenI) haben wir durch die Elimination von EvenI n
bzw. 0ddI n mittels (elim "Evenn") bzw. (elim "Oddn") erhalten. Die Elimi-
nation von EvenI n ord 0ddI n mittels (elim "IH") bringt uns einen Rekursi-
onsoperator iiber eine Typsumme. Im extrahieren Term tritt dieser in Form des if
auf. In Minlog wird damit der Caseoperator aus Beispiel 1.2.17 bezeichnet. Fiir ei-
ne Typsumme sind Case- und Rekursionsoperator isomorph, sodass Minlog hier auf
den einfacheren Caseoperator zuriickgreift. Wann der Caseoperator sonst noch in
einem extrahierten Term auftreten kann, werden wir gleich im nichsten Abschnitt
diskutieren.

2.5.6 Fallunterscheidung

Hauft ist es der Fall, dass in einem Induktionsbeweis die Induktionshypothese nicht
gebraucht wird oder es sogar gar keine Induktionshypothese gibt. Das ist beispiels-
weise bei der Induktion iiber totale boolesche Variablen der Fall. Das Eliminations-
axiom der booleschen Totalitat ist gegeben durch V,.Gga — Ptt — Pff — Pa. Wie
wir sehen, handelt sich es hierbei nur um eine Fallunterscheidung, ob a = tt oder
a = ff ist. Aber auch bei den natiirlichen Zahlen, gibt es Aussagen, die wir schon
beweisen kénnen, wenn wir Fallunterscheidung zwischen Null und Nachfolger ma-
chen. Nehmen wir zum Beispiel den modifizierten Vorganger auf den natiirlichen
Zahlen. Diese Programmkonstante Pred ist gegeben durch die Berechnungsregeln
Pred 0:=0 und Pred Sn:= n. Wollen wir nun zeigen, dass Pred total ist, also
V,.(Gnyn — GnPred n), so konnen wir dies natiirlich machen, indem wir das Elimi-
nationsaxiom von Gyn verwenden. In Minlog geben wir dann folgendes ein:

(set-totality-goal "Pred")
(use "AllTotalElim")

(ind)

(intro 0)

(use "AllTotalIntro")



(assume nnf~n uanul uspamn)
(use "Tn~")

Nach dem Verwenden von (use "AllTotalIntro") haben wir die Ausgabe

ok, 7_4 can be obtained from

?_5:allnc n~(TotalNat n~ -> TotalNat(Pred n~)
-> TotalNat (Pred(Succ n~)))

wobei die Induktionshypothese TotalNat (Pred n~) nicht verwendet werden muss.
betrachen wir den extrahierten Term, so hat dieser die Form

[n0] [if nO O ([n1]ln1)]

Es ist kein Reursionsoperator im extrahieren Term, obwohl wir diesem bei der Ver-
wendung von (ind) erhalten. Wir wiirden daher

[n0] (Rec nat=>nat) n0 0 ([n1,n2]nl)

erwarten. Da wird jedoch keine Induktionshypothese verwendet haben, wird auch
die gebundene Variable n2 in obigen Term nicht verwendet. Der Rekursionoperator
kann in diesem Fall durch den Caseoperator ersetzt werden. Das geschieht in Minlog
automatisch. Der Caseoperator wird in Minlog durch [if ...] darstellt. Dabei wird
... durch die entsprechenden Argumente des Caseoperators gemal Beispiel 1.2.17
ersetzt.

Will man im Beweis lediglich Fallunterscheindung iiber eine totale Variable machen,
gibt es dafiir den Befehl

(cases),

welcher analog zum Befehl (ind) angewendet wird. Ebenso gibt es auch fiir diesen
Befehl die Erweiterung

(cases TERM),

um Fallunterscheidung iiber einen totalen Term TERM zu machen. Ein Beweis fiir die
Totalitdt von Pred kann in Minlog dann fast analog durch

(set-totality-goal "Pred")
(use "AllTotalElim")

(cases)

(intro 0)

(use "AllTotalIntro")
(assume "n~" "Tn~")

(use "Tn"~")

gefiihrt werden. Der Unterschied liegt dann insbesondere darin, dass wir nach dem
Befehl (use "AllTotalIntro") die Ausgabe

ok, 7_4 can be obtained from

? 5:allnc n~(TotalNat n~ -> TotalNat(Pred(Succ n~)))



erhalten, in welcher die Induktionshypothese TotalNat (Pred n~) nicht in den Pra-
missen steht.

Die hauptsdchliche Anwendung des Befehls cases liegt bei Variablen, deren Typ
eine Algebra mit Konstruktortypen der Form () = — ¢ ist. Das gilt zum Beispiel
fiir die boolesche Algebra oder die Typsumme. Aber auch fiir das Typprodukt, ist
der Befehl cases sehr hilfreich, obwohl es nur einen Fall gibt. Als Lehrbeispiel fiih-
ren, wir die Programmkonstante sort ein, die ein Paar von natiirlichen Zahlen so
umordnet, dass die kleinere Zahl links steht. In Minlog machen wir das mit

(add-program-constant "sort"

(py" (nat yprod nat)=>(nat yprod nat)"))
(add-computation-rules
"sort (n pair m)" "[if (m<n) (m pair n) (n pair m)]")

Hier haben wir bereits den Caseoperator in der Definition verwendet. Wir sehen,
wie dieser fiir boolesche Terme zu interpretieren ist. In dem Fall m<n = Truth,
reduziert der Ausdruck auf m pair n und ist m<n = False, wird er zu n pair m.
Wir deklarien x als eine Variable vom Typ nat yprod nat und setzen dann unsere
Zielformel durch

(set-goal "all x 1lft(sort x) <= rht(sort x)").

Hier verwenden wir auch gleich den Befehl (cases), denn Minlog zeigt dann alle
moglichen Falle auf, wie x aufgebaut sein kann. In diesem Fall gibt es nur den einen
Fall, dass x = n pair mist fiir natiirliche Zahlen n und m. Die Ausgabe ist dann

ok, ?_1 can be obtained from

7_2:all n,n0 1ft(sort(n pair n0O))<=rht(sort(n pair n0))

und wir haben erreicht, dass x zerlegt wurde. Nun nehmen wir die Variablen n und
m in den Kontext mit (assume "n" "m") und normalisieren die Zielformel durch
(ng). Da sort durch Fallunterscheidung nach m<n definiert ist, liegt es nahe, den
Beweis auch iiber Fallunterscheidung nach m<n zu fiihren. Wir geben daher nun
(cases (pt "m<n")) ein. Als Ausgabe erhalten wir dann zwei mégliche Fille:

ok, 7_4 can be obtained from

7_6:(m<n -> F) ->
1ft[if False (m pair n) (n pair m)]
<=rht[if False (m pair n) (n pair m)]

7_65:m<n -> 1ft[if True (m pair n) (n pair m)]
<=rht[if True (m pair n) (n pair m)]



Die Fallannahme ist jeweis als Pramisse gegeben und der Term m<n wurde schon
entsprechend ersetzt. Im ersten Fall nehmen wir die entsprechende Annahme in
die Pramisse durch (assume "Falll"). Wenn wir nun die Zielformel normalisieren
erhalten wir

ok, the normalized goal is

x3870 n m Falll:m<n

Das kénnen wir aus der Fallannahme und dem Theorem NatLtToLe beweisen. Wir
geben also (use "NatLtToLe") gefolgt von (use "Falll") ein, womit der erste
Fall bewiesen ist. Der Beweis im zweiten Fall geht analog auBer, dass wir das Theo-
rem NatNotLtToLe verwenden miissen, um aus der Fallannahme die Aussage n<=m
zu erhalten. In der folgenden Grafik ist neben dem hier gefiihrten Beweis, auch der
Beweis zur Totalitdt von sort angegeben.

Fle Edt Options Buffers Tools Scheme Help | S
CEexXxEEs w200 d%8
| (set! COMMENT-FLAG #f) =

(libload “nat.scm") x3972 n m Falll:m<n

(set! COMMENT-FLAG #t) M e
?_7:1ft[if True (m pair n) (n pair m)]<=rht[if True (m pair n) (n pair m)]

ons Buffers Tools Complete injout Signals Help |
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(add-program-constant "sort" (py"(nat yprod nat)=>(nat yprod nat)"))
(add-computation-rule > ok, the normalized goal is
“sort (n pair m)" "[if (m<n) (m pair n) (n pair m)]")
x3972 n m Falllim<n

(add-var-name "x" (py "nat yprod nat")) W s

(set-totality-goal "sort")
(use "AllTotalElin") > ok, 7_8 can be obtained from
(cases)
(ng) x3972 n m Falll:m<n

(use BANUTaRalIngp) @ BB s e s e s e e e e R
(assume "n™" "Tn™") ?_9:m<n

(use "AllTotallntro")

(assume "m~" "Tm"") > ok, 7_9 is proved. The active goal now is
(use "BooleIfTotal")

(use “NatLtTotal") x3972 n m

(auto). ... . . s s s s s s G s s s e
(use "TotalYprodPairConstr") ?7.6:(men -> F) ->

(auto) Uft[if False (m pair n) (n pair m)]<=rht[if False (m pair n) (n pair m)]

u
(use "TotalYprodPairConstr")
(auto) > ok, we now have the new goal
(save-totality)
x3972 n m Fall2:m<n -> F

(set-goal "all x lft(sort x) <= rht(sort x)") W et

T (cases) ?_10:1ft[if False (m pair n) (n pair m)]<=rht[if False (m pair n) (n pair m)]
(assume "n* "m")
(ng) > ok, the normalized goal is
(cases (pt "m<n"))
(assume "Falll") x3972 n m Fall2:m<n -> F
Y | | | o S
(use "NatLtTolLe") ?_1l:n<=m
(use "Falll")
(assume "Fall2") > ok, ?_11 can be obtained from
(ng)

(use "NatNotLtToLe") x3972 n m Fall2:m<n -> F
(use "Fal12l M e
?_12:m<n -> F

> ok, ?_12 is proved. Proof finished.

H >0
S ReEEe e SRR e e “Ui**. *scheme* Bot 218  (Inferior Scheme:run)------=--cs=sos=soazsoazeconsss
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Stichwortverzeichnis

T", 16
1,8

=, 15
3-Regeln, 9
V-Regeln, 8
Ve 25

€, 16

R, 12

-, 8
—-Regeln, 7
—* 15
—ne 95

3, 10

v, 10

F, 8
v-Regeln, 9
A-Regeln, 9
F, 20

Algebra, 11

finitar, 17
Annahmeregel, 7
Annahmevariable, 7

boolesche Algebra, 11
Caseoperator, 16

Disjunktion, 21
dekoriert, 27

Efq, 11
Einfiihrungsaxiom, 19
Einheitsalgebra, 11
Eliminationsaxiom, 19
Existenzquantor, 20
dekoriert, 27
extrahierter Term, 30

Falsum, 20
Formel, 18, 26
Formelformen, 18

Godels T, 12

Gleichheit
entscheidbar, 17
Leibniz, 19

Herleitbarkeit, 8

intuitionistisch, 11
klassisch, 11
Herleitungsterme, 18

Klauselform, 27
Klauselformen, 18
Komprehensionsterm, 19
Konjunktion, 20

dekoriert, 27
Konstruktormuster, 16
Konstruktortyp, 11
Konversion, 12

n, 12

%, 13

B, 12

D, 16

Abschliisse, 15
Korrektheitssatz, 33

naturliche Zahlen, 11
natirliches SchlieRen, 7
Normalform, 15

Ordinalzahlen, 12

Parameterpramissen, 19
positive Zahlen, 11
Pradikat, 18, 26
induktiv definiert, 27
induktiv definiert, 19
Pradikatenformen, 18
Programmkonstante, 16

Realisierungspradikat, 31
rechnerische Annahmen, 26
rechnerische Variablen, 26
Rekursionsoperator, 12, 13
Rekursionspramisse, 19

schwache Disjunktion, 10

schwacher Existenzquantor, 10

Stab, 11

TCF, 20
Totalitat, 22
dekorierte, 28
Typ, 11
einer Formel, 28



Typparameter, 11
Typvariable, 11

Zeugenpradikat, 32
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Minlog-Befehle

add-algs, 52 save, 42
add-computation-rules, 70 search-about, 51, 73
add-computation-rule, 70 search, 50
add-global-assumption, 50 set COMMENT-FLAG, 43
add-ids, 55, 62 set-goal, 38
add-par-name, 37 set-totality-goal, 80
add-program-constant, 70 simp, 65
add-rewrite-rule, 75 split, 67

add-rtotality, 78
add-totality, 77
add-var-name, 54
admit, 51
assert, 48
assume, 38
auto, 50
by-assume, 67
cases, 85

check-and-display-proof, 41

cut, 48
define, 69
display-alg, 52

display-global-assumptions, 50

display-idcp, 55
display-pconst, 70
display-proof, 41
display-theorems, 42
display, 43
drop, 43

elim, 56

ind, 82
inst-with-to, 47
inst-with, 47
intro, 55
libload, 44
load, 44

make-term-in-abst-form, 72

make-term-in-app-form, 72
ng, 74

nt, 74

pretty-print, 42

term-to-beta-eta-nf, 75
term-to-type, 71

undo, 44

use-with, 46

use, 39

proof-to-expr-with-formulas, 41
proof-to-expr, 41
proof-to-extracted-term, 75
remove-global-assumption, 51
remove-program-constant, 71
save-totality, 81
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