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Ubungen zur Vorlesung ,,Mathematische Logik*

In den Aufgaben 45 und 46 sei £ eine elementar préisentierte Sprache und
M eine L-Struktur mit |[M| = N. Ferner sei 0 eine Konstante in £ und S
ein einstelliges Funktionssymbol in £ mit 0™ = 0 and SM(a) = a + 1.
Aufgabe 45 (Semantisches Fixpunktlemma). Eine Relation R C N" ist
definierbar in M wenn es eine L-Formel A(x1,...,z,) gibt so dafl

R={(a1,...,an) EN" | M |= A(ay,...a,) }

Eine Menge S von Formeln ist definierbar in M wenn"S7:={FTA7|Aec S}
definierbar ist. Beweisen Sie: wenn jede elementare Relation in M definierbar
ist, so findet man zu jeder £-Formel B(z) eine geschlossene £-Formel A mit

ME A genau dann wenn M = B("A™).
Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 44.

Aufgabe 46 (Tarskis Undefinierbarkeitssatz). Wenn jede elementare Re-
lation in M definierbar ist, so ist die Menge Th(M) der in M giiltigen
geschlossenen Formeln undefinierbar in M.

In den Aufgaben 47 und 48 sei L eine elementar prisentierte Sprache
mit 0, S nnd = in £, und T eine L£-Theorie die die Gleichheitsaxiome Eq,
enthalt.

Aufgabe 47. Es sei A(x,y) eine Formel und f: N — N eine Funktion. Wir
nehmen an daf} fiir alle a € N gilt

T+ A, f(a)),

TH Ala,y) — Ala,z) > y==2
und daf} fiir alle b,c € N mit b < ¢ gilt T F b # c. Beweisen Sie
T+ —A(a,c) falls c# f(a).

Hinweis. Argumentieren Sie informal aber so, dal jeder Ihrer Schliisse in T'
durchgefiihrt werden kann.

Aufgabe 48. (a) Sind die Mengen M, N C N représentierbar in 7', so ist
es auch M N N.

(b) Es seien f,g: N — N in T reprisentierbar durch A(z,y) und B(y, 2).
Beweisen Sie, daB dann C' := 3,(A(x,y) A B(y, 2)) die Funktion g o f
reprasentiert.

Hinweis. Argumentieren Sie wieder informal aber so, daf§ Ihre Schliisse in
T durchfithrbar sind.

Abgabe. Mittwoch, 25. Januar 2023 um 8:15, physisch in der Vorlesung
oder elektronisch {iber Uni2work.



