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KAPITEL 1

Lineare Gleichungssysteme

Bei unserem Studium der linearen Algebra wollen wir von einem konkre-
ten Problem ausgehen: Gegeben seien

”
Zahlen“ αij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)

und βi (1 ≤ i ≤ m). Gesucht sind Zahlen ξj (1 ≤ j ≤ n) so daß

α11ξ1 + · · · + α1nξn = β1

...

αm1ξ1 + · · ·+ αmnξn = βm

(1.1)

gilt. Das System (1.1) heißt lineares Gleichungssystem. Welche Eigenschaf-
ten von Zahlen sind für das Problem relevant? Sicherlich Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation, Division und Rechenregeln dafür, aber nicht z.B. die
Quadratwurzel oder Grenzwertbildung. Wir wollen uns hier auf eine Um-
gebung konzentrieren, bei der die Zahlen des Gleichungssystems Elemente
eines sogenannten Körpers sind. Der Begriff des Körpers baut auf dem einer
Gruppe auf, den wir deshalb zunächst einführen. Zu allererst aber einige
einführende Betrachtungen über Mengen.

1.1. Mengen

Die Mengenlehre kann man als einen Rahmen auffassen, innerhalb dessen
man Mathematik begründen und betreiben kann. Wir wollen die Mengen-
lehre hier informal entwickeln, und uns dabei auf eine inhaltliche Vorstellung
des Mengenbegriffs stützen. Für eine genauere Diskussion der historischen
Entwicklung der Mengenlehre und insbesondere eine präzise axiomatische
Entwicklung der Mengenlehre müssen wir auf die Literatur (etwa das Buch
von Deiser [1]) oder Vorlesungen über mathematische Logik verweisen.

1.1.1. Cantors Definition. Cantor gab 1895 die folgende Definition:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung
M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m un-
serer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Ele-
mente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Insbesondere ist eine Menge durch ihre Elemente vollständig bestimmt (Ex-
tensionalitätsprinzip).

Man kann versuchen, diese Definition wie folgt zu verstehen. Sei V die
Gesamtheit aller Objekte (unserer Anschauung oder unseres Denkens). Mit
A(x) bezeichnen wir eine Eigenschaft von Objekten x aus V . Dann kann
man

{x | A(x) }
1



2 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

bilden, die Menge aller Objekte x aus V mit der Eigenschaft A(x). Man
beachte, daß {x | A(x) } wieder ein Objekt aus V ist. Beispiele für Eigen-
schaften sind etwa

(1) x ist natürliche Zahl.
(2) x ist Menge.
(3) x ist Punkt, y ist Gerade und x liegt auf y.
(4) y ist Menge und x ist Element von y, kurz: Mg(y) ∧ x ∈ y.

Da man hier alle Objekte mit einer gewissen Eigenschaft zusammenfaßt,
spricht man von einem (naiven) Komprehensionsprinzip.

Cantors Definition – oder genauer unsere naive Auffassung davon – ist
jedoch so nicht haltbar, da sie zu Widersprüchen führt. Am bekanntesten
ist die Russellsche Antinomie: Sei

x0 := {x |Mg(x) ∧ x /∈ x }.
Dann gilt1 x ∈ x0 ≡ Mg(x) ∧ x /∈ x für alle Objekte x, also insbesondere

x0 ∈ x0 ≡ Mg(x0) ∧ x0 /∈ x0 ≡ x0 /∈ x0,

denn x0 ist Menge. Einen Grund für diesen Widerspruch kann man darin
sehen, daß wir hier – unter Verwendung des naiven Komprehensionsprinzips
– von der Vorstellung einer fertigen Gesamtheit aller Mengen ausgegangen
sind. Dies ist aber weder notwendig noch entspricht es dem Vorgehen in der
Mathematik. Es reicht vollkommen aus, wenn man eine Menge nur dann
bildet, wenn ihre Elemente bereits

”
zur Verfügung stehen“. Dies führt auf

die Vorstellung einer stufenweisen Konstruktion von Mengen.

1.1.2. Kumulative Typenstruktur. Eine Möglichkeit, diese Vorstel-
lung zu konkretisieren, bietet die sogenannte kumulative Typenstruktur : Man
beginnt mit vorgegebenen Urelementen, die die Mengen der Stufe 0 bilden.
Auf einer beliebigen Stufe kann man dann alle Mengen bilden, deren Ele-
mente früheren Stufen angehören. Wählt man zum Beispiel als Urelemente
die natürlichen Zahlen, so gehört {27, {5}} zur Stufe 2.

Es stellen sich nun die folgenden natürlichen Fragen: (1) Welche Urele-
mente soll man wählen? (2) Wie weit reichen die Stufen?

Zu (1). Für die Zwecke der Mathematik ist es ausreichend, überhaupt
keine Urelemente vorauszusetzen; man spricht in diesem Fall von reinen
Mengen. Auf den ersten Stufen erhält man dann folgende Mengen:

Stufe 0: –
Stufe 1: ∅
Stufe 2: ∅, {∅}
Stufe 3: ∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}

”
und so weiter“.

Zu (2). Shoenfield hat das folgende Prinzip formuliert.

Man betrachte eine Gesamtheit S von Stufen. Kann man
sich eine Situation vorstellen, in der alle Stufen aus S kon-
struiert sind, so soll es eine Stufe geben, die nach allen
Stufen aus S kommt.

1Wir verwenden ≡ für
”
genau dann, wenn“.
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Aus diesem vagen Prinzip lassen sich exakte Folgerungen ziehen, die man
durch Axiome fixieren kann. Dies würde jedoch innerhalb dieser Vorlesung
zu weit führen; es sei deshalb auf Vorlesungen über mathematische Logik
und über Mengenlehre verwiesen.

Unter einer Menge kann man also inhaltlich ein Objekt verstehen, das
zu einer Stufe der kumulativen Typenstruktur gehört. Unter einer Klasse
versteht man eine beliebige Gesamtheit von Mengen. Jede Menge ist dann
insbesondere eine Klasse. Ferner gibt es Klassen, die keine Mengen sind, z.B.
die Klasse V aller Mengen; solche Klassen nennt man echte Klassen.

Bemerkung (Einfache Typen). Für die meisten Zwecke in der Mathe-
matik und insbesondere auch für diese Vorlesung würde es ausreichen, mit
einem einfacheren und konkreteren Mengenbegriff zu arbeiten, nämlich mit
Mengen von Objekten eines festen

”
einfachen“ Typs τ . Einfache Typen sind

aus einem Grundtyp ι induktiv gebildet mit den Operationen τ1 → τ2 und
τ1×τ2. Im folgenden lassen wir den Zusatz

”
einfach“ weg und sprechen kurz

von Typen. Unter Objekten eines Typs τ versteht man folgendes.

ι: natürliche Zahlen,
τ1 → τ2: Funktionen f , die Objekten a des Typs τ1

Objekte f(a) des Typs τ2 zuordnen,
τ1 × τ2: geordnete Paare (a, b) von Objekten a des Typs τ1

und Objekten b des Typs τ2.

Eine
”
Funktion“ f des Typs τ1 → τ2 fassen wir in diesem Kontext als eine

Zuordnungsvorschrift auf, die zu jedem Objekt a des Typs τ1 ein Objekt
f(a) des Typs τ2 liefert. Zum Beispiel ist die Funktion n 7→ n2 ein Objekt
des Typs ι→ ι, und das Paar (27, 5) ein Objekt des Typs ι× ι.

Eine Menge ist dann immer eine Gesamtheit von Objekten eines festen
Typs τ . Meist ist der Typ aus dem Zusammenhang klar und wird deshalb
nicht extra erwähnt. Dies ist zum Beispiel bei der Menge N = {0, 1, 2, . . . }
aller natürlichen Zahlen, bei {2, 4, 6, 8} oder auch bei der Menge der Prim-
zahlen der Fall.

Im folgenden verwenden wir den naiven Mengenbegriff.

1.1.3. Teilmengen, Durchschnitt, Vereinigung. Sind M und N
Mengen, so heißt M Teilmenge von N (geschrieben M ⊆ N), wenn jedes
Element von M auch Element von N ist. Für M ⊆ N schreibt man auch
N ⊇M .

Sind M und N Mengen, so definieren wir

M ∩N := { a | a ∈M und a ∈ N } Durchschnitt von M und N,

M ∪N := { a | a ∈M oder a ∈ N } Vereinigung von M und N,

M \N := { a | a ∈M und a /∈ N } Differenz von M und N.

Aufgrund der bekannten Eigenschaften der logischen Verknüpfungen
”
und“,

”
oder“ und

”
nicht“ gilt offenbar

M ∩N=N ∩M M ∪N=N ∪M,

(M ∩N) ∩K=M ∩ (N ∩K) (M ∪N) ∪K=M ∪ (N ∪K),

M ∩ (N ∪K)=(M ∩N) ∪ (M ∩K) M ∪ (N ∩K)=(M ∪N) ∩ (M ∪K).



4 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

sowie

M \ (N ∩K) = (M \N) ∪ (M \K),

M \ (N ∪K) = (M \N) ∩ (M \K).

Zwei Mengen M und N heißen disjunkt , wenn sie keine gemeinsamen
Elemente haben, also wenn M ∩N = ∅.

Sind M und N Mengen, so nennt man die Menge

M ×N := { (a, b) | a ∈M und b ∈ N }
das kartesische Produkt der Mengen M und N . Hierbei ist (a, b) das geord-
nete Paar2 von a und b.

Unter einer Relation R zwischen (Elementen von) M und (Elementen
von) N versteht man eine Teilmenge R ⊆M ×N . Statt (a, b) ∈ R schreibt
man oft aRb. Ist speziell M = N , so spricht man von einer Relation auf M .

Beispiel. Die Teilbarkeitsrelation m|n auf N ist die Menge { (m,n) |
∃k∈N : m · k = n } ⊆ N × N. Hierbei ist

”
∃k∈N : m · k = n“ zu lesen als

”
es

gibt ein k ∈ N mit m · k = n“.
”
∃“ heißt Existenzquantor .

1.1.4. Abbildungen. Im folgenden werden Relationen R zwischen M
und N eine besondere Rolle spielen, für die es zu jedem a ∈ M höchstens
ein b ∈ N gibt mit aRb. Solche Relationen nennt man rechtseindeutig oder
auch Funktionen.

Unter einer Abbildung verstehen wir ein Tripel (M,f,N), wobei M,N
Mengen sind und f eine rechtseindeutige Relation zwischen M und N ist
(d.h. daß aus afb und afc folgt b = c), und ferner es zu jedem a ∈ M
ein b ∈ N gibt mit afb. Das eindeutig bestimmte b mit afb wird mit f(a)
bezeichnet. Eine Abbildung (M,f,N) wird meist in der Form

f : M → N

mitgeteilt; man nennt M den Definitionsbereich und N den Wertebereich
der Abbildung.

Ist f : M → N eine Abbildung und M ′ eine Teilmenge von M , so nennt
man die durch

f : M ′ → N

a 7→ f(a)

definierte Abbildung (also (M ′, { (a, f(a)) | a ∈M ′ }, N)) die Einschränkung
von f auf M ′ ⊆M und bezeichnet sie mit f�M ′.

Die Abbildung f : M → N heißt

(1) injektiv , wenn aus der Gleichheit zweier Funktionswerte die Gleich-
heit der Argumente folgt, also wenn

∀a1, a2∈M : (f(a1) = f(a2)→ a1 = a2)

(zu lesen als
”
für alle a1, a2 ∈ M gilt: wenn f(a1) = f(a2), so

a1 = a2“;
”
∀“ heißt Allquantor);

(2) surjektiv , wenn jedes b ∈ N als Funktionswert auftritt, also wenn

∀b∈N∃a∈M : f(a) = b;

2Man kann den Begriff des geordneten Paares innerhalb der Mengenlehre definieren.
Wir verzichten hier jedoch darauf und verwenden ihn als Grundbegriff.
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(3) bijektiv , wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Zu jeder bijektiven Abbildung f : M → N gibt es eine Umkehrabbildung
f−1 : N → M : sie ordnet jedem b ∈ N das eindeutig bestimmte a ∈ M mit
f(a) = b zu.

Sind f : M → N und g : N → K Abbildungen, so definiert man die
Komposition oder Hintereinanderschaltung g ◦ f (gelesen g nach f) als
diejenige Abbildung g ◦ f : M → K, die durch die Zuordnungsvorschrift
(g ◦ f)(a) := g(f(a)) bestimmt ist. Ist noch h : K → L, so gilt offenbar

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ;

man sagt hierfür, daß die Komposition von Abbildungen assoziativ ist. Man
beachte, daß die Komposition von Abbildungen i.a. nicht kommutativ ist.
Ist zum Beispiel

f : N→ N

a 7→ a+ 1
und

g : N→ N

a 7→ a2,

so gilt (g◦f)(a) = (a+1)2, aber (f ◦g)(a) = a2 +1, also g◦f 6= f ◦g. Ferner
benötigen wir später eine sehr einfache Abbildung, nämlich die Identität
idM : M → M auf einer gegebenen Menge M . Sie ist bestimmt durch die
Zuordnungsvorschrift id(a) := a. Ist f : M → N bijektiv, so gilt offenbar
f−1 ◦ f = idM .

Es ist oft notwendig, die Bilder und Urbilder unter einer Abbildung
f : M → N nicht nur für Elemente von M bzw. N , sondern auch für Teil-
mengen von M bzw. N zu betrachten. Wir setzen für A ⊆M und C ⊆ N

f [A] := { b ∈ N | ∃a∈A : f(a) = b },
f−1[C] := { a ∈M | f(a) ∈ C }.

f [A] heißt das Bild von A unter f , und f−1[C] das Urbild von C unter f .
Man beachte, daß wir in f−1[C] das Symbol f−1 verwenden, obwohl f nicht
notwendig bijektiv ist, also i.a. keine Umkehrabbildung besitzt.

Bemerkung. Sei f : M → N eine Abbildung und seien A,B ⊆M und
C,D ⊆ N . Dann gilt

f [A ∩B] ⊆ f [A] ∩ f [B],

f [A ∪B)] = f [A] ∪ f [B],

f−1[C ∩D] = f−1[C] ∩ f−1[D],

f−1[C ∪D] = f−1[C] ∪ f−1[D].

Durch Angabe eines Gegenbeispiels zeigt man leicht, daß i.a. f [A ∩ B] 6=
f [A] ∩ f [B] ist.

1.1.5. Familien von Mengen, Potenzmenge. Ist I eine beliebige
Menge (die wir als Indexmenge auffassen) und M eine weitere Menge, so
nennt man eine Abbildung f : I → M auch eine mit I indizierte Familie.
Man schreibt oft fi anstelle von f(i), und (fi)i∈I anstelle von f . Ist speziell
I = {1, . . . , n}, so hat man eine endliche Familie und schreibt3 (f1, . . . , fn)

3Diese Schreibweise kollidiert für n = 2 mit der oben eingeführten Schreibweise (a, b)
für geordnete Paare. Es sollte jedoch jeweils aus dem Kontext klar sein, was gemeint ist.
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anstelle von (fi)i∈{1,...,n}. Im Fall I = N nennt man die Familie (fi)i∈N auch
eine Folge.

Ist (Mi)i∈I eine Familie von Mengen, so definieren wir
⋂

i∈I

Mi := { a | ∀i∈I : a ∈Mi } (Durchschnitt der Familie (Mi)i∈I),

⋃

i∈I

Mi := { a | ∃i∈I : a ∈Mi } (Vereinigung der Familie (Mi)i∈I).

Sei M eine Menge. Jeder Teilmenge X ⊆ M kann man eine Abbildung
cX : M → {0, 1} zuordnen:

cX(a) :=

{
1 falls a ∈ X
0 falls a /∈ X.

cX heißt die charakteristische Funktion der Menge X. Offenbar enthält cX
dieselbe Information wie X; man kann deshalb die Menge X mit ihrer cha-
rakteristischen Funktion identifizieren.

Die Menge aller Teilmengen einer gegebenen Menge M bezeichnet man
mit

P(M) := {X | X ⊆M } (Potenzmenge von M).

Bemerkung. Für beliebige Mengen M,N gilt offenbar

P(M ∩N) = P(M) ∩ P(N),

P(M ∪N) ⊇ P(M) ∪ P(N),
(
P(M ∪N) = P(M) ∪ P(N)

)
≡
(
M ⊆ N oder N ⊆M

)
.

1.2. Gruppen und Körper

Wir skizzieren einen präzisen Weg zur Einführung der ganzen, der ra-
tionalen, der reellen und der komplexen Zahlen. Dabei wird uns der Begriff
einer Äquivalenzrelation gute Dienste leisten. Aus der Additionsstruktur
der ganzen Zahlen abstrahieren wir den allgemeinen Gruppenbegriff, und
entsprechend aus den Additions- und Multiplikationseigenschaften der ra-
tionalen Zahlen den Begriff eines Körpers.

1.2.1. Ganze Zahlen, Äquivalenzrelationen. Ganze Zahlen kann
man darstellen als Paare (m,n) natürlicher Zahlen. Gemeint ist mit (m,n)
die Differenz m− n. Dann sind zum Beispiel (m+ 1, n + 1) und (m,n) als
gleich zu betrachten. Allgemein definieren wir eine Relation ∼Z zwischen
Paaren natürlicher Zahlen durch

∀m,n, p, q∈N :
(
(m,n) ∼Z (p, q) :≡ m+ q = p+ n

)
.

Es gilt dann:

∀m∈N : (m,n) ∼Z (m,n),

∀m,n, p, q∈N :
(
(m,n) ∼Z (p, q)→ (p, q) ∼Z (m,n)

)
,

∀m,n, p, q, k, l∈N :
(
(m,n) ∼Z (p, q) ∧ (p, q) ∼Z (k, l)→ (m,n) ∼Z (k, l)

)
.

Die ersten beiden Aussagen sind klar. Zum Beweis der dritten betrachten
wir beliebige m,n, p, q, k, l ∈ N. Zu zeigen ist

m+ l = k + n,
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und nach Annahme gilt m+ q = p+ n und p+ l = k + q. Man erhält

m+ p+ l = m+ k + q = k + n+ p,

also m+ l = k + n. Damit ist der Beweis abgeschlossen.
Allgemein nennt man eine Relation ∼ auf einer Menge M eine Äquiva-

lenzrelation, wenn sie diese drei Eigenschaften besitzt, also wenn gilt

∀a∈M : a ∼ a (∼ ist reflexiv),

∀a, b∈M :
(
a ∼ b→ b ∼ a

)
(∼ ist symmetrisch),

∀a, b, c∈M :
(
a ∼ b ∧ b ∼ c→ a ∼ c

)
(∼ ist transitiv).

Eine Äquivalenzrelation kann man als eine Art verallgemeinerte Gleichheit
auffassen.

Es ist möglich und oft üblich, das explizite Auftreten einer Äquivalenz-
relation zu vermeiden und stattdessen mit der vertrauten Gleichheit zu
arbeiten. Dazu faßt man äquivalente Objekte zusammen zu sogenannten
Äquivalenzklassen (richtiger wäre

”
Äquivalenzmengen“, aber

”
Äquivalenz-

klasse“ hat sich eingebürgert).
Sei M eine Menge und ∼ eine Äquivalenzrelation auf M . Eine nicht leere

Teilmenge N von M heißt eine Äquivalenzklasse der Relation ∼, wenn gilt:

(∼1) ∀a, b∈M :
(
a ∈ N ∧ b ∼ a→ b ∈ N

)
(N ist ∼-abgeschlossen),

(∼2) ∀a, b∈M :
(
a, b ∈ N → a ∼ b

)
.

Bemerkungen. (1) Jedes a ∈M liegt in genau einer Äquivalenz-
klasse; sie wird mit [a] bezeichnet.

Beweis. Existenz. Setze [a] := { b | b ∼ a }. Dann ist a ∈
[a] wegen der Reflexivität von ∼. Zu zeigen bleibt, daß [a] eine
Äquivalenzklasse ist. Zu (∼1). Sei b ∈ [a] und c ∼ b. Dann gilt
b ∼ a, also auch c ∼ a wegen der Transitivität von ∼, also c ∈ [a].
Zu (∼2). Seien b, c ∈ [a]. Dann gilt b ∼ a und c ∼ a. Aus c ∼ a
folgt a ∼ c wegen der Symmetrie von ∼, also auch b ∼ c wegen der
Transitivität von ∼.

Eindeutigkeit. Seien N1, N2 Äquivalenzklassen mit a ∈ N1 und
a ∈ N2. Zu zeigen ist N1 = N2; aus Symmetriegründen genügt
N1 ⊆ N2. Sei also c ∈ N1. Zu zeigen ist c ∈ N2. Wegen c, a ∈ N1

folgt c ∼ a nach (∼2) für N1, also auch c ∈ N2 nach (∼1) für
N2.

(2) Je zwei verschiedene Äquivalenzklassen sind disjunkt.

Beweis. Zu zeigen ist, daß aus a ∈ N1, N2 folgt N1 = N2. Das
ist aber gerade der Eindeutigkeitsteil der Aussage (1).

Eine Äquivalenzrelation auf M zerlegt also die
”
Trägermenge“ M voll-

ständig in paarweise disjunkte Äquivalenzklassen. Die Menge aller Äquiva-
lenzklassen wird mit M/∼ bezeichnet, also M/∼ := { [a] | a ∈M }.

Wir lassen im folgenden die Allquantoren am Anfang einer Aussage meist
weg, schreiben also z.B. a ∼ a statt ∀a∈M : a ∼ a.
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1.2.2. Addition ganzer Zahlen, Verträglichkeit mit ∼Z. Wir de-
finieren die Addition ganzer Zahlen durch

(m,n) + (p, q) := (m+ p, n+ q)

(Hier haben wir die Allquantoren am Anfang weggelassen). Im folgenden
schreiben wir kurz∼ für die oben definierte Äquivalenzrelation ∼Z auf N×N.
Die von ∼ erzeugten Äquivalenzklassen bezeichnen wir mit α, β, γ.

Die Addition ist verträglich mit∼, d.h. aus (m,n) ∼ (m′, n′) und (p, q) ∼
(p′, q′) folgt (m,n) + (p, q) ∼ (m′, n′) + (p′, q′). Die ganze Zahl Null wird
dargestellt durch (0, 0); sie hat die Eigenschaft (0, 0)+ (p, q) ∼ (p, q) (es gilt
sogar die Gleichheit). Man beachte, daß für alle p ∈ N gilt (0, 0) ∼ (p, p).
Das Negative (oder additive Inverse) einer ganzen Zahl ist

−(m,n) := (n,m);

offenbar gilt −(m,n) + (m,n) ∼ (0, 0). Das Bilden des Negativen ist ver-
träglich mit ∼: aus (m,n) ∼ (m′, n′) folgt −(m,n) ∼ −(m′, n′).

Da also Addition und Inversenbildung mit der Äquivalenzrelation ∼ ver-
träglich sind, kann man entsprechende Funktionen auch auf den Äquivalenz-
klassen definieren. Wir setzen für ganze Zahlen a = (m,n) und b = (p, q)

[a] + [b] := [a+ b],

− [a] := [−a].
Damit dies eine sinnvolle Definition ist, muß man die Unabhängigkeit vom
Repräsentanten zeigen, d.h. man muß zeigen, daß

aus [a] = [a′] und [b] = [b′] folgt [a+ b] = [a′ + b′], und

aus [a] = [a′] folgt [−a] = [−a′].
Da aber [c] = [c′] gleichbedeutend ist mit c ∼ c′, besagt dies gerade, daß

aus a ∼ a′ und b ∼ b′ folgt a+ b ∼ a′ + b′, und

aus a ∼ a′ folgt −a ∼ −a′.
Das ist aber die eben bemerkte Verträglichkeit der Äquivalenzrelation ∼ mit
Addition und Inversenbildung.

Addition und Inversenbildung auf den Äquivalenzklassen haben die fol-
genden Eigenschaften:

(1) (α+ β) + γ = α+ (β + γ) für alle Äquivalenzklassen α, β, γ (Asso-
ziativgesetz ).

(2) Für das Nullelement e := [(0, 0)] gilt
(a) e+ α = α für alle Äquivalenzklassen α,
(b) −α+ α = e für alle Äquivalenzklassen α.

1.2.3. Gruppen. Diese Eigenschaften beinhalten in einem gewissen
Sinne alles, was über die additive Struktur der ganzen Zahlen zu sagen ist.
Wir führen jetzt einen Abstraktionsschritt durch und definieren den allge-
meinen Gruppenbegriff, der an vielen Stellen in der Mathematik auftaucht.

Definition. Seien G eine Menge und ◦ : G × G → G eine Abbildung.
(G, ◦) (oder oft nur kurz G) heißt Gruppe, wenn gilt

(1) (α ◦ β) ◦ γ = α ◦ (β ◦ γ) für alle α, β, γ ∈ G (Assoziativgesetz ).
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(2) Es gibt ein e ∈ G (genannt neutrales Element von G) mit folgenden
Eigenschaften:
(a) e ◦ α = α für alle α ∈ G;
(b) zu jedem α ∈ G gibt es ein α′ ∈ G mit α′ ◦ α = e (α′ heißt

inverses Element zu α).

G heißt abelsch, wenn außerdem noch gilt α ◦ β = β ◦ α für alle α, β ∈ G
(Kommutativgesetz ).

Beispiel. In 1.2.2 haben wir die Gruppe (Z,+) (oder kurz Z) der ganzen
Zahlen konstruiert.

Bemerkung (Klammerung). Seien G eine Gruppe, ferner n ≥ 2 und
α1, . . . , αn ∈ G. Dann hat α1 ◦α2 ◦ · · · ◦αn bei jeder Klammerung denselben
Wert.

Beweis. Gezeigt wird

α1 ◦ α2 ◦ · · · ◦ αn−1 ◦ αn = (. . . (α1 ◦ α2) ◦ · · · ◦ αn−1) ◦ αn
durch Induktion über n. Basis n = 2. Klar. Schritt. Wir nehmen an, daß
die Behauptung für alle m mit m ≤ n schon bewiesen ist (Induktions-
voraussetzung). Zu zeigen ist die Behauptung für n + 1. Gegeben sei also
(α1 ◦ α2 ◦ · · · ◦ αi) ◦ (αi+1 ◦ · · · ◦ αn ◦ αn+1) mit 1 ≤ i < n (dies kann man
oBdA annehmen; andernfalls folgt die Behauptung sofort aus der Indukti-
onsvoraussetzung). Dann gilt

(α1 ◦ α2 ◦ · · · ◦ αi) ◦ (αi+1 ◦ · · · ◦ αn ◦ αn+1)

= (α1 ◦ α2 ◦ · · · ◦ αi) ◦ ([αi+1 ◦ · · · ◦ αn] ◦ αn+1) (Induktionsvorauss.)

= ((α1 ◦ α2 ◦ · · · ◦ αi) ◦ [αi+1 ◦ · · · ◦ αn]) ◦ αn+1 (Assoziativgesetz)

= (. . . (α1 ◦ α2) ◦ · · · ◦ αn) ◦ αn+1 (Induktionsvorauss.).

Damit ist der Beweis abgeschlossen.

Bemerkungen. Sei G eine Gruppe.

(1) Seien e ∈ G ein neutrales Element und α,α′ ∈ G derart, daß α′◦α =
e. Dann gilt auch α ◦ α′ = e.

Beweis. Wähle α′′ mit α′′ ◦ α′ = e. Dann gilt

α ◦ α′ = e ◦ α ◦ α′ = α′′ ◦ α′ ◦ α︸ ︷︷ ︸
e

◦α′ = α′′ ◦ α′ = e.

Das war zu zeigen.

(2) Sei e ∈ G ein neutrales Element. Dann gilt α◦e = α für alle α ∈ G.

Beweis. α ◦ e = α ◦ α′ ◦ α = e ◦ α = α nach (1).

(3) Es gibt genau ein neutrales Element e ∈ G.

Beweis. Seien e, e∗ neutrale Elemente von G. Dann gilt e∗ =
e ◦ e∗ = e nach (2).

(4) Zu jedem α ∈ G gibt es genau ein inverses Element α′ ∈ G.
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Beweis. Seien α′, α∗ inverse Elemente zu α ∈ G. Dann gilt

α∗ = α∗ ◦ e = α∗ ◦ α ◦ α′ = e ◦ α = α′.

Hierbei haben wir (1) - (3) benutzt.

Das zu α eindeutig bestimmte inverse Element wird mit α−1 bezeichnet.
Wir schreiben αn für α ◦ · · · ◦ α und α−n für α−1 ◦ · · · ◦ α−1, jeweils mit n
Vorkommen von α bzw. α−1. Ferner sei α0 := e.

Lemma. Seien G eine nicht leere Menge und ◦ : G×G→ G eine Abbil-
dung. G ist eine Gruppe genau dann, wenn gilt:

(1) (α ◦ β) ◦ γ = α ◦ (β ◦ γ) für alle α, β, γ ∈ G.
(2) (a) ∀α, β∈G∃γ∈G : α ◦ γ = β.

(b) ∀α, β∈G∃δ∈G : δ ◦ α = β.

Beweis. ⇒. Sei G eine Gruppe. Zu zeigen ist (2). (a). Setze γ = α−1◦β.
(b). Setze δ = β ◦ α−1.
⇐. G erfülle (1) und (2). Zu zeigen ist, daß G eine Gruppe ist. Wir

müssen also ein neutrales Element e finden derart daß gilt

e ◦ α = α für alle α ∈ G,(1.2)

∀α∈G∃α′∈G : α′ ◦ α = e(1.3)

Wähle α0 ∈ G fest (hier wird benötigt, daß G nicht leer ist). Wähle e so,
daß e ◦ α0 = α0 ist. Wir zeigen jetzt (1.2). Sei α ∈ G beliebig. Wähle γ ∈ G
mit α0 ◦ γ = α. Dann gilt

e ◦ α = e ◦ α0 ◦ γ = α0 ◦ γ = α.

(1.3) folgt aus (2b).

Bemerkung. Seien G eine Gruppe und α, β ∈ G. Dann gilt

(α−1)−1 = α(1.4)

(α ◦ β)−1 = β−1 ◦ α−1(1.5)

Beweis. Zu (1.4). Es gilt (α−1)−1 ◦ α−1 = e und auch α ◦ α−1 = e. Die
Behauptung folgt aus der Eindeutigkeit des Inversen.

Zu (1.5). β−1 ◦ α−1 ◦ α ◦ β = β−1 ◦ e ◦ β = e.

Beispiel. Seien M eine nicht leere Menge und S(M) die Menge der
bijektiven Abbildungen von M auf sich selbst. Dann ist (S(M), ◦), wobei ◦
für die Komposition von Abbildungen steht, eine Gruppe. (S(M), ◦) heißt
die symmetrische Gruppe der Menge M . Neutrales Element ist die Identität
id : M →M , und das inverse Element zu f ∈ S(M) ist die Umkehrabbildung
f−1.

Man beachte, daß S(M) i.a. nicht abelsch ist. Sei zum Beispiel

f : {0, 1, 2} → {0, 1, 2}

f(a) =





0 falls a = 0

2 falls a = 1

1 falls a = 2

und

g : {0, 1, 2} → {0, 1, 2}

g(a) =





1 falls a = 0

0 falls a = 1

2 falls a = 2.

Dann gilt (g ◦ f)(0) = 1, aber (f ◦ g)(0) = 2, also g ◦ f 6= f ◦ g.
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Im Spezialfall M = {1, . . . , n} schreibt man Sn statt S(M). Jede Abbil-
dung σ ∈ Sn heißt eine Permutation der Zahlen 1, . . . , n.

1.2.4. Rationale Zahlen. Rationale Zahlen stellen wir dar als Paare
((m,n), k) einer ganzen Zahl (m,n) und einer positiven natürlichen Zahl k;
gemeint ist der Quotient aus beiden, also m−n

k
. Da wir zwei rationale Zahlen

als gleich betrachten wollen, wenn sie denselben gekürzten Bruch darstellen,
definieren wir eine Relation ∼ durch

(
((m,n), k) ∼ ((p, q), l)

)
:≡ (lm+ kq = kp+ ln).

Man sieht leicht, daß ∼ eine Äquivalenzrelation ist.
Die Addition rationaler Zahlen wird definiert durch

((m,n), k) + ((p, q), l) := ((lm+ kp, ln+ kq), kl).

Wieder ist diese Addition verträglich mit der Äquivalenzrelation ∼, d.h.
aus ((m,n), k) ∼ ((m′, n′), k′) und ((p, q), l) ∼ ((p′, q′), l′) folgt ((m,n), k) +
((p, q), l) ∼ ((m′, n′), k′) + ((p′, q′), l′). Die rationale Zahl Null wird darge-
stellt durch ((0, 0), 1); sie hat die Eigenschaft ((0, 0), 1)+((p, q), l) ∼ ((p, q), l)
(es gilt sogar die Gleichheit). Das Negative (oder additive Inverse) einer ra-
tionalen Zahl ist

−((m,n), k) := ((n,m), k).

Die Bildung des Negativen ist wieder verträglich mit ∼: aus ((m,n), k) ∼
((m′, n′), k′) folgt −((m,n), k) ∼ −((m′, n′), k′). Wir können also entspre-
chende Funktionen auch auf den Äquivalenzklassen definieren und erhalten
wie bei den ganzen Zahlen, daß die rationalen Zahlen zusammen mit der
Addition eine abelsche Gruppe bilden.

Die Multiplikation rationaler Zahlen wird definiert durch

((m,n), k) · ((p, q), l) := ((mp+ nq,mq + np), kl).

Die rationale Zahl Eins wird dargestellt durch ((1, 0), 1); sie hat die Eigen-
schaft ((1, 0), 1) · ((p, q), l) ∼ ((p, q), l) (es gilt sogar die Gleichheit). Das
multiplikative Inverse einer rationalen Zahl ((m,n), k) 6∼ ((0, 0), 1) ist

((m,n), k)−1 :=

{
((k, 0),m − n) falls m > n

((0, k), n −m) falls m < n.

Alle diese Operationen sind verträglich mit ∼. Wir können also wieder ent-
sprechende Funktionen auch auf den Äquivalenzklassen definieren und er-
halten wie bei den ganzen Zahlen, daß die rationalen Zahlen ohne die Null
zusammen mit der Multiplikation eine abelsche Gruppe bilden. Ferner gilt
das Distributivgesetz

((m,n), k) ·
(
((p, q), l) + ((p′, q′), l′)

)
=

(
((m,n), k) · ((p, q), l)

)
+
(
((m,n), k) · ((p′, q′), l′)

)
.

1.2.5. Körper. Diese Eigenschaften beinhalten wieder alles das, was
über die additive und multiplikative Struktur der rationalen Zahlen zu sagen
ist. Wir führen deshalb einen Abstraktionsschritt durch und definieren den
allgemeinen Körperbegriff.

Definition. Seien K eine Menge und +: K ×K → K, · : K ×K → K
Abbildungen. Das Tripel (K,+, ·) (oder kurz K) heißt Körper , wenn gilt:
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(1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe,
(2) K∗ := K \ {0} (0 neutrales Element von (K,+)) bildet zusam-

men mit der auf K∗ eingeschränkten Multiplikation eine abelsche
Gruppe, und

(3) für alle α, β, γ ∈ K gilt

α(β + γ) = αβ + αγ und (α+ β)γ = αγ + βγ (Distributivgesetze).

Wir schreiben α + β für +(α, β) und αβ oder α · β für ·(α, β). Ferner
soll die Multiplikation · stärker binden als +.

Beispiel. In 1.2.4 haben wir den Körper (Q,+, ·) (oder kurz Q) der
rationalen Zahlen konstruiert.

Bezeichnungen. (1) In der abelschen Gruppe (K,+) wird das
neutrale Element mit 0 und das zu α ∈ K inverse Element mit −α
bezeichnet. Wir schreiben α− β für α+ (−β).

(2) In der abelschen Gruppe (K∗, ·) wird das neutrale Element mit 1
und das zu α ∈ K∗ inverse Element mit α−1 bezeichnet. Für α ·β−1

schreiben wir α
β
.

(3) Wir schreiben
n∑

i=1

αi für α1 + α2 + · · · + αn,

n∏

i=1

αi für α1 · α2 · . . . · αn,

nα für α+ · · ·+ α (mit n Vorkommen von α),

αn für α · . . . · α (mit n Vorkommen von α).

Im Fall n = 0 setzen wir
∑0

i=1 αi := 0,
∏n
i=1 αi := 1, 0α := 0 und

α0 := 1.
Im folgenden werden wir oft Doppelsummen verwenden. Seien

K ein Körper und αij ∈ K für 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ n. Dann gilt
m∑

i=1

( n∑

j=1

αij

)
=

∑

1≤i≤m
1≤j≤n

αij =
n∑

j=1

( m∑

i=1

αij

)
.

Bemerkungen. Sei K ein Körper. Dann gilt für alle α, β ∈ K
(1) 0 · α = 0 und α · 0 = 0.

Beweis. Z.B. ist 0·α = (0+0)·α = 0·α+0·α, also 0·α = 0.

(2) Aus α 6= 0 und β 6= 0 folgt αβ 6= 0.

Beweis. Dies ist klar, da K∗ eine Gruppe ist (bzgl. der Multi-
plikation).

(3) −α = (−1)α.

Beweis. Nach (1) ist 1α = α für alle α. Wegen 1 + (−1) = 0
folgt α+ (−1)α = 0 und damit −α = (−1)α.

(4) (−α) · (−β) = αβ.
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Beweis. Es ist 1 + (−1) = 0, also −1 + (−1) · (−1) = 0 und
damit (−1) ·(−1) = 1. Es folgt (−α) ·(−β) = (−1)α(−1)β = 1αβ =
αβ.

Beispiele. (1) Reelle Zahlen kann man auffassen als Äquivalenz-
klassen von Cauchyfolgen (s. Analysis-Vorlesung) rationaler Zah-
len, also von Folgen (αn)n∈N mit αn ∈ Q derart daß

∀ε>0∃N∈N∀n,m≥N : |αn − αm| ≤ ε.

Wir verwenden ε als Variable für rationale Zahlen. Zwei Cauchy-
folgen rationaler Zahlen heißen äquivalent (in Zeichen (αn)n∈N ∼R

(βn)n∈N), wenn gilt

∀ε>0∃K∈N∀n≥K : |αn − βn| ≤ ε.

Addition und Multiplikation definiert man komponentenweise. Man
kann leicht zeigen, daß Addition und Multiplikation mit der Äquiva-
lenzrelation ∼R verträglich sind, und daß auf diese Weise ein Körper
(R,+, ·) entsteht, den man den Körper der reellen Zahlen nennt.
Für ein genaueres Studium dieses Körpers sei auf die Analysis-
Vorlesung verwiesen.

(2) Die Menge {0, 1} ist mit folgender Multiplikation und Addition ein
Körper; er wird mit F2 bezeichnet.

+ 0 1

0 0 1
1 1 0

· 0 1

0 0 0
1 0 1

Durch Unterscheiden der endlich vielen Fälle kann man leicht ve-
rifizieren, daß alle Körperaxiome erfüllt sind. In F2 gilt 1 + 1 = 0.
Man kann also 1 + 1 6= 0 nicht für beliebige Körper beweisen.

(3) Seien K ein Körper und ξ ∈ K kein Quadrat in K (d.h. es gibt kein
α ∈ K mit α2 = ξ). Wir wollen einen Körper K × K definieren.
Stellt man sich (außerhalb der Legalität) (α, β) als α+β

√
ξ vor, so

liegt die folgende Definition nahe:

(α, β) + (α′, β′) := (α+ α′, β + β′),

(α, β) · (α′, β′) := (αα′ + ββ′ξ, αβ′ + βα′).

Wir wollen uns überlegen, daß K ×K mit dieser Addition + und
Multiplikation · zu einem Körper wird. Man bezeichnet ihn mit
(K(
√
ξ),+, ·) oder kurz K(

√
ξ).

Beweis. Daß (K(
√
ξ),+) eine abelsche Gruppe ist, ergibt sich

leicht aus der komponentenweisen Definition der Addition. Das neu-
trale Element ist (0, 0), und das inverse Element zu (α, β) ∈ K(

√
ξ)

ist (−α,−β).
Wir zeigen jetzt, daß (K(

√
ξ)∗, ·) eine abelsche Gruppe ist. As-

soziativität und Kommutativität sind leicht nachzurechnen. Wir
wollen zeigen, daß (1, 0) neutrales Element ist. Zu (a). Es gilt
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(1, 0) · (α, β) = (α, β). Zu (b). Gegeben sei (α, β) 6= (0, 0). Gesucht
ist (α′, β′) mit

(1.6) (α′, β′)(α, β) = (1, 0)

Ansatz: Nehmen wir an, wir hätten schon (α′, β′) mit (1.6). Multi-
plikation beider Seiten mit (α,−β) ergibt

(α′, β′)(α2 − β2ξ, 0) = (α,−β).

Nun gilt α2 − β2ξ 6= 0, da ξ kein Quadrat ist und (α, β) 6= (0, 0).
Also können wir definieren

α′ :=
α

α2 − β2ξ
und β′ :=

−β
α2 − β2ξ

.

Man verifiziert leicht (1.6).
Die Distributivität ergibt sich durch Nachrechnen.

Zwei interessante Spezialfälle wollen wir besonders betrachten.
Seien K = R und ξ = −1; man beachte, daß −1 kein Quadrat
in R ist (dies wird in der Analysis-Vorlesung unter Verwendung
der Theorie der geordneten Körper bewiesen). Man schreibt C :=
R(
√
−1) und nennt C den Körper der komplexen Zahlen. Die Ab-

bildung
R → R(

√
−1)

α 7→ (α, 0)

ist injektiv. Da

(α, 0) + (β, 0) = (α+ β, 0)

(α, 0) · (β, 0) = (α · β, 0),
braucht man zwischen R und R × {0} = { (α, 0) | α ∈ R } bzgl.
Addition und Multiplikation nicht zu unterscheiden. Man kann also
R mit R × {0} identifizieren. In diesem Sinn ist R ⊆ C. Man setzt
noch

i := (0, 1) (imaginäre Einheit).

Offenbar läßt sich jedes λ ∈ C eindeutig darstellen als λ = α+iβ
mit α, β ∈ R, denn es gilt α+ iβ = (α, β). Die konjugiert komplexe
Zahl zu λ = α+ iβ ist λ := α− iβ. Man verifiziert leicht, daß gilt

λ = λ,

λ+ µ = λ+ µ,

λµ = λµ,

0 = 0,

1 = 1.

Ferner ist λλ = α2 +β2 für λ = α+ iβ. Aus der Analysis-Vorlesung

ist bekannt, daß stets α2 +β2 ≥ 0 ist und man deshalb
√
α2 + β2 ∈

R bilden kann; man setzt |λ| :=
√
α2 + β2 und nennt dies den Be-

trag von λ ∈ C. Für eine ausführlichere Diskussion des Körpers C
der komplexen Zahlen sei wieder auf die Analysis-Vorlesung ver-
wiesen.

Als weiteren Spezialfall betrachten wir K = Q und ξ = 2.

Behauptung. 2 ist kein Quadrat in Q.
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Beweis. Andernfalls wäre 2 = m2

n2 mit teilerfremden m,n ∈ N,

also 2n2 = m2, also m gerade, d.h. von der Form 2k, also n2 =
2k2 und damit n2 gerade, d.h. von der Form 2l. Also wäre 2 ein
gemeinsamer Teiler von m und n: Widerspruch.

Also ist Q(
√

2) ein Körper.

1.3. Matrizen

Unser Ausgangspunkt war es, das lineare Gleichungssystem (1.1) zu
lösen. Wir wollen jetzt eine einfachere Schreibweise einführen, nämlich

A · x = b mit A =



α11 . . . α1n
...

...
αm1 . . . αmn


 , x =



ξ1
...
ξn


 , b =



β1
...
βm


 .

Dies wird die Lösung vereinfachen.

1.3.1. Definition von Matrizen, Schreibweisen.

Definition. Seien K ein Körper, m,n ∈ N und I = {1, . . . ,m}, J =
{1, . . . , n}. Eine Abbildung A : I × J → K heißt (m×n)-Matrix mit Koeffi-
zienten in K. Mit Km×n bezeichnen wir die Menge aller (m × n)-Matrizen
mit Koeffizienten in K.

Die αij := A(i, j) ∈ K (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) heißen Koeffizienten der
Matrix A. Schreibweisen:

A = (αij)1≤i≤m
1≤j≤n

, kurz A = (αij)

A =



α11 . . . α1n
...

...
αm1 . . . αmn




1.3.2. Algebraische Operationen mit Matrizen.

Definition. Seien K ein Körper, m,n, p ∈ N, A,B ∈ Km×n, C ∈ Kn×p

und α ∈ K mit A = (αij), B = (βij) und C = (γjr). Dann setzen wir

A+B := (ηij)1≤i≤m
1≤j≤n

mit ηij := αij + βij ,

A · C := (µir)1≤i≤m
1≤r≤p

∈ Km×p mit µir :=
∑n

j=1 αijγjr,

αA := (ααij)1≤i≤m
1≤j≤n

.

Wir schreiben AC für A · C.

Die Addition von Matrizen und die Multiplikation einer Matrix mit ei-
nem Körperelement sind

”
komponentenweise“ definiert und leicht zu verste-

hen. Dagegen scheint die Multiplikation von Matrizen willkürlich definiert
zu sein; wir werden jedoch (in 1.3.4) sehen, daß dieser Eindruck täuscht.
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Beispiele. (1) Es ist oft hilfreich, sich die Matrizenmultiplikation
graphisch vorzustellen:



α11 . . . α1n
...

...
αi1 . . . αin
...

...
αm1 . . . αmn



·




γ11 . . . γ1r . . . γ1p
...

...
...

γn1 . . . γnr . . . γnp




Der (i, r)-te Koeffizient des Matrizenprodukts ist
∑n

j=1 αijγjr, also
der einzige Koeffizient der Matrix

(
αi1 . . . αin

)
·



γ1r
...
γnr


 .

(2) Sei K = Q. Dann ist
(

1 2
0 1

)(
0 2 1
−1 3 −1

)
=

(
−2 8 −1
−1 3 −1

)
.

1.3.3. Rechenregeln für Matrizen.

(1) (Km×n,+) ist eine abelsche Gruppe; das neutrale Element ist die
Nullmatrix

0 :=




0 . . . 0
...

...
0 . . . 0


 ;

das inverse Element zu (αij) ∈ Km×n ist (βij) mit βij := −αij. Die
Beweise sind klar, da die Addition komponentenweise definiert ist.

(2) Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ, d.h. für beliebige A ∈
Km×n, B ∈ Kn×p und C ∈ Kp×q gilt

(AB)C = A(BC) (∈ Km×q).

Beweis. Sei

A := (αij)1≤i≤m
1≤j≤n

, B := (βjr)1≤j≤n
1≤r≤p

, C := (γrs)1≤r≤p
1≤s≤q

.

Setze

(AB)C = (ηis)1≤i≤m
1≤s≤q

und A(BC) = (ζis)1≤i≤m
1≤s≤q

.

Seien i, s fest gewählt. Es gilt

ηis =

p∑

r=1

( n∑

j=1

αijβjr

)
γrs und ζis =

n∑

j=1

αij

( p∑

r=1

βjrγrs

)
,

also

ηis =

p∑

r=1

n∑

j=1

(αijβjrγrs) =
n∑

j=1

p∑

r=1

(αijβjrγrs) = ζis.

Das war zu zeigen.
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(3) Neutrales Element bei der Matrizenmultiplikation. Für m ≥ 1 sei
die Einheitsmatrix definiert durch

E := Em := (δij) 1≤i≤m
1≤j≤m

mit δij :=

{
1 falls i = j

0 falls i 6= j,

also

E =




1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1


 .

Dann gilt EA = A für alle A ∈ Km×n, und ebenso BE = B für
alle B ∈ Kn×m.

Beweis. Seien A = (αjr)1≤j≤m
1≤r≤n

und E = (δij)1≤i,j≤m. Setze

EA := (γir)1≤i≤m
1≤r≤n

. Dann gilt

γir =

m∑

j=1

δijαjr = αir.

BE = B zeigt man analog.

(4) Distributivgesetze. Für A ∈ Km×n und B,C ∈ Kn×p gilt

A(B + C) = AB +AC.

Für A′, B′ ∈ Km×n und C ′ ∈ Kn×p gilt

(A′ +B′)C ′ = A′C ′ +B′C ′.

Die Beweise ergeben sich leicht aus dem Distributivgesetz für Kör-
perelemente.

(5) Distributivgesetz für die Multiplikation mit Körperelementen. Für
α, β ∈ K und A,B ∈ Km×n gilt

α(A +B) = αA+ αB und (α+ β)A = αA+ βA.

Die Beweise sind wieder klar, da die Operationen komponentenwei-
se definiert sind.

(6) Für α ∈ K, A ∈ Km×n und B ∈ Kn×p gilt

α(AB) = (αA)B = A(αB).

Auch hier ist der Beweis aufgrund der Definitionen klar.

1.3.4. Motivation und Eigenschaften der Matrizenmultiplikati-
on. Die Matrizenmultiplikation kann man als Komposition von Abbildun-
gen deuten. Dazu sei A ∈ Km×n. A gibt Anlaß zu der Abbildung

fA : Kn×1 → Km×1

x =



ξ1
...
ξn


 7→ Ax.

Ebenso gibt B ∈ Kn×r Anlaß zu fB : Kr×1 → Kn×1. Es gilt

fA ◦ fB = fAB : Kr×1 → Km×1.
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Beweis. Für beliebige y ∈ Kr×1 ist

(fA ◦ fB)(y) = fA(fB(y)) = fA(By) = A(By) = (AB)y = fAB(y).

Hierbei haben wir das Assoziativgesetz der Matrizenmultiplikation verwen-
det.

Wir haben schon gesehen, daß die Komposition von Abbildungen nicht
kommutativ ist. Deshalb ist es nicht verwunderlich, daß auch die Matrizen-
multiplikation ist i.a. nicht kommutativ ist. Beispiel:

A :=

(
1 0
0 0

)
B :=

(
0 1
0 0

)
∈ K2×2

AB =

(
0 1
0 0

)
BA =

(
0 0
0 0

)
also AB 6= BA.

Insbesondere gibt es also Matrizen A 6= 0, B 6= 0 mit BA = 0.
Halten wir also fest: Das Gleichungssystem (1.1) läßt sich in Matrizen-

schreibweise darstellen als Ax = b mit

A =



α11 . . . α1n
...

...
αm1 . . . αmn


 ∈ Km×n,

x =



ξ1
...
ξn


 ∈ Kn×1, b =



β1
...
βm


 ∈ Km×1.

1.4. Lineare Gleichungssysteme

Das elementare Lösungsverfahren für lineare Gleichungssysteme ist gut
bekannt. Betrachten wir zum Beispiel über dem Körper Q das Gleichungs-
system

2ξ1 + 3ξ2 = 18

4ξ1 + ξ2 = 11.

Multipliziert man die erste Zeile mit 2 und zieht man das Ergebnis von der
zweiten Zeile ab, so ergibt sich

2ξ1 + 3ξ2 = 18

−5ξ2 = −25.

und daraus

ξ2 =
−25

−5
= 5

2ξ1 + 15 = 18

ξ1 =
18− 15

2
=

3

2
.

Unser Ziel ist es, dieses elementare Lösungsverfahren auf m Gleichungen
mit n Unbekannten zu verallgemeinern. Insbesondere will man entscheiden,
ob ein Gleichungssystem lösbar ist, und eine Übersicht über alle Lösungen
bekommen.
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1.4.1. Zeilenstufenmatrizen. Eine besondere Rolle bei der allgemei-
nen Formulierung des Lösungsverfahrens werden Matrizen in Zeilenstufen-
form spielen.

Definition. Sei K ein Körper. A ∈ Km×n heißt Zeilenstufenmatrix ,
wenn A = 0 oder

A =




0 . . . 0 α1j1 . . . . α1j2 . . . . α1jr . . . . . α1n

0 . . . 0 0 . . . 0 α2j2 . . . . α2jr . . . . . α2n
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 αrjr . . . . . αrn
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0




wobei 1 ≤ r ≤ m,n, 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ n und αiji 6= 0 für alle i mit
1 ≤ i ≤ r; diese αiji heißen Pivots (deutsch Angelpunkte) von A.

Beispiel.




0 1 2 3 0
0 0 0 −1 3
0 0 0 0 0


 und




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4




sind Zeilenstufenmatrizen, nicht aber



0 1 2
0 1 3
0 0 0




Definition. Seien K ein Körper und A,A′ ∈ Km×n. Wir sagen: A′ ent-
steht aus A durch eine (elementare) Zeilenumformung (Spaltenumformung),
wenn A′ aus A hervorgeht durch

(1) Vertauschen zweier Zeilen (Spalten), oder
(2) Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit einem λ ∈ K, λ 6= 0, oder
(3) Addition einer Zeile (Spalte) zu einer anderen.

1.4.2. Hilfssätze. Wir stellen einige Hilfssätze bereit, die die Essenz
des Gaußschen Lösungsverfahrens darstellen. SeienK ein Körper,A ∈ Km×n

und b ∈ Km×1. Wir betrachten die Gleichung (1.1), also Ax = b.

Hilfssatz (Zeilenumformungen verändern nicht die Lösungsmenge).
(A′ b′) entstehe aus (A b) durch elementare Zeilenumformungen. Dann gilt
für alle x ∈ Kn×1

(Ax = b) ≡ (A′x = b′).

Beweis. OBdA entstehe (A′ b′) aus (A b) durch eine elementare Zeilen-
umformung.

Fall 1. Vertauschen zweier Zeilen von (A b) verändert die Lösungsmenge
nicht, da dieselben Bedingungen nur in anderer Reihenfolge aufgeschrieben
werden.

Fall 2. Sei λ ∈ K, λ 6= 0. Multiplikation der i-ten Zeile von (A b) mit λ
ändert die Lösungsmenge nicht.
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Fall 3. Sei 1 ≤ s, t ≤ m, s 6= t. (A′ b′) entstehe aus (A b) durch Addition
der s-ten Zeile von (A b) zur t-ten. Die t-te Zeile hat dann folgende Gestalt:

n∑

j=1

αtjξj +

n∑

j=1

αsjξj = βt + βs.

Alle anderen Zeilen von A′x = b′ bleiben unverändert. Zu zeigen ist

(Ax = b) ≡ (A′x = b′).

⇒. Gelte Ax = b. Dann ist

n∑

j=1

αtjξj = βt (t-te Zeile),

n∑

j=1

αsjξj = βs (s-te Zeile).

Addition beider Zeilen ergibt

n∑

j=1

αtjξj +

n∑

j=1

αsjξj = βt + βs.

⇐. Gelte A′x = b′. Dann hat man

n∑

j=1

αtjξj +

n∑

j=1

αsjξj = βt + βs (t-te Zeile),

n∑

j=1

αsjξj = βs (s-te Zeile).

Subtraktion der s-ten Zeile von der t-ten Zeile ergibt

n∑

j=1

αtjξj = βt.

Das war zu zeigen.

Der folgende Hilfssatz beschreibt das bekannte und schon im einleitenden
Beispiel verwendete Gaußsche Eliminationsverfahren in allgemeiner Form.

Hilfssatz (Reduktion auf Zeilenstufenmatrix). (A b) läßt sich durch
elementare Zeilenumformungen überführen in (A′ b′), wobei A′ eine Zeilen-
stufenmatrix ist.

Beweis. OBdA sei A 6= 0. Wähle j1 so, daß die ersten j1 − 1 Spal-
ten von A Null sind, aber die j1-te nicht Null ist. Dann hat man mittels
Zeilenvertauschung

(A b) =




0 . . . 0 α1j1 . . . β1
...

...
...

...
0 . . . 0 αmj1 . . . βm


 7→




0 . . . 0 α′
1j1

. . . β′1
...

...
...

...
0 . . . 0 α′

mj1
. . . β′m


 ,
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wobei α′
1j1
6= 0. Addiert man zu jeder Zeile mit von Null verschiedenem

j1-ten Element ein Vielfaches der ersten Zeile mit einem jeweils passenden
λ ∈ K, λ 6= 0, so erhält man eine neue Matrix der Gestalt




0 . . . 0 α′
1j1

. . . β′1
0 . . . 0 0
...

...
... Rest

0 . . . 0 0


 .

Man wende nun dasselbe Verfahren auf die Restmatrix an. Durch Iteration
erhält man (A′ b′), wobei A′ Zeilenstufenmatrix ist.

Wir können also oBdA annehmen, daß A eine Zeilenstufenmatrix ist,
d.h. (A b) die folgende Form hat:




0 . . . 0 α1j1 . . . . α1j2 . . . . α1jr . . . . . α1n β1

0 . . . 0 0 . . . 0 α2j2 . . . . α2jr . . . . . α2n β2
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 αrjr . . . . . αrn βr
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 βr+1
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 βm




.

Falls βi 6= 0 für ein i mit r < i ≤ m, so ist (1.1) unlösbar, da

n∑

j=1

0 · ξj = βi 6= 0

unmöglich ist. Im folgenden nehmen wir also βr+1 = · · · = βm = 0 an.
Der nächste Hilfssatz sagt aus, daß die Komponenten der Lösung x,

die im ausgeschriebenen Gleichungssystem Ax = b nicht an den Ecken der
Stufenmatrix stehen, frei wählbar sind.

Hilfssatz (Frei wählbare Komponenten). Zu vorgegebenen ξj für 1 ≤
j ≤ n, j /∈ {j1, . . . , jr} gibt es eindeutig bestimmte ξj1, . . . , ξjr so daß

x =



ξ1
...
ξn




die Gleichung Ax = b erfüllt.

Beweis. Gegeben seien ξj , 1 ≤ j ≤ n mit j /∈ {j1, . . . , jr}. Wegen
αrjr 6= 0 (da A Zeilenstufenmatrix) ergibt sich ξjr aus der r-ten Gleichung:

ξjr =
(
βr −

∑

j>jr

αrjξj

)
· 1

αrjr
.

Ebenso ergibt sich ξjr−1 aus der (r−1)-ten Gleichung und ξjr und so weiter,
schließlich also ξj1 aus der ersten Gleichung und ξj2 , . . . , ξjr .
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1.4.3. Gaußsches Lösungsverfahren. Wir fassen unsere Überlegun-
gen wie folgt zusammen.

Satz. Seien K ein Körper, A ∈ Km×n und b ∈ Km×1. Man betrachte
das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann kann man durch Umformung
von (A b) in Zeilenstufenform entscheiden, ob Ax = b lösbar ist.

Wir wollen uns jetzt noch im Fall der Lösbarkeit eine Übersicht über die
Gesamtheit aller Lösungen verschaffen.

Satz. Seien K ein Körper, A ∈ Km×n und b ∈ Km×1. Wir setzen
voraus, daß das lineare Gleichungssystem Ax = b lösbar ist. Dann findet
man eine spezielle Lösung x0 ∈ Kn×1 und weiter ein r ∈ N mit 0 ≤ r ≤ n
und x1, . . . , xn−r ∈ Kn×1 so, daß

(1) X := {x0 + λ1x1 + · · · + λn−rxn−r | λ1, . . . , λn−r ∈ K } die Menge
der Lösungen von Ax = b ist, und

(2) die Darstellung der Lösungen in X eindeutig ist.

Beweis. Der Beweis des Satzes wird in fünf Schritten geführt.
Schritt 1. (Konstruktion einer speziellen Lösung x0 ∈ Kn×1). Setze

ξ0j := 0 für 1 ≤ j ≤ n, j /∈ {j1, . . . , jr} und konstruiere daraus

x0 =



ξ01
...
ξ0n




gemäß dem dritten Hilfssatz, so daß Ax0 = b.
Schritt 2. (Konstruktion von x1, . . . , xn−r ∈ Kn×1 mit Axj = 0). Wir

konstruieren dazu

x′j =



ξ′j1
...
ξ′jn




für 1 ≤ j ≤ n, j /∈ {j1, . . . , jr} mit Ax′j = 0 und bilden daraus x1, . . . , xn−r
durch Umnumerierung. Wir setzen für 1 ≤ l ≤ n, l /∈ {j1, . . . , jr}

ξ′jl := δjl :=

{
1 falls j = l

0 falls j 6= l.

und konstruieren daraus x′j gemäß dem dritten Hilfssatz so daß Ax′j = 0.

Schritt 3. (X ⊆ Lösungsmenge). Seien λ1, . . . , λn−r ∈ K, x = x0 +∑n−r
j=1 λjxj . Dann ist x Lösung, denn

Ax = Ax0 +

n−r∑

j=1

λjAxj = b+ 0 = b.

Schritt 4. (Lösungsmenge ⊆ X). Sei x ∈ Kn×1 Lösung, also Ax = b. Zu
zeigen ist, daß dann λ′1, . . . , λ

′
n−r existieren mit

x = x0 +

n−r∑

j=1

λ′jxj .
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Setze

y = x− x0 =:



λ1
...
λn


 .

Dann gilt Ay = Ax−Ax0 = b− b = 0. Es genügt also zu zeigen

y =
∑

j=1,...,n
j 6=j1,...,jr

λjx
′
j =: z =:



µ1
...
µn


 ,

denn dann hat man y aus den x′j , also aus den x1, . . . , xn−r linear kombiniert.
Es gilt

Az =
∑

j=1,...,n
j 6=j1,...,jr

λj Ax
′
j︸︷︷︸

0

= 0.

Also haben wir Ay = 0 und Az = 0. Zum Beweis von y = z genügt es nach
dem Eindeutigkeitsteil des dritten Hilfssatzes zu zeigen, daß für 1 ≤ l ≤ n
mit l /∈ {j1, . . . , jr} gilt λl = µl. Für 1 ≤ j, l ≤ n mit j, l /∈ {j1, . . . , jr} gilt
aber ξ′jl = δjl, also

µl =
∑

j=1,...,n
j 6=j1,...,jr

λjξ
′
jl = λl.

Schritt 5. (Eindeutigkeit der Darstellung der Lösungen in X). Sei

x = x0 +
∑

j=1,...,n
j 6=j1,...,jr

λjx
′
j = x0 +

∑

j=1,...,n
j 6=j1,...,jr

µjx
′
j

und Ax = b. Dann folgt

0 =
∑

j=1,...,n
j 6=j1,...,jr

(λj − µj)x′j.

Für 1 ≤ j, l ≤ n mit j, l /∈ {j1, . . . , jr} ergibt sich wegen ξ′jl = δjl

0 =
∑

j=1,...,n
j 6=j1,...,jr

(λj − µj)ξ′jl = λl − µl.

Damit ist der Beweis abgeschlossen.

Beispiel. K = Q und

A =




0 2 3
0 1 0
0 2 0


 b =




1
1
2


 .

Das Gleichungssystem Ax = b lautet dann ausgeschrieben

2ξ2 + 3ξ3 = 1

ξ2 = 1

2ξ2 = 2
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Wir wollen das Gaußsche Lösungsverfahren hierauf anwenden. Zunächst
bringen wir (A b) durch elementare Zeilenumformungen in die Form einer
Zeilenstufenmatrix:


0 2 3 1
0 1 0 1
0 2 0 2


 7→(−2) · Z2 + Z1

(−1) · Z3 + Z1




0 2 3 1
0 0 3 −1
0 0 3 −1




7→(−1) · Z3 + Z2




0 2 3 1
0 0 3 −1
0 0 0 0




(Zi = i-te Zeile). Also ist r = 2, j1 = 2 und j2 = 3. Wir erhalten deshalb

x0 =




0
1
−1

3


 , x1 =




1
0
0


 .

Die Lösungsmenge ist demnach

{x ∈ Q3 | Ax = b } = {




0
1
−1

3


+ λ




1
0
0


 | λ ∈ Q }.

1.4.4. Folgerungen. Aus dem Gaußschen Eliminationsverfahren erge-
ben sich leicht einige interessante Folgerungen. Zunächst sieht man leicht,
daß im Fall von mehr Unbekannten als Gleichungen stets eine nichttriviale
Lösung von Ax = 0 existiert.

Behauptung. Sei K ein Körper, m < n und A ∈ Km×n. Dann existiert
ein x ∈ Kn×1, x 6= 0, mit Ax = 0.

Beweis. Ax = 0 ist lösbar, nämlich durch x0 = 0. Nach dem Satz ist
die Lösungsmenge

{x0 + λ1x1 + · · ·+ λn−rxn−r | λ1, . . . , λn−r ∈ K }.
Wegen r ≤ m,n und m < n ist n − r > m − r ≥ 0. Mit x1 6= 0 folgt die
Behauptung.

Als weitere Folgerung geben wir jetzt ein entsprechendes Lösungsverfah-
ren für die Matrizengleichung AX = B an. Gegeben seien also A ∈ Km×n

und B ∈ Km×p. Gesucht ist ein X ∈ Kn×p mit

AX = B.

Seien x1, . . . , xp die Spalten von X und b1, . . . , bp die Spalten von B. Dann
ist AX = B gleichbedeutend mit

Axi = bi für alle i mit 1 ≤ i ≤ p.
Man kann dann folgendes Lösungsverfahren verwenden. Durch elementare
Zeilenumformungen bearbeite man (A b1 . . . bp) solange bis A zu einer
Zeilenstufenmatrix geworden ist. Die p entstehenden Gleichungssysteme löse
man dann wie oben.

Interessant ist noch der folgende Spezialfall. Gegeben seien A ∈ Kn×n

und B ∈ Kn×n. Gesucht ist ein X ∈ Kn×n mit AX = B. Diesen Spezialfall
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werden wir gleich genauer betrachten. Zunächst benötigen wir aber noch
eine Definition. Sei

A = (αij)1≤i≤m
1≤j≤n

∈ Km×n.

Dann nennt man

At := (αij) 1≤j≤n
1≤i≤m

∈ Kn×m

die transponierte Matrix von A.

Beispiel.

A =




1 2
3 0
1 1


 ∈ Q3×2 At =

(
1 3 1
2 0 1

)
∈ Q2×3

Bemerkungen. (1) Für A,B ∈ Km×n und λ ∈ K gilt

(A+B)t = At +Bt und (λA)t = λAt.

Beweis. Dies ist klar, da die Matrizenaddition und die Multi-
plikation einer Matrix mit einem Körperelement komponentenweise
definiert sind.

(2) Für A ∈ Km×n und B ∈ Kn×p gilt

(AB)t = BtAt.

Beweis. Sei

A = (αij)1≤i≤m
1≤j≤n

, B = (βjl)1≤j≤n
1≤l≤p

.

Dann ist

At = (αij) 1≤j≤n
1≤i≤m

Bt = (βjl) 1≤l≤p
1≤j≤n

.

Es folgt

AB =
( n∑

j=1

αijβjl

)
1≤i≤m
1≤l≤p

, BtAt =
( n∑

j=1

βjlαij

)
1≤l≤p
1≤i≤m

.

Also ist (AB)t = BtAt.

1.4.5. Invertierbare Matrizen. Als weitere Folgerung gewinnen wir
aus dem Gaußschen Eliminationsverfahren ein Kriterium, wann und wie sich
Matrizen

”
invertieren“ lassen.

Definition. A ∈ Kn×n heißt invertierbar , wenn es ein B ∈ Kn×n gibt
mit BA = E.

Korollar. Für A∈Kn×n sind folgende Aussagen äquivalent.

(1) ∀x∈Kn×1(Ax = 0→ x = 0).
(2) A läßt sich durch elementare Zeilenumformungen in E überführen.
(3) ∃X∈Kn×n : AX = E.
(4) ∀y∈K1×n(yA = 0→ y = 0).
(5) A läßt sich durch elementare Spaltenumformungen in E überführen.
(6) ∃Y ∈Kn×n : Y A = E.
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In diesem Fall sind sowohl das X in (3) als auch das Y in (6) eindeutig
bestimmt, und beide sind gleich. Das X in (3) läßt sich wie folgt berechnen:

(A E) 7→ (E X) durch elementare Zeilenumformungen.

Hierbei sind (A E) und (E X) diejenigen (n×2n)-Matrizen, die man durch
Nebeneinanderschreiben zweier (n× n)-Matrizen erhält.

Beweis. (1) ⇒ (2). Nach Annahme ist x = 0 die einzige Lösung von
Ax = 0. Das r im Lösungsverfahren des Satzes ist demnach = n. Daraus
folgt (2).

(2)⇒ (3). Nach Annahme hat man

(A E) 7→ (A′ E′) durch elementare Zeilenumformungen

mit A′ = E. Seien e1, . . . , en die Spalten von E und e′1, . . . , e
′
n die Spalten

von E′. Dann gilt nach dem ersten Hilfssatz für 1 ≤ i ≤ n
(Axi = ei) ≡ (A′xi︸︷︷︸

xi

= e′i).

Mit X := E′ hat man also eine Lösung von AX = E.
(3)⇒ (4). Gelte yA = 0. Dann ist y = yE = yAX = 0.
(4)⇒ (5). Aus (4) folgt (1) mit At statt A, denn man hat

Atx = 0

(Atx)t = xtA = 0

xt = 0 nach (4)

x = 0.

Da (1)⇒ (2) schon bewiesen ist, folgt (5).
(5)⇒ (6). Aus (5) folgt (2) mit At statt A. Da (2)⇒ (3) schon bewiesen

ist, folgt AtX = E, also XtA = E.
(6)⇒ (1). Gelte Ax = 0. Dann hat man x = Ex = Y Ax = 0.
Im folgenden nehmen wir an, daß eine (und damit alle) der Bedingungen

(1)-(6) zutrifft. Wir zeigen zunächst, daß das X in (3) eindeutig bestimmt
ist:

AX1 = AX2 = E

Y AX1 = Y AX2

X1 = X2.

Genauso zeigt man, daß das Y in (6) eindeutig bestimmt ist. Zu zeigen
bleibt, daß beide gleich sind. Dies folgt aus

X = EX = Y AX = Y E = Y.

Die Richtigkeit des angegebenen Berechnungsverfahrens für X ergibt sich
aus dem Beweis von (2)⇒ (3).

Ist A invertierbar, so heißt das (eindeutig bestimmte) A−1 mit A−1A =
E die inverse Matrix von A.

Bemerkungen. (1) Gilt A−1A = E, so ist nach obigem Korollar
auch AA−1 = E.

(2) Sind A,B invertierbar, so auch AB.
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Beweis. Man definiere (AB)−1 := B−1A−1. Dann ergibt sich
AB(AB)−1 = ABB−1A−1 = E.

(3) Es gilt (At)−1 = (A−1)t.

Beweis. At(A−1)t = (A−1A)t = Et = E.

Die Menge der invertierbaren (n × n)-Matrizen über einem beliebigen
Körper K bildet also bezüglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe.
Man nennt sie die allgemeine lineare Gruppe und bezeichnet sie mit

GL(n,K) := {A ∈ Kn×n | A invertierbar }.
(GL steht für

”
general linear“).





KAPITEL 2

Vektorräume

2.1. Definition von Vektorräumen

Wir führen in diesem Abschnitt Vektorräume als Verallgemeinerung des
Rn ein.

2.1.1. Motivation. Betrachten wir die anschaulich gegebene EbeneE2

(sie wird also nicht mathematisch präzise definiert). In der Ebene können
wir ein Koordinatensystem betrachten, in dem jeder Punkt P durch zwei
Koordinaten ξ1(P ) und ξ2(P ) gegeben ist. Wir haben damit eine bijektive
Abbildung

E2 → R2 (:= R2×1),

P 7→
(
ξ1(P )
ξ2(P )

)
.

Ähnlich erhält man eine bijektive Abbildung von dem anschaulich gegebenen
Raum E3 in den R3. Die Elemente von Rn für n = 2, 3 bezeichnet man oft
als Vektoren und im Gegensatz dazu die Elemente von R als Skalare. Die
Addition von Vektoren x und y kann man sich wie üblich graphisch als
das Bilden der Diagonale im durch x und y aufgespannten Parallelogramm
vorstellen. In der Koordinatendarstellung entspricht dies



ξ1
...
ξn


+



ζ1
...
ζn


 =



ξ1 + ζ1

...
ξn + ζn


 .

Ähnlich kann man sich die Skalarmultiplikation mit α ∈ R als Streckung des
Vektors x um den Faktor α vorstellen, also in Koordinatendarstellung

α



ξ1
...
ξn


 =



αξ1
...

αξn


 .

Folgende Eigenschaften sind dann offensichtlich.

(1) (Rn,+) bildet eine abelsche Gruppe (sogar (Rm×n,+) ist eine). Das
neutrale Element ist der Nullvektor




0
...
0


 ,

29
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und


−ξ1

...
−ξn


 ist das inverse Element zu



ξ1
...
ξn


.

(2) Es gilt

(α+ β)x = (αx) + (βx),

α(x+ y) = αx+ αy,

α(βx) = (αβ)x,

1x = x.

2.1.2. Vektorräume. Für viele geometrische Untersuchungen kommt
es nur auf die obigen Eigenschaften (1) und (2) des Rn an. Sie geben Anlaß
zur folgenden allgemeinen Definition eines Vektorraums.

Definition. Seien K ein Körper, V eine Menge und

+: V × V → V (Vektor)addition,

· : K × V → V Skalarmultiplikation

zwei Abbildungen. Wir schreiben x+ y für +(x, y) und αx oder auch α · x
für ·(α, x). Ferner soll · stärker binden als +; zum Beispiel steht αx + βy
für (αx) + (βy). V (oder genauer das Tripel (V,+, ·)) heißt K-Vektorraum
(oder Vektorraum über dem Körper K), wenn gilt:

(1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe ist.
(2) Für alle x, y ∈ V und alle α, β ∈ K gilt:

(α+ β)x = (αx) + (βx),

α(x+ y) = αx+ αy,

α(βx) = (αβ)x,

1x = x.

Die Elemente von V nennt man Vektoren, und die Elemente von K heißen
Skalare.

Wir schreiben wie üblich x− y für x+ (−y) und nx für x+ x+ · · ·+ x
(mit n Vorkommen von x)

Beispiele. Sei K ein Körper.

(1) V = Kn (:= Kn×1) bildet mit folgender Addition und Skalarmul-
tiplikation einen K-Vektorraum:



ξ1
...
ξn


+



ζ1
...
ζn


 :=



ξ1 + ζ1

...
ξn + ζn


 , α



ξ1
...
ξn


 :=



αξ1
...

αξn


 .
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(2) V = K[t], also die Menge aller Polynome in einer Variablen t mit
Koeffizienten aus K, bildet mit folgender Addition und Skalarmul-
tiplikation einen K-Vektorraum:

(αnt
n + · · ·+ α1t+ α0) + (βnt

n + · · ·+ β1t+ β0)

:= (αn+βn)t
n + · · ·+ (α1+β1)t+ (α0+β0),

α(αnt
n + · · · + α1t+ α0) := (ααnt

n + · · · + αα1t+ αα0).

Polynome werden hier als formale Ausdrücke (nicht als Funktionen)
aufgefaßt, d.h. als Folgen (αi)i∈N aus Köperelementen, von denen
nur endlich viele ungleich Null sind. Das neutrale Element ist das
Polynom 0, und das inverse Elemente zu αnt

n + · · · + α1t+ α0 ist
−αntn − · · · − α1t− α0.

(3) Seien V ein K-Vektorraum und I eine nicht leere Indexmenge.

V I := { f | f : I → V Abbildung}
wird ein K-Vektorraum mit

f + g : I → V

(f + g)(i) := f(i) + g(i)
,

αf : I → V

(αf)(i) := α · f(i).

(4)

C(R) := { f | f : R→ R stetig }
D(R) := { f | f : R→ R differenzierbar }

sind R-Vektorräume, wenn man Addition und Skalarmultiplikation
punktweise definiert.

(5) R ist ein Q-Vektorraum.

Bemerkung. Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt für alle α ∈ K, x ∈ V :

0x = 0.

α0 = 0.

αx 6= 0, falls α 6= 0 und x 6= 0

(−1)x = −x.
Beweis. Aus den Axiomen für Vektorräume erhält man

0x = (0 + 0)x = 0x+ 0x.

α0 = α(0 + 0) = α0 + α0.

Seien α 6= 0 und x 6= 0. Annahme: αx = 0. Dann hat man

x = 1x = (α−1α)x = α−1(αx) = α−10 = 0,

also einen Widerspruch. Für die letzte Behauptung ergibt sich x+ (−1)x =
1x+ (−1)x = (1 + (−1))x = 0x = 0.

2.2. Lineare Unabhängigkeit, Basis, Dimension

2.2.1. Motivation. Wir betrachten den Spezialfall des R3. Zwei Vek-
toren x, y ∈ R3 heißen linear unabhängig, wenn für alle α, β ∈ R gilt:

Aus αx+ βy = 0 folgt α = β = 0.
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x, y ∈ R3 heißen linear abhängig, wenn das Gegenteil der Fall ist, also wenn
es α, β ∈ R gibt, die nicht beide verschwinden, so daß

αx+ βy = 0.

Wir wollen uns überlegen, daß für x, y ∈ R3 die folgenden Aussagen äqui-
valent sind.

(1) x, y sind linear abhängig.
(2) ∃β∈R : (x = βy) oder ∃α∈R : (y = αx).

Beweis. (1) ⇒ (2). Gelte αx + βy = 0, wobei α und β nicht beide

verschwinden. Im Fall α 6= 0 hat man dann x = −β
α
y, und im Fall β 6= 0 ist

y = −α
β
x.

(2) ⇒ (1). Sei etwa x = βy. Dann ist 1x− βy = 0.

Bemerkung. x, y sind linear unabhängig genau dann, wenn Rx+Ry :=
{αx+ βy | α, β ∈ R } eine Ebene durch 0 ist, und x, y sind linear abhängig
genau dann, wenn {αx + βy | α, β ∈ R } eine Gerade durch 0 oder = {0}
ist.

Entsprechende Überlegungen kann man auch für drei Vektoren anstellen:
x, y, z ∈ R3 heißen linear unabhängig, wenn für alle α, β, γ ∈ R

aus αx+ βy + γz = 0 folgt α = β = γ = 0.

x, y, z ∈ R3 heißen linear abhängig, wenn das Gegenteil der Fall ist, also
wenn es α, β, γ ∈ R gibt, die nicht alle verschwinden, so daß

αx+ βy + γz = 0.

Wie eben beweist man, daß für x, y, z ∈ R3 folgende Aussagen äquivalent
sind.

(1) x, y, z sind linear abhängig.
(2) ∃β, γ∈R : (x = βy + γz) oder ∃α, γ∈R : (y = αx + γz) oder aber
∃α, β∈R : (z = αx+ βy).

2.2.2. Lineare Unabhängigkeit. Wir definieren jetzt allgemein die
Begriffe der linearen Unabhängigkeit und der linearen Abhängigkeit für Fa-
milien von Vektoren. Wir tun dies in zwei Schritten: zunächst für endliche
Familien, und anschließend allgemein.

Definition. Seien V ein K-Vektorraum und x1, . . . , xn ∈ V . Die Fa-
milie (x1, . . . , xn) heißt linear unabhängig , wenn sich der Nullvektor nur auf
die triviale Weise aus x1, . . . , xn linear kombinieren läßt, d.h. wenn für alle
α1, . . . , αn ∈ K gilt:

Aus α1x1 + · · · + αnxn = 0 folgt α1 = · · · = αn = 0.

Die Familie (x1, . . . , xn) heißt linear abhängig , wenn sie nicht linear un-
abhängig ist, also wenn sich der Nullvektor auf nicht triviale Weise aus
x1, . . . , xn linear kombinieren läßt, d.h. wenn es α1, . . . , αn ∈ K gibt, die
nicht alle verschwinden, so daß

α1x1 + · · ·+ αnxn = 0.
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Die lineare Unabhängigkeit von (x1, . . . , xn) ist offenbar unabhängig von
der Aufzählung der Vektoren x1, . . . , xn. Man sagt oft einfach, daß x1, . . . , xn
linear (un)abhängig sind, wenn man meint, daß die Familie (x1, . . . , xn) li-
near (un)abhängig ist.

Definition. Seien V ein K-Vektorraum, I eine Indexmenge und (xi)i∈I
eine Familie von Vektoren aus V . Wir nennen (xi)i∈I linear unabhängig,
wenn jede endliche Teilfamilie linear unabhängig ist, und linear abhängig,
wenn es eine linear abhängige endliche Teilfamilie gibt. Ist I = ∅, so nennt
man die leere Familie (xi)i∈∅ linear unabhängig.

Offenbar ist jede Teilfamilie einer linear unabhängigen Familie linear
unabhängig.

Beispiele. (1) Sei ei ∈ Rn derjenige Vektor, der in der i-ten Zeile
eine 1 und sonst 0 als Einträge hat. ei heißt der i-te Einheitsvektor
im Rn. Dann sind die Vektoren e1, . . . , en linear unabhängig, denn
aus

α1e1 + · · ·+ αnen =



α1
...
αn


 = 0

folgt offenbar α1 = · · · = αn = 0.
(2) In R[t] ist die Familie

(1, t, t2, t3, . . . )

linear unabhängig. Zum Beweis genügt es zu zeigen, daß für jedes
n die Familie (1, t, . . . , tn) linear unabhängig ist. Gelte also α0 +
α1t+ · · ·+ αnt

n = 0. Dann ist offenbar α0 = α1 = · · · = αn = 0.

Bemerkung. Die lineare Unabhängigkeit im Kn läßt sich wie folgt mit-
tels Matrizen beschreiben. Sei A ∈ Km×n, und seien a1, . . . , an ∈ Km×1 die
Spalten von A. Dann sind

a1, . . . , an linear unabhängig ≡ ∀x∈Kn×1 : (Ax = 0→ x = 0).

Beweis.

Ax =



α11 . . . α1n
...

αm1 . . . αmn






ξ1
...
ξn


 =



α11ξ1 + · · ·+ α1nξn

...
αm1ξ1 + · · ·+ αmnξn




= ξ1



α11
...

αm1


+ · · · + ξn



α1n
...

αmn




= ξ1a1 + · · ·+ ξnan.

Daraus folgt die Behauptung aufgrund der Definitionen.

Als wichtige Folgerung ergibt sich hieraus, daß mehr als n Vektoren im
Kn stets linear abhängig sind; dies folgt aus unseren Kenntnissen über das
Gauß-Verfahren.
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Definition. Seien V ein K-Vektorraum und x1, . . . , xn ∈ V . Ein x ∈ V
heißt Linearkombination der Familie (x1, . . . , xn), wenn es α1, . . . , αn ∈ K
gibt so daß x = α1x1 + · · · + αnxn.

Bemerkung. Aus der leeren Familie läßt sich 0, aber kein anderer Vek-
tor linear kombinieren.

Lemma (Charakterisierung der linearen Abhängigkeit). Seien V ein K-
Vektorraum und x1, . . . , xn ∈ V .

(1) x1, . . . , xn sind linear abhängig genau dann, wenn sich ein xi aus
den übrigen linear kombinieren läßt.

(2) Seien y1, . . . , ym ∈ V linear unabhängig. Dann sind y1, . . . , ym, x1,
. . . , xn linear abhängig genau dann, wenn sich ein xi aus y1, . . . ,
ym, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn linear kombinieren läßt.

Beweis. (1) ist ein Spezialfall von (2), da die leere Familie linear un-
abhängig ist. Es genügt also, (2) zu beweisen.
⇒. Gelte β1y1 + · · ·+ βmym +α1x1 + · · ·+αnxn = 0, wobei β1, . . . , βm,

α1, . . . , αn nicht alle verschwinden. Dann muß ein αi 6= 0 sein, denn y1, . . . ,
ym sind linear unabhängig. Sei etwa α1 6= 0. Man erhält

x1 = −β1

α1
y1 − · · · −

βm
α1
ym −

α2

α1
x2 − · · · −

αn
α1
xn.

⇐. Sei etwa x1 = β1y1 + · · ·+ βmym + α2x2 + · · ·+ αnxn. Dann ist

x1 − β1y1 − · · · − βmym − α2x2 − · · · − αnxn = 0.

Das war zu zeigen.

2.2.3. Basis, Erzeugendensystem.

Definition. Seien V ein K-Vektorraum, I eine Indexmenge und (xi)i∈I
eine Familie von Vektoren aus V .

(1) (xi)i∈I heißt Erzeugendensystem von V wenn sich jedes x ∈ V aus
einer endlichen Teilfamilie von (xi)i∈I linear kombinieren läßt.

(2) (xi)i∈I heißt Basis von V , wenn (xi)i∈I ein linear unabhängiges
Erzeugendensystem von V ist.

V heißt endlichdimensional , wenn V eine endliche Basis besitzt.

Beispiele. (1) e1, . . . , en ist eine Basis des Kn.

Beweis. Daß e1, . . . , en linear unabhängig sind, wurde bereits
oben bemerkt. Zu zeigen bleibt, daß e1, . . . , en ein Erzeugendensy-
stem ist. Sei also

x =



ξ1
...
ξn


 ∈ Kn.
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Dann gilt

x =




ξ1
ξ2
ξ3
...
ξn




= ξ1




1
0
0
...
0




+ ξ2




0
1
0
...
0




+ · · ·+ ξn




0
0
...
0
1




= ξ1e1 + ξ2e2 + · · ·+ ξnen.

(2) (tn)n∈N ist Basis von R[t].

Beweis. Daß (tn)n∈N linear unabhängig sind, wurde bereits
oben bemerkt. Ferner ist jedes Polynom α0 +α1t+ · · ·+αntn ∈ R[t]
Linearkombination von endlich vielen tm.

3. Die leere Familie (xi)i∈∅ ist Basis von 0, dem nur aus dem
Nullelement bestehenden Vektorraum.

Wir geben jetzt einige nützliche Charakterisierungen des Basisbegriffs.

Satz. Seien V ein K-Vektorraum und B = (x1, . . . , xn) eine Familie
von Vektoren aus V . Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(1) B ist Basis von V .
(2) B ist maximal linear unabhängig, d.h. B ist linear unabhängig und

(x1, . . . , xn, y) ist linear abhängig für jedes y ∈ V .
(3) B ist eindeutiges Erzeugendensystem von V , d.h. B ist Erzeugen-

densystem und für jedes x ∈ V ist die Darstellung x = α1x1 + · · ·+
αnxn eindeutig.

(4) B ist minimales Erzeugendensystem von V , d.h. B ist Erzeugen-
densystem und kein xi ist aus den übrigen linear kombinierbar.

Beweis. Wir verwenden mehrfach die Charakterisierung der linearen
Abhängigkeit in 2.2.2.

(1) ⇒ (2). Seien x1, . . . , xn Basis und y ∈ V . Dann ist y Linearkombi-
nation von x1, . . . , xn, also x1, . . . , xn, y linear abhängig.

(2) ⇒ (3). Wir zeigen zunächst, daß x1, . . . , xn Erzeugendensystem von
V ist. Sei also y ∈ V . Dann ist nach Annahme x1, . . . , xn, y linear abhängig,
also wegen der linearen Unabhängigkeit von x1, . . . , xn der Vektor y Linear-
kombination von x1, . . . , xn. Wir zeigen jetzt, daß für jedes x ∈ V die Dar-
stellung x = α1x1 + · · ·+αnxn eindeutig ist. Gelte also α1x1 + · · ·+αnxn =
β1x1 + · · · + βnxn. Dann ist (α1 − β1)x1 + · · · + (αn − βn)xn = 0, also
α1 − β1 = · · · = αn − βn = 0.

(3) ⇒ (4). Wäre etwa x1 aus den übrigen Vektoren linear kombinier-
bar, so hätte man x1 = α2x2 + · · · + αnxn, also denselben Vektor auf zwei
verschiedene Weisen aus x1, . . . , xn linear kombiniert.

(4) ⇒ (1). Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Charakterisierung
der linearen Abhängigkeit in 2.2.2.

2.2.4. Dimension. Wir wollen jetzt die Längen verschiedener Basen
miteinander vergleichen. Dazu werden uns unsere Kenntnisse über lineare
Gleichungssysteme nützlich sein.
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Satz (Längenvergleichsatz). Seien x1, . . . , xn linear unabhängig und y1,
. . . , ym ein Erzeugendensystem von V . Dann ist n ≤ m.

Beweis. Wir nehmen m < n an und leiten daraus einen Widerspruch
her. Für 1 ≤ j ≤ n ist

xj =
m∑

i=1

αijyi

für eine Matrix A = (αij) ∈ Km×n. Wegen der Annahme m < n hat das
durch A bestimmte homogene lineare Gleichungssystem mehr Unbekannte
als Gleichungen. Nach 1.4.4 existieren deshalb β1, . . . , βn ∈ K, die nicht alle
verschwinden, mit

A



β1
...
βn


 = 0, also

n∑

j=1

αijβj = 0 für alle i = 1, . . . ,m.

Also ist
n∑

j=1

βjxj =

n∑

j=1

βj

m∑

i=1

αijyi =

m∑

i=1

( n∑

j=1

αijβj

)
yi = 0.

Dies widerspricht der linearen Unabhängigkeit von x1, . . . , xn.

Korollar. In einem endlichdimensionalen Vektorraum haben je zwei
Basen dieselbe endliche Länge.

Wir können deshalb die Dimension eines K-Vektorraums V wie folgt
definieren.

dimV :=





0 falls V = 0,

n falls eine Basis der Länge n von V existiert,

∞ sonst.

2.2.5. Basisergänzungssatz. Wir zeigen, daß sich in einem endlich-
dimensionalen Vektorraum jede linear unabhängige Familie aus einem gege-
benen Erzeugendensystem heraus zu einer Basis ergänzen läßt.

Satz (Basisergänzungssatz). Seien V ein endlichdimensionaler K-Vek-
torraum, x1, . . . , xn linear unabhängig und y1, . . . , ym ein Erzeugendensy-
stem. Dann gibt es i1, . . . , ik derart daß x1, . . . , xn, yi1 , . . . , yik eine Basis
von V ist.

Beweis. Offenbar genügt es, folgendes zu zeigen: Sind x1, . . . , xn linear
unabhängig und ist x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ein Erzeugendensystem, so gibt es
i1, . . . , ik derart daß x1, . . . , xn, yi1 , . . . , yik eine Basis von V ist.

Den Beweis führen wir durch Induktion über m. Im Fall m = 0 ist nichts
zu zeigen. Sei also m > 0. Sind x1, . . . , xn, y1, . . . , ym linear unabhängig, so
ist wieder nichts zu zeigen. Andernfalls ist nach der Charakterisierung der
linearen Abhängigkeit in 2.2.2 ein yi Linearkombination der übrigen Vekto-
ren, etwa ym. Dann ist x1, . . . , xn, y1, . . . , ym−1 ein Erzeugendensystem, und
die Induktionsvoraussetzung liefert die Behauptung.

Insbesondere haben wir (mit n = 0) damit gezeigt, daß jeder endlich
erzeugte Vektorraum eine endliche Basis besitzt.
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2.2.6. Jeder Vektorraum hat eine Basis; Zornsches Lemma.
Wir wollen jetzt unter Verwendung mengentheoretischer Hilfsmittel – dem
sogenannten Zornschen Lemma – zeigen, daß der Basisergänzungssatz auch
ohne die Voraussetzung der Endlichdimensionalität von V richtig ist. Wie
eben folgt daraus, daß jeder Vektorraum eine Basis besitzt.

Zunächst formulieren wir das Zornsche Lemma; dazu sind einige Vor-
betrachtungen über partiell geordnete Mengen erforderlich. Eine Relation
≤ auf einer nicht leeren Menge M heißt partielle Ordnung , wenn für alle
a, b, c ∈M gilt

(1) a ≤ a (Reflexivität).
(2) Wenn a ≤ b und b ≤ a, so ist a = b (Antisymmetrie).
(3) Wenn a ≤ b und b ≤ c, so ist a ≤ c (Transitivität).

Oft nennt man auch das Paar (M,≤) oder kurz M eine partielle Ordnung.
Gilt zusätzlich a ≤ b oder b ≤ a für alle a, b ∈M , so heißt ≤ eine lineare

Ordnung von M (man spricht auch von einer totalen oder vollständigen
Ordnung).

Beispiel. Auf der Potenzmenge P(M) einer beliebigen Menge M ist
die Teilmengenrelation ⊆ eine partielle, aber im allgemeinen keine lineare
Ordnung.

Sei ≤ eine partielle Ordnung auf M . Ein Element b ∈ M heißt ein
maximales Element von M , wenn es kein von b verschiedenes a ∈ M gibt
mit b ≤ a. Sei noch X ⊆ M . Ein Element b ∈ M heißt eine obere Schranke
von X, wenn für alle a ∈ X gilt a ≤ b. Weiter heißt b ∈ M kleinste obere
Schranke von X (oder Supremum von X), wenn gilt:

(1) b ist obere Schranke von X.
(2) Für jede andere obere Schranke c von X gilt b ≤ c.

Man beachte, daß es (wegen der Antisymmetrie) höchstens eine kleinste
obere Schranke von X geben kann.

Lemma (Zornsches Lemma). Sei ≤ eine partielle Ordnung auf M . Jede
durch Einschränkung von ≤ linear geordnete Teilmenge X ⊆M besitze eine
obere Schranke in M . Dann gibt es ein maximales Element in M .

Beweis. Man benötigt das Auswahlsaxiom (es läßt sich sogar zeigen,
daß auf der Basis der übrigen Axiome der Mengenlehre das Zornsche Lem-
ma äquivalent zum Auswahlsaxiom ist); für den genauen Beweis muß auf
Vorlesungen über Mathematische Logik oder Mengenlehre verwiesen wer-
den.

Um das Zornsche Lemma auf unser Problem anwenden zu können, ist es
bequem, auch für Mengen (statt Familien) die Begriffe der linearen (Un)ab-
hängigkeit und eines Erzeugendensystems zu verwenden. Die Definitionen
übertragen sich unverändert, und es gilt

(1) Eine Familie (xi)i∈I aus verschiedenen Vektoren xi ist genau dann
linear unabhängig, wenn es die Menge {xi | i ∈ I } ist.

(2) Eine Familie (xi)i∈I ist ein Erzeugendensystem genau dann, wenn
es die Menge {xi | i ∈ I } ist.
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Satz. Seien V ein K-Vektorraum, X ⊆ V linear unabhängig und Y ⊆ V
ein Erzeugendensystem. Dann gibt es eine Teilmenge Y0 ⊆ Y so daß X ∪Y0

eine Basis von V ist.

Beweis. Wir wenden das Zornsche Lemma an auf das Mengensystem

S := {Z | X ⊆ Z ⊆ X ∪ Y und Z linear unabhängig}
mit der Teilmengenrelation als partieller Ordnung. Dazu ist die Bedingung
zu überprüfen, daß jedes linear geordnete Teilsystem T ⊆ S eine obere
Schranke in S besitzt. Sei also T ⊆ S linear geordnet. Wir zeigen, daß dann
Z̄ :=

⋃
Z∈T Z eine obere Schranke von T in S ist. Offenbar gilt

X ⊆ Z̄ ⊆ X ∪ Y,
da dies für jedes einzelne Z der Vereinigung erfüllt ist. Zu zeigen bleibt die
lineare Unabhängigkeit von Z̄. Seien also z1, . . . , zn ∈ Z̄ verschieden und
nehmen wir an, daß α1z1 + · · ·+αnzn = 0. Dann gibt es Z1, . . . , Zn ∈ T mit
zi ∈ Zi für i = 1, . . . , n. Da T linear geordnet ist, muß eines dieser Zi das
größte sein, etwa Z1. Dann gilt also z1, . . . , zn ∈ Z1 und damit α1 = · · · =
αn = 0, denn Z1 ist linear unabhängig. – Die Bedingung des Zornschen
Lemmas ist also erfüllt und wir erhalten, daß es ein maximales Z0 ∈ S gibt.

Zu zeigen ist, daß Z0 Erzeugendensystem ist. Sei also x ∈ V . Da Y Er-
zeugendensystem ist, läßt sich x schreiben in der Form x = β1y1 + · · ·+βnyn
mit yj ∈ Y . Es genügt also zu zeigen, daß alle yj aus Z0 linear kombinierbar
sind. Wäre ein yj nicht aus Z0 linear kombinierbar, so wäre Z0 ∪{yj} linear
unabhängig und wir hätten Z0 ( Z0∪{yj} ⊆ X ∪Y . Dies widerspricht aber
der Maximalität von Z0.

2.2.7. Lineare Abhängigkeit in n-dimensionalen Vektorräumen.

Satz. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt:

(1) Je n+ 1 Vektoren aus V sind linear abhängig.
(2) Sei (x1, . . . , xn) eine Familie von Vektoren in V . Folgende Aussagen

sind äquivalent.
(a) (x1, . . . , xn) ist Basis von V .
(b) (x1, . . . , xn) ist linear unabhängig.
(c) Jedes x ∈ V ist aus x1, . . . , xn linear kombinierbar.

Beweis. (1) Wären x1, . . . , xn+1 linear unabhängig, so müßten sie
zu einer Basis von V ergänzbar sein, was nicht der Fall sein kann.

(2) (a) ⇒ (b) ist klar. (b) ⇒ (c): Seien x1, . . . , xn linear unabhängig
und x ∈ V . Dann sind x1, . . . , xn, x linear abhängig nach Teil (1),
und der Koeffizient von x ist von 0 verschieden. (c) ⇒ (a): Jedes
x ∈ V sei aus x1, . . . , xn linear kombinierbar. Zu zeigen ist, daß
x1, . . . , xn linear unabhängig sind. Gelte

α1x1 + · · ·+ αnxn = 0.

Zu zeigen ist α1 = · · · = αn = 0. Sei etwa αn 6= 0. Dann ist

xn = −α1

αn
x1 − · · · −

αn−1

αn
xn−1.

Also wäre auch x1, . . . , xn−1 ein Erzeugendensystem. Dies wider-
spricht aber dem Satz in 2.2.4.
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Satz (Austauschsatz). Es seien V ein K-Vektorraum, x1, . . . , xn eine
Basis von V und y1, . . . , ym linear unabhängig. Dann ist m ≤ n, und es gibt
verschiedene i1, . . . , im so daß nach Austausch von xi1 durch y1, xi2 durch
y2 und schließlich xim durch ym wieder eine Basis entsteht.

Beweis. m ≤ n gilt nach dem Längenvergleichsatz in 2.2.4. Die restliche
Aussage folgt aus dem Basisergänzungssatz in 2.2.5. Man ergänze y1, . . . , ym
aus dem Erzeugendensystem x1, . . . , xn heraus zu einer Basis. Deren Länge
muß n sein. Wir haben also eine Basis, die aus x1, . . . , xn durch Austausch
von xi1 durch y1, xi2 durch y2 und schließlich xim durch ym entsteht.

Bemerkung. Man kann die Anwendung des Basisergänzungssatzes ver-
meiden und den Beweis (der restlichen Aussage) durch Induktion nach m
führen. Basis m = 0. Klar. Schritt m− 1⇒ m. Anwendung der Induktions-
voraussetzung auf y1, . . . , ym−1 liefert oBdA eine Basis y1, . . . , ym−1, xm,
. . . , xn. Dann hat man

(2.1) ym = β1y1 + · · ·+ βm−1ym−1 + αmxm + · · · + αnxn.

Wegen der linearen Unabhängigkeit von y1, . . . , ym muß ein αi 6= 0 sein; etwa
αm 6= 0. Also ist y1, . . . , ym−1, ym, xm+1, . . . , xn ein Erzeugendensystem. Zu
zeigen bleibt die lineare Unabhängigkeit. Gelte also

µ1y1 + · · ·+ µm−1ym−1 + µmym + λm+1xm+1 + · · ·+ λnxn = 0.

Einsetzen von (2.1) ergibt

(µ1 + µmβ1)y1 + · · ·+ (µm−1 + µmβm−1)ym−1 +

µmαmxm + (λm+1 + µmαm+1)xm+1 + · · ·+ (λn + µmαn)xn = 0.

Aus der linearen Unabhängigkeit von y1, . . . , ym−1, xm, . . . , xn folgt zunächst
µmαm = 0, also wegen αm 6= 0 auch µm = 0, und weiter durch Einsetzen
von µm = 0 in die restlichen Koeffizienten auch µ1 = · · · = µm−1 = λm+1 =
· · · = λn = 0.

Das folgende Austauschlemma kann etwa in der Graphentheorie benutzt
werden zum Beweis, daß der sog. Kruskal-Algorithmus in einem endlichen
zusammenhängenden bewerteten Graphen einen minimalen aufspannenden
Baum bestimmt.

Lemma (Austauschlemma). In einem endlichdimensionalen K-Vektor-
raum seien x1, . . . , xn linear unabhängig und auch y1, . . . , ym linear un-
abhängig, mit n < m. Dann gibt es ein j so daß x1, . . . , xn, yj linear un-
abhängig sind.

Beweis. Man ergänze y1, . . . , ym zu einer Basis y1, . . . , ym, ym+1, . . . , yk.
Dann befördere man mit Hilfe des Austauschsatzes die Vektoren x1, . . . , xn
hinein. Wegen n < m bleibt ein yj aus y1, . . . , ym übrig.

2.3. Untervektorräume, direkte Summen und Quotienten

2.3.1. Motivation. Eine Teilmenge E des R3 nennt man eine Ebene
durch 0, wenn es linear unabhängige Vektoren x, y ∈ R3 gibt mit

E = Rx+ Ry := {αx+ βy | α, β ∈ R }.
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Eine Teilmenge G des R3 heißt Gerade durch 0, wenn es einen von 0 ver-
schiedenen Vektor x ∈ R3 gibt mit

G = Rx := {αx | α ∈ R }.
Wir wollen uns überlegen, daß im R3 jede Ebene E durch 0 und auch jede
Gerade G durch 0 bezüglich den auf R3 definierten Operationen + und ·
ein R-Vektorraum ist. Sei etwa E = Rx+ Ry. Offenbar genügt es zu zeigen,
daß E gegen die auf R3 definierten Operationen + und · abgeschlossen ist
und das Nullelement 0 enthält. (Die Abgeschlossenheit gegen die Bildung des
Negativen muß dann nicht extra geprüft werden, da wir ja schon (−1)x = −x
gezeigt haben.) Dies ist aber klar, denn für alle α1, β1, α2, β2, α, β, γ ∈ R und
x, y ∈ R3 gilt:

(α1x+ β1y) + (α2x+ β2y) = (α1 + α2)x+ (β1 + β2)y,

γ(αx+ βy) = γαx+ γβy,

0 = 0x+ 0y ∈ E.
Für eine Gerade G ist der Beweis ähnlich. Entsprechend definieren wir jetzt
den allgemeinen Begriff eines Untervektorraums.

2.3.2. Untervektorräume.

Definition. Seien V ein K-Vektorraum und U ⊆ V . U heißt Untervek-
torraum, wenn für alle x, y ∈ V und α ∈ K gilt

(1) 0 ∈ U .
(2) Wenn x, y ∈ U , so ist x+ y ∈ U .
(3) Wenn x ∈ U , so ist αx ∈ U .

Statt Untervektorraum sagt man auch kurz Unterraum.

Beispiele. (1) Ebenen durch 0 und Geraden durch 0 im R3 sind
Unterräume.

(2) Sei 1 ≤ m ≤ n. Dann ist

{



ξ1
...
ξn


 | ξ1 = · · · = ξm = 0 } ⊆ Kn

ein Unterraum.
(3) Die Menge aller Polynome aus R[t] mit nur geraden Potenzen von

t ist Unterraum von R[t].
(4) Seien V,W K-Vektorräume. Dann ist

{ (x, 0) | x ∈ V } ⊆ V ×W
ein Unterraum.

(5)

C(R) := { f | f : R→ R stetig } ⊆ RR

D(R) := { f | f : R→ R differenzierbar } ⊆ RR

sind Unterräume.
(6) Sei V ein K-Vektorraum. 0 (:= {0}) und V sind dann (triviale)

Unterräume von V .
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Bemerkung. Seien V ein K-Vektorraum und (Ui)i∈I eine nicht leere
Familie von Unterräumen von V . Dann ist

⋂
i∈I Ui Unterraum von V .

Beweis. (1) 0 ∈ ⋂i∈I Ui, da 0 ∈ Ui für alle i ∈ I.
(2) Seien x, y ∈ ⋂i∈I Ui. Dann gilt

x, y ∈ Ui für alle i ∈ I
x+ y ∈ Ui für alle i ∈ I
x+ y ∈

⋂

i∈I

Ui.

(3) Seien x ∈ ⋂i∈I Ui und α ∈ K. Dann zeigt man wie eben αx ∈⋂
i∈I Ui.

Definition. Seien V ein K-Vektorraum, M ⊆ V eine Teilmenge und
(Ui)i∈I eine Familie von Unterräumen von V .

(1) 〈M〉 := {x ∈ V | ∃n∈N, x1, . . . , xn∈M,α1, . . . , αn∈K : x = α1x1 +
· · ·+ αnxn } heißt der von M erzeugte (oder von M aufgespannte)
Unterraum von V . Insbesondere ist 〈∅〉 = 0.

(2)
∑

i∈I Ui := 〈⋃i∈I Ui〉 heißt Summe der Unterräume (Ui)i∈I . Im Fall
I = {1, . . . , n} schreibt man

∑

i∈I

Ui =:

n∑

i=1

Ui =: U1 + · · ·+ Un.

Statt 〈{x1, . . . , xn}〉 schreiben wir kurz 〈x1, . . . , xn〉.
Bemerkung. Seien V ein K-Vektorraum, M ⊆ V eine Teilmenge und

(Ui)i∈I eine Familie von Unterräumen von V . Dann gilt

(1) 〈M〉 ist Unterraum von V .
(2) 〈M〉 ist der kleinste M umfassende Unterraum von V , d.h. ist U ⊆

V Unterraum von V mit M ⊆ U , so ist 〈M〉 ⊆ U .
(3)

∑
i∈I Ui ist die Menge der x ∈ V für die es yi1 ∈ Ui1 , . . . , yin ∈

Uin gibt (i1, . . . , in ∈ I verschieden) so daß x = yi1 + · · · + yin ,
insbesondere also für I = {1, . . . , n}
U1 + · · ·+ Un = { y1 + · · ·+ yn | y1 ∈ U1, . . . , yn ∈ Un }.

Beweis. (1) 0 ∈ 〈M〉 ist klar. Seien x, y ∈ 〈M〉. Dann ist x =
α1x1 + · · ·+αnxn und y = β1y1 + · · ·+ βmym, also x+ y = α1x1 +
· · ·+αnxn + β1y1 + · · ·+ βmym ∈ 〈M〉. Aus x ∈ 〈M〉 folgt offenbar
αx ∈ 〈M〉.

(2) Seien U ⊆ V Unterraum und M ⊆ U . Zu zeigen ist 〈M〉 ⊆ U . Sei
also x ∈ 〈M〉, etwa x = α1x1 + · · · + αnxn mit x1, . . . , xn ∈ M .
Offenbar ist dann x ∈ U .

(3) ⊆. Sei x ∈ ∑i∈I Ui = 〈⋃i∈I Ui〉. Dann ist x = α1x1 + · · · + αnxn
mit xj ∈

⋃
i∈I Ui für 1 ≤ j ≤ n. Jedes xj ist aus einem Uij und

damit auch αjxj ∈ Uij . Ferner kann man offenbar annehmen, daß
i1, . . . , in verschieden sind.
⊇. Sei x = yi1 + · · · + yin mit yij ∈ Uij . Dann ist auch x =

1yi1 + · · · + 1yin mit yij ∈
⋃
i∈I Ui, also x ∈ 〈⋃i∈I Ui〉.
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2.3.3. Dimension und Basis von Unterräumen. Wir wollen uns
jetzt überlegen, daß jeder Unterraum eines endlichdimensionalen Vektor-
raums eine endliche Basis besitzt, die zu einer Basis des Gesamtraums
ergänzt werden kann. Der Beweis ist unerwartet schwierig: man muß ent-
weder die allgemeine (mit Hilfe des Zornschen Lemmas bewiesene) Aussage
benutzen, daß jeder Vektorraum eine Basis besitzt, oder aber eine Basis
schrittweise konstruieren.

Satz. Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und U ⊆ V ein Un-
terraum. Dann gilt

(1) dimU ≤ n.
(2) Es gibt eine Basis x1, . . . , xm von U , die sich zu einer Basis x1,

. . . , xm, xm+1, . . . , xn von V ergänzen läßt.

Beweis. Es genügt, (2) zu zeigen. Wir überlegen uns zunächst, daß
es eine Basis x1, . . . , xm von U gibt. Dies folgt offenbar aus 2.2.6, wo wir
mit Hilfe des Zornschen Lemmas gezeigt haben, daß jeder Vektorraum eine
Basis besitzt. In dem hier vorliegenden Spezialfall eines n-dimensionalen
Vektorraums können wir einen Beweis führen, der das Zornsche Lemma
nicht verwendet.

Es ist 0 ⊆ U . Gilt 0 = U , so sind wir fertig. Gilt 0 ( U , so wähle man
ein x1 ∈ U mit x1 6= 0.

Es ist 〈x1〉 ⊆ U . Gilt 〈x1〉 = U , so sind wir fertig. Gilt 〈x1〉 ( U , so
wähle man ein x2 ∈ U \ 〈x1〉. Dann sind x1, x2 linear unabhängig.

Es ist 〈x1, x2〉 ⊆ U . Gilt 〈x1, x2〉 = U , so sind wir fertig. Gilt 〈x1, x2〉 (
U , so wähle man ein x3 ∈ U\〈x1, x2〉. Dann sind x1, x2, x3 linear unabhängig.

Dieses Verfahren setze man fort. Es muß abbrechen, da nach 2.2.7 je
n + 1 Vektoren in V linear abhängig sind. Für ein m ≤ n erhält man also
eine Basis x1, . . . , xm von U . Nach dem Basisergänzungssatz 2.2.5 läßt sie
sich zu einer Basis x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn von V ergänzen.

2.3.4. Zerlegung von Vektorräumen. Unser nächstes Ziel ist es, die
Möglichkeit der Zerlegung von Vektorräumen in

”
kleinere“ zu studieren.

Definition. Seien V ein K-Vektorraum und U1, . . . , Un Unterräume.
V heißt direkte Summe von U1, . . . , Un (in Zeichen: V = U1 ⊕ · · · ⊕Un oder
V =

⊕n
i=1 Ui), wenn gilt:

(1) V = U1 + · · ·+ Un (
”
Summe“).

(2) Hat man x1 ∈ U1, . . . , xn ∈ Un mit x1 + · · · + xn = 0, so gilt
x1 = · · · = xn = 0. (

”
Direktheit“).

Bemerkungen. (1) Unter den Voraussetzungen der Definition gilt
V = U1 ⊕ · · · ⊕ Un genau dann, wenn sich jedes x ∈ V eindeutig
schreiben läßt in der Form x = x1 + · · · + xn mit xi ∈ Ui für
1 ≤ i ≤ n.

Beweis. ⇒. Die Existenz der Darstellung folgt aus dem ersten
Teil der Definition. Die Eindeutigkeit ergibt sich wie folgt. Nehmen
wir an, mit xi, x

′
i ∈ Ui hätten wir

x = x1 + · · ·+ xn = x′1 + · · · + x′n.
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Dann ist 0 = (x1− x′1) + · · ·+ (xn− x′n) mit xi− x′i ∈ Ui. Aus dem
zweiten Teil der Definition folgt jetzt xi = x′i.
⇐. V = U1 + · · ·+ Un ist klar. Seien nun x1 ∈ U1, . . . , xn ∈ Un

mit x1 + · · · + xn = 0 gegeben. Da auch 0 + · · · + 0 = 0 gilt, folgt
aus der Eindeutigkeit x1 = · · · = xn = 0.

(2) Seien x1, . . . , xn eine Basis von V und m ≤ n. Mit Kx := 〈x〉 gilt

V = Kx1 ⊕ · · · ⊕Kxn
= (Kx1 ⊕ · · · ⊕Kxm)⊕ (Kxm+1 ⊕ · · · ⊕Kxn).

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis der ersten Gleichung.
Es ist V =

∑n
i=1Kxi, da x1, . . . , xn ein Erzeugendensystem ist.

Seien nun yi = αixi ∈ Kxi für 1 ≤ i ≤ n und es gelte
∑n

i=1 αixi =
0. Dann ist α1 = · · · = αn = 0 wegen der linearen Unabhängigkeit
von x1, . . . , xn, also y1 = · · · = yn = 0.

Wir beweisen jetzt die zweite Gleichung. Sei U := 〈x1, . . . , xm〉
und U ′ := 〈xm+1, . . . , xn〉. Nach der ersten Gleichung ist

U = Kx1 ⊕ · · · ⊕Kxm,
U ′ = Kxm+1 ⊕ · · · ⊕Kxn.

Zu zeigen ist V = U⊕U ′. V = U+U ′ ist klar. Seien nun y ∈ U und
y′ ∈ U ′ mit y + y′ = 0 gegeben. Dann ist y =

∑m
i=1 αixi und y′ =∑n

i=m+1 αixi mit α1, . . . , αn ∈ K. Wegen 0 = y + y′ =
∑n

i=1 αixi
folgt α1 = · · · = αn = 0 wegen der linearen Unabhängigkeit von
x1, . . . , xn, also y = y′ = 0.

(3) Seien U und U ′ Unterräume von V mit V = U ⊕ U ′. Falls dann
x1, . . . , xm eine Basis von U und xm+1, . . . , xn eine Basis von U ′ ist,
so ist x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn eine Basis von V . Ist also V = U⊕U ′

endlichdimensional, so gilt

dimV = dimU + dimU ′.

Beweis. x1, . . . , xn erzeugt U + U ′, also auch V . Seien jetzt
α1, . . . , αn ∈ K mit α1x1 + · · ·+ αnxn = 0 gegeben. Dann ist

0 = α1x1 + · · ·+ αmxm︸ ︷︷ ︸
x∈U

+αm+1xm+1 + · · ·+ αnxn︸ ︷︷ ︸
x′∈U ′

.

Wegen V = U ⊕ U ′ folgt x = x′ = 0. Also ist α1 = · · · = αm = 0,
da x1, . . . , xm Basis von U ist. Genauso ergibt sich αm+1 = · · · =
αn = 0.

(4) Seien U,U ′ Unterräume von V . Dann gilt

(V = U ⊕ U ′) ≡
{
V = U + U ′

U ∩ U ′ = 0

Beweis. ⇒. V = U + U ′ gilt nach Definition. Sei x ∈ U ∩ U ′.
Dann ist x ∈ U und −x ∈ U ′, also

0 = x︸︷︷︸
∈U

+ (−x)︸ ︷︷ ︸
∈U ′

.



44 2. VEKTORRÄUME

Aus der Definition der direkten Summe folgt x = 0.
⇐. V = U +U ′ ist vorausgesetzt. Seien nun x ∈ U und x′ ∈ U ′

mit x+x′ = 0 gegeben. Dann ist x = −x′ ∈ U ′. Es folgt x ∈ U ∩U ′,
also x = 0 und damit x′ = 0.

(5) V,W seien K-Vektorräume. V × W ist mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum (nach einem
Beispiel in 2.3.2), und es gilt

V ×W = (V × 0)⊕ (0×W ).

Beweis. Klar.

2.3.5. Quotienten von Vektorräumen. Seien V ein K-Vektorraum
und U ⊆ V ein Unterraum. Im allgemeinen gibt es dann viele Unterräume
U ′ ⊆ V mit V = U ⊕U ′. Betrachten wir zum Beispiel im R2 den Unterraum

U = {
(
α
0

)
| α ∈ R },

also die
”
x-Achse“. Dann hat jede von der x-Achse verschiedene Gerade U ′

durch den Nullpunkt die Eigenschaft V = U ⊕U ′; eine natürliche (d.h. basi-
sunabhängige) Auswahl ist nicht möglich. Man kann jedoch zeigen, daß alle
U ′ mit V = U ⊕U ′

”
im wesentlichen gleiche“ Unterräume sind. Im nächsten

Kapitel werden wir diesen Begriff präzisieren und dann (in Beispiel (4) in
3.1.3) diese Aussage beweisen. Zum Beweis werden wir zeigen, daß jeder
solche Unterraum U ′

”
im wesentlichen gleich“ ist einem aus V und seinem

Unterraum U auf natürliche Weise konstruierten Quotientenraum V/U . –
Hier wollen wir die Konstruktion von V/U durchführen und zeigen, daß je-
der Unterraum U ′ ⊆ V mit V = U ⊕ U ′ in einer natürlichen Weise bijektiv
auf V/U abgebildet werden kann. (Im nächsten Kapitel werden wir sehen,
daß diese Abbildung ein sog.

”
Isomorphismus“ ist.) In unserem Beispiel ist

V/U die Menge der horizontalen Linien.
Für Teilmengen M,N ⊆ V definieren wir die Komplexaddition von M

und N durch

M +N := {x+ y | x ∈M,y ∈ N }.
Dann gilt

M +N = N +M,

(M +N) + P = M + (N + P ).

Statt {x}+M schreiben wir x+M .

Satz. Seien V ein K-Vektorraum und U ⊆ V ein Unterraum. Dann
kann man auf

V/U := {x+ U | x ∈ V }
eine Addition und eine Skalarmultiplikation so erklären, daß gilt

(x+ U) + (y + U) = (x+ y) + U,

α(x+ U) = αx+ U,

und V/U mit dieser Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum
wird.
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Beweis. Es gilt für die Komplexaddition

(x+ U) + (y + U) = x+ y + U + U = (x+ y) + U, da U + U = U.

Die obige Addition ist also wohldefiniert. Wir zeigen jetzt, daß auch die
Skalarmultiplikation wohldefiniert ist. Sei also x+U = x′ +U . Zu zeigen ist
αx+U = αx′ +U . Im Fall α = 0 ist dies klar. Im Fall α 6= 0 argumentieren
wir wie folgt. Es genügt, αx+U ⊆ αx′+U zu zeigen. Sei also y ∈ U . Gesucht
ist ein z ∈ U mit αx+ y = αx′ + z. Nun gilt

x+
1

α
y ∈ x+ U = x′ + U,

x+
1

α
y = x′ + u für ein u ∈ U,

αx+ y = αx′ + αu = αx′ + z mit z := αu ∈ U.
Offenbar ist (V/U,+) eine abelsche Gruppe; neutrales Element ist 0+U ,

also U , und das inverse Element zu x+ U ist (−x) + U . Ferner gilt

α
(
(x+ U) + (y + U)

)
= α(x+ U) + α(y + U),

denn es ist

α
(
(x+ U) + (y + U)

)
= α((x+ y) + U)

= α(x+ y) + U

= (αx+ αy) + U

= (αx+ U) + (αy + U)

= α(x+ U) + α(y + U).

Die restlichen Vektorraumeigenschaften beweist man ähnlich.

Satz. Seien V ein K-Vektorraum und U,U ′ ⊆ V Unterräume mit V =
U ′ ⊕ U . Sei g die

”
natürliche“ Abbildung

g : V → V/U

x 7→ x+ U.

Dann ist die Einschränkung f := g�U ′ von g auf U ′, also

f : U ′ → V/U

x 7→ x+ U.

eine bijektive Abbildung.

Beweis. f ist injektiv: Seien x, y ∈ U ′ mit x + U = y + U gegeben.
Dann gilt

x+ 0 = y + u für ein u ∈ U
0 = (y − x)︸ ︷︷ ︸

∈U ′

+ u︸︷︷︸
∈U

y − x = 0 wegen V = U ′ ⊕ U
x = y.

f ist surjektiv: Sei x+U ∈ V/U mit x ∈ V . Wegen V = U ′⊕U ist dann
x = y + u mit y ∈ U ′ und u ∈ U . Also ist

x+ U = (y + u) + U = y + U, da u+ U = U.



46 2. VEKTORRÄUME

Mit unserem y ∈ U ′ haben wir also x+ U = f(y).



KAPITEL 3

Lineare Abbildungen

3.1. Lineare Abbildungen

3.1.1. Motivation. Wir betrachten die folgenden (zunächst anschau-
lich gegebenen) Abbildungen f : R2 → R2:

(1) Streckung (in allen Richtungen um denselben Faktor).
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(2) Streckung in einer Richtung.
(3) Spiegelung am Nullpunkt.
(4) Spiegelung an einer Geraden durch den Nullpunkt.
(5) Drehung um den Winkel α um den Nullpunkt.

Wie man sich leicht geometrisch klarmacht, gilt in allen diesen Fällen stets

f(x+ y) = f(x) + f(y),

f(αx) = αf(x).

Wir abstrahieren hieraus den folgenden allgemeinen Begriff einer linea-
ren Abbildung.

3.1.2. Definition linearer Abbildungen; Kern und Bild.

Definition. Seien V und W K-Vektorräume und f : V →W eine Ab-
bildung. f heißt linear , wenn für alle x, y ∈ V und alle α ∈ K gilt

(1) f(x+ y) = f(x) + f(y) und
(2) f(αx) = αf(x).

Bemerkungen. Seien V und W K-Vektorräume und f : V → W eine
lineare Abbildung.

47
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(1) Es gilt

f(0) = 0,

f(−x) = −f(x) für alle x ∈ V .

Beweis. Es ist f(0) = f(0x) = 0f(x) = 0, und f(x)+f(−x) =
f(x− x) = f(0) = 0.

(2) Sind x1, . . . , xn linear abhängig, so sind auch f(x1), . . . , f(xn) linear
abhängig.

Beweis. Es gelte α1x1 + · · · + αnxn = 0, wobei nicht alle αi
verschwinden. Dann ist auch f(α1x1+· · ·+αnxn) = α1f(x1)+· · ·+
αnf(xn) = 0, d.h. auch f(x1), . . . , f(xn) sind linear abhängig.

(3) Ist V ′ ⊆ V ein Unterraum, so ist auch f [V ′] ⊆ W ein Unterraum.
Insbesondere ist also f [V ] ein Unterraum von W . Man nennt den
Unterraum f [V ] das Bild der linearen Abbildung f und bezeichnet
ihn mit im f .

Beweis. Sei V ′ ⊆ V ein Unterraum, also f [V ′] ⊆ W . Wir
zeigen die drei Unterraumeigenschaften aus der Definition von Un-
terräumen in 2.3.2.

0 ∈ f [V ′]: Es ist 0 ∈ V ′, also 0 = f(0) ∈ f [V ′].
Aus u, v ∈ f [V ′] folgt u + v ∈ f [V ′]: Seien u, v ∈ f [V ′], also

u = f(x) und v = f(y) für x, y ∈ V ′. Dann ist u+v = f(x)+f(y) =
f(x+ y) ∈ f [V ′], denn aus x, y ∈ V ′ folgt x+ y ∈ V ′.

Aus u ∈ f [V ′] folgt αu ∈ f [V ′]: Sei u ∈ f [V ′], also u = f(x) mit
x ∈ V ′. Dann ist αu = αf(x) = f(αx) ∈ f [V ′], denn aus x ∈ V ′

folgt αx ∈ V ′.

(4) Bilden x1, . . . , xn ein Erzeugendensystem von V , so bilden auch
f(x1), . . . , f(xn) ein Erzeugendensystem von f [V ].

Beweis. Sei y ∈ f [V ], also y = f(x) für ein x ∈ V . Dann kann
man x schreiben in der Form x = α1x1 + · · ·+αnxn, also auch f(x)
in der Form f(x) = α1f(x1) + · · ·+ αnf(xn).

(5) Ist W ′ ⊆ W ein Unterraum, so ist auch f−1[W ′] ⊆ V ein Un-
terraum. Insbesondere ist also f−1(0) ein Unterraum von V . Man
nennt den Unterraum f−1(0) den Kern der linearen Abbildung f
und bezeichnet ihn mit ker f .

Beweis. Sei W ′ ⊆ W ein Unterraum, also f−1[W ′] ⊆ V . Wir
zeigen wieder die drei Unterraumeigenschaften.

0 ∈ f−1[W ′]: Es ist f(0) = 0 ∈W ′, also 0 ∈ f−1[W ′].
Aus x, y ∈ f−1[W ′] folgt x + y ∈ f−1[W ′]: Seien jetzt x, y ∈

f−1[W ′], also f(x), f(y) ∈ W ′. Dann ist f(x) + f(y) = f(x+ y) ∈
W ′, also x+ y ∈ f−1[W ′].

Aus x ∈ f−1[W ′] folgt αx ∈ f−1[W ′]: Sei x ∈ f−1[W ′], also
f(x) ∈W ′. Dann ist αf(x) = f(αx) ∈W ′, also αx ∈ f−1[W ′].
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3.1.3. Beispiele linearer Abbildungen.

Beispiele. (1) Die Abbildungen

0: V →W idV : V → V

x 7→ 0 x 7→ x

sind linear, nicht jedoch die Abbildung

f : V → W

x 7→ x0 6= 0.

(2) Die Abbildung

f : R→ R

x 7→ αx

ist linear, denn es gilt

f(x+ y) = α(x+ y) = αx+ αy = f(x) + f(y),

f(βx) = αβx = βαx = βf(x).

Jede lineare Abbildung f : R→ R hat diese Form, denn ist f : R→
R linear, so gilt f(x) = f(x1) = xf(1).

(3) Die Abbildung

f : Kn → Km

x 7→ Ax

mit A ∈ Km×n ist linear, denn es gilt

f(x+ y) = A(x+ y) = Ax+Ay = f(x) + f(y),

f(αx) = Aαx = αAx = αf(x).

Wir zeigen wieder, daß jede lineare Abbildung f : Kn → Km diese
Form hat.

Beweis. Sei f : Kn → Km linear. Es gibt αij ∈ K für 1 ≤ i ≤
m und 1 ≤ j ≤ n so daß

f(ej) =

m∑

i=1

αijei für 1 ≤ j ≤ n.

Setze A := (αij)1≤i≤m
1≤j≤n

.



50 3. LINEARE ABBILDUNGEN

Für x =



ξ1
...
ξn


 erhält man

f(x) = f
( n∑

j=1

ξjej

)

=

n∑

j=1

ξjf(ej)

=
n∑

j=1

ξj

( m∑

i=1

αijei

)

=

m∑

i=1

( n∑

j=1

αijξj

)
ei

=




∑n
j=1 α1jξj

...∑n
j=1 αmjξj




= Ax.

Das war zu zeigen.

Wir wollen noch einen Zusammenhang zur Theorie der linearen
Gleichungssysteme herstellen. Sei wieder

f : Kn → Km

x 7→ Ax

mit A ∈ Km×n. Dann ist die Lösungsmenge des homogenen linearen
Gleichungssystems Ax = 0 der Unterraum f−1(0) des Kn; nach
1.4 wissen wir, daß er (n − r)-dimensional ist mit einer damals
aus A bestimmten Zahl r. Ferner ist (im Falle der Lösbarkeit) die
Lösungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystems Ax =
b von der Form x0 + f−1(0), wobei x0 eine spezielle Lösung ist.

(4) Seien V ein K-Vektorraum und U ⊆ V ein Unterraum. Dann ist
die im ersten Satz von 2.3.5 definierte natürliche Abbildung

g : V → V/U

x 7→ x+ U.

eine lineare Abbildung.

Beweis.

g(x + y) = x+ y + U

= (x+ U) + (y + U) nach Definition von + auf V/U

= g(x) + g(y)

und

g(αx) = αx+ U
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= α(x+ U) nach Definition von · auf V/U

= αg(x).

Das war zu zeigen.

(5) Seien V ein K-Vektorraum, I eine nicht leere Indexmenge und

V I := { g | g : I → V Abbildung}
der in 2.1.2, Beispiel (3) eingeführte K-Vektorraum. Sei h : I → I
eine beliebige Abbildung. Dann ist

F : V I → V I

g 7→ g ◦ h
eine lineare Abbildung.

Beweis. F (g1 + g2) = F (g1) + F (g2):

(F (g1 + g2))(x) = ((g1 + g2) ◦ h)(x)
= (g1 + g2)(h(x))

= g1(h(x)) + g2(h(x))

= (g1 ◦ h)(x) + (g2 ◦ h)(x)
= (F (g1))(x) + (F (g2))(x)

= (F (g1) + F (g2))(x).

F (αg) = αF (g) beweist man entsprechend.

(6) Sei D(R) := { f | f : R→ R differenzierbar } der Vektorraum aus
2.1.2, Beispiel (4). Dann ist

D(R)→ RR

f 7→ f ′

linear. Ferner ist für festes x0 ∈ R die folgende Abbildung linear.

D(R)→ R

f 7→ f ′(x0)

3.1.4. Lineare Fortsetzung. Wir wollen uns jetzt mit der Frage be-
fassen, wie man eine lineare Abbildung f konstruieren kann. Es wird sich
zeigen, daß man die Werte von f auf einer Basis beliebig vorgeben kann,
und daß f damit eindeutig bestimmt ist.

Bemerkung. Sei (xi)i∈I eine Basis von V . Jedes x ∈ V läßt sich dann
darstellen in der Form

x =
∑

i∈I

αixi

mit einer Familie (αi)i∈I von Skalaren, in der fast alle αi (d.h. alle bis auf
endlich viele) verschwinden. Wir wollen uns überlegen, daß diese Darstellung
eindeutig ist. Hat man nämlich noch

x =
∑

i∈I

βixi,
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so folgt 0 =
∑

i∈I(αi − βi)xi. Da die Familie (xi)i∈I linear unabhängig ist,
folgt αi − βi = 0 für alle i ∈ I, also αi = βi.

Satz (Lineare Fortsetzung). Seien V,W K-Vektorräume, (xi)i∈I eine
Basis von V und (yi)i∈I eine beliebige Familie von Vektoren aus W . Dann
gibt es genau eine lineare Abbildung f : V →W mit f(xi) = yi für alle i ∈ I.
Weiter gilt

(1) f [V ] = 〈{ yi | i ∈ I }〉,
(2) f ist injektiv genau dann, wenn die Familie (yi)i∈I linear unabhän-

gig ist.

Beweis. Aufgrund der Vorbemerkung können wir definieren

f : V →W
∑

i∈I

αixi 7→
∑

i∈I

αiyi

f ist linear: f(x + y) = f(x) + f(y): Seien x =
∑

i∈I αixi und y =∑
i∈I βixi. Dann erhält man

f(x+ y) = f
(∑

i∈I

(αi + βi)xi

)

=
∑

i∈I

(αi + βi)yi

=
∑

i∈I

αiyi +
∑

i∈I

βiyi

= f(x) + f(y).

f(αx) = αf(x) beweist man ähnlich.
f ist eindeutig bestimmt: Sei noch g : V → W linear mit g(xi) = yi =

f(xi) für alle i ∈ I. Dann gilt für jedes x =
∑

i∈I αixi ∈ V

f(x) = f
(∑

i∈I

αixi

)
=
∑

i∈I

αif(xi) =
∑

i∈I

αig(xi) = g
(∑

i∈I

αixi

)
= g(x).

(1). Wir zeigen jetzt f [V ] = 〈{ yi | i ∈ I }〉.

y ∈ f [V ] ≡ ∃(αi)i∈I
(
fast alle αi = 0 und y = f(

∑
i∈I αixi)

)

≡ ∃(αi)i∈I
(
fast alle αi = 0 und y =

∑
i∈I αif(xi)

)

≡ ∃(αi)i∈I
(
fast alle αi = 0 und y =

∑
i∈I αiyi

)

≡ y ∈ 〈{ yi | i ∈ I }〉.
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(2). Zu zeigen bleibt, daß f injektiv ist genau dann, wenn die Familie
(yi)i∈I linear unabhängig ist.

f ist injektiv

≡ ∀x, y∈V : (f(x) = f(y)→ x = y)

≡ ∀x, y∈V : (f(x− y) = 0→ x− y = 0)

≡ ∀z∈V : (f(z) = 0→ z = 0)

≡ ∀(αi)i∈I mit fast allen αi = 0:
(
f(
∑

i∈I

αixi) = 0→
∑

i∈I

αixi = 0
)

≡ ∀(αi)i∈I mit fast allen αi = 0:
(∑

i∈I

αiyi = 0→ ∀i∈I : αi = 0
)

≡ (yi)i∈I ist linear unabhängig.

Das war zu zeigen.

Korollar. Seien V,W K-Vektorräume und f : V → W eine bijekti-
ve lineare Abbildung (d.h. ein Isomorphismus (s.u.)). Ist dann (xi)i∈I eine
Basis von V , so ist (f(xi))i∈I eine Basis von W .

Beweis. (f(xi))i∈I ist linear unabhängig, da f injektiv ist, und ein Er-
zeugendensystem, da f surjektiv ist.

3.1.5. Spezielle lineare Abbildungen. Wir führen zunächst einige
oft verwendete Bezeichnungen und Schreibweisen ein. Seien K ein Körper
und V,W K-Vektorräume. Eine lineare Abbildung f : V → W nennt man
auch einen Vektorraumhomomorphismus oder kurz Homomorphismus. Man
schreibt

HomK(V,W ) := Hom(V,W ) := { f : V →W | f linear }.
Sei f : V →W ein Homomorphismus. f heißt

Monomorphismus, wenn f injektiv ist,
Epimorphismus, wenn f surjektiv ist,
Isomorphismus, wenn f bijektiv ist,
Endomorphismus, wenn V = W ist, und
Automorphismus, wenn V = W und f bijektiv ist.

Man schreibt V ∼= W , wenn es einen Isomorphismus f : V →W gibt.

Bemerkungen. (1) Es seien V,W,U K-Vektorräume und f : V →
W , g : W → U Vektorraumhomomorphismen. Dann ist auch

g ◦ f : V → U

x 7→ g(f(x))

ein Vektorraumhomomorphismus.

Beweis. Es gilt

(g ◦ f)(x+ y) = g(f(x+ y))

= g(f(x) + f(y))

= g(f(x)) + g(f(y))

= (g ◦ f)(x) + (g ◦ f)(y).
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(g ◦ f)(αx) = α(g ◦ f)(x) beweist man ähnlich.

(2) Seien V,W K-Vektorräume und f : V → W ein Isomorphismus.
Dann ist auch f−1 : W → V ein Isomorphismus.

Beweis. Seien u, v ∈ W gegeben. Setze x := f−1(u) und y :=
f−1(v). Dann gilt

f−1(u+ v) = f−1(f(x) + f(y))

= f−1(f(x+ y))

= x+ y

= f−1(u) + f−1(v).

Ferner gilt

f−1(αu) = f−1(αf(x)) = f−1(f(αx)) = αx = αf−1(u).

Das war zu zeigen.

(3) Aut(V ) := { f : V → V | f Automorphismus } ist bezüglich der
Komposition ◦ eine Gruppe. Neutrales Element ist die Identität
idV , und inverses Element zu f ∈ Aut(V ) ist f−1. Dies folgt un-
mittelbar aus (1) und (2).

(4) Seien V,W K-Vektorräume.

HomK(V,W ) = { f : V →W | f linear }
ist Untervektorraum des in Beispiel 2.1.2(3) eingeführten K-Vek-
torraums

W V = { f : V → W | f Abbildung}.
Beweis. Wir zeigen, daß aus f, g ∈ HomK(V,W ) stets folgt

f + g ∈ HomK(V,W ).

(f + g)(x+ y) = f(x+ y) + g(x+ y)

= f(x) + f(y) + g(x) + g(y)

= f(x) + g(x) + f(y) + g(y)

= (f + g)(x) + (f + g)(y)

(f + g)(αx) = f(αx) + g(αx)

= αf(x) + αg(x)

= α(f(x) + g(x))

= α(f + g)(x).

Ähnlich zeigt man, daß mit f auch αf ∈ HomK(V,W ). Ferner ist
offenbar 0 ∈ HomK(V,W ).

3.1.6. Isomorphie und Dimension.

Lemma. Seien V,W,U K-Vektorräume. Dann gilt

V ∼= V .
Wenn V ∼= W , so ist W ∼= V .
Wenn V ∼= W und W ∼= U , so ist V ∼= U .
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Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus den Bemerkungen (1) und (2)
in 3.1.5.

Lemma. Seien V,W K-Vektorräume. Dann gilt

(1) Wenn V ∼= W , so ist dimV = dimW .
(2) Wenn dimV = dimW <∞, so ist V ∼= W .

Beweis. (1) Sei V ∼= W , also nach dem vorigen Lemma auch W ∼=
V . Fall dimV = n < ∞. Dann ist nach dem Korollar in 3.1.4
auch dimW = n < ∞. Den Fall dimW = n < ∞ behandelt man
entsprechend. Fall dimV = dimW =∞. Dann ist nichts zu zeigen.

(2) Sei dimV = dimW = n. Nach dem Satz von der linearen Fortset-
zung in 3.1.4 ist dann V ∼= Kn und ebenso W ∼= Kn, also V ∼= W .

Korollar. Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und U ⊆
V ein Unterraum. Dann gilt

dimV = dimV/U + dimU.

Beweis. Nach 2.3.3 wähle man eine Basis x1, . . . , xm von U , die sich
zu einer Basis x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn von V ergänzen läßt. Sei U ′ :=
〈xm+1, . . . , xn〉. Dann ist V = U ⊕ U ′ nach Bemerkung (4) in 2.3.4, also
dimV = dimU + dimU ′ nach Bemerkung (3) in 2.3.4. Wegen U ′ ∼= V/U
(dies folgt aus dem zweiten Satz in 2.3.5 zusammen mit Beispiel (4) in 3.1.3)
folgt aus Teil (1) des vorigen Lemmas die Behauptung.

3.2. Kern und Bild

Seien V,W K-Vektorräume und f : V →W linear. In den Beispielen (3)
und (5) von 3.1.2 hatten wir den Kern und das Bild von f definiert durch

ker f := {x ∈ V | f(x) = 0 },
im f := f [V ] ⊆W.

Wir hatten bereits gesehen, daß ker f ein Unterraum von V und im f ein
Unterraum von W ist.

3.2.1. Charakterisierung von Monomorphismen.

Lemma. Seien V,W K-Vektorräume und f : V → W linear. Dann ist
f injektiv genau dann, wenn ker f = 0 ist.

Beweis.

f ist injektiv ≡ ∀x, y∈V : (f(x) = f(y)→ x = y)

≡ ∀x, y∈V : (f(x− y) = 0→ x− y = 0)

≡ ∀z∈V : (f(z) = 0→ z = 0)

≡ (ker f = 0).

Das war zu zeigen.
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3.2.2. Homomorphiesatz.

Satz. Seien V,W K-Vektorräume, f : V → W surjektiver Homomor-
phismus und g : V → V/ ker f der in 2.3.5 definierte natürliche Homomor-
phismus. Dann gibt es genau eine Abbildung h : V/ ker f →W mit h◦g = f .
Dieses eindeutig bestimmte h ist ein Isomorphismus.

Beweis. Existenz von h. Wir wollen h definieren durch

h : V/ ker f → W

x+ ker f 7→ f(x).

Zu zeigen ist, daß h dadurch wohldefiniert ist. Gelte also x+ker f = y+ker f .
Zu zeigen ist f(x) = f(y). Es ist

x = y + z für ein z ∈ ker f

x− y = z

f(x− y) = 0

f(x) = f(y).

h ist injektiv: Gelte f(x) = f(y). Zu zeigen ist x+ker f = y+ker f . Aus
Symmetriegründen genügt es, ⊆ zu beweisen. Sei also z ∈ ker f . Zu zeigen
ist x+ z ∈ y + ker f , also x− y + z ∈ ker f . Dies folgt aus

f(x− y + z) = f(x)− f(y)︸ ︷︷ ︸
0

+ f(z)︸︷︷︸
0

= 0.

h ist surjektiv: Sei w ∈ W . Dann gilt w = f(x) für ein x ∈ V , also
h(x+ ker f) = f(x) = w.

h ist linear:

h((x+ ker f) + (y + ker f))
= h(x+ y + ker f)
= f(x+ y)
= f(x) + f(y)
= h(x+ ker f) + h(y + ker f)

h(α(x + ker f))
= h(αx+ ker f)
= f(αx)
= αf(x)
= αh(x+ ker f).

Eindeutigkeit von h. Wegen der Forderung h ◦ g = f gilt h(x+ ker f) =
h(g(x)) = f(x). Also ist h eindeutig bestimmt.

3.2.3. Dimensionssatz.

Satz (Dimensionssatz). Es seien V ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und f : V →W eine lineare Abbildung. Dann ist

dimV = dim ker f + dim im f.

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz ist V/ ker f ∼= im f , und nach
dem Korollar in 3.1.6 gilt dimV = dimV/ ker f + dim ker f .

Korollar. Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und fer-
ner f : V → V linear. Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(1) f ist Monomorphismus.
(2) f ist Epimorphismus.
(3) f ist Automorphismus.
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Beweis. Nach dem Dimensionssatz ist jede der beiden Aussagen (1)
und (2) zu

dimV = dim im f

äquivalent. Deshalb ist jede von ihnen auch zu (3) äquivalent.

Korollar. Seien V endlichdimensionaler K-Vektorraum und U,U ′ Un-
terräume von V . Dann gilt

dim (U + U ′) = dimU + dimU ′ − dim (U ∩ U ′).

Beweis. Wir betrachten die folgende Abbildung.

f : U × U ′ → U + U ′

(x, x′) 7→ x+ x′.

Offenbar ist f linear und surjektiv. Nach dem Dimensionssatz gilt

dim (U × U ′) = dim ker f + dim (U + U ′).

Wegen dimU × U ′ = dimU + dimU ′ genügt es zu zeigen, daß dim ker f =
dimU ∩ U ′ ist. Dazu zeigen wir, daß die folgende Abbildung g ein Isomor-
phismus ist.

g : U ∩ U ′ → ker f

x 7→ (x,−x).
g ist wohldefiniert: Sei x ∈ U ∩ U ′. Dann ist f(x,−x) = x − x = 0, also
(x,−x) ∈ ker f . Offenbar ist g linear und injektiv. Zu zeigen bleibt, daß
g auch surjektiv ist. Sei also (x, y) ∈ ker f . Dann ist x ∈ U , y ∈ U ′ und
f(x, y) = x + y = 0. Also x = −y und damit x ∈ U ∩ U ′, also (x, y) =
g(x).

3.3. Rang von Matrizen

In Kapitel 1 haben wir unter den n × n-Matrizen diejenigen besonders
betrachtet, die invertierbar waren. Wir wollen jetzt diese Unterscheidung
verfeinern und den Begriff des Rangs einer n × m-Matrix einführen. – In
diesem Abschnitt sei K stets ein Körper.

3.3.1. Zeilenraum und Spaltenraum.

Definition. Seien A ∈ Km×n und a1, . . . , am die Zeilen von A sowie
b1, . . . , bn die Spalten von A. Der Unterraum 〈a1, . . . , am〉 ⊆ K1×n heißt
Zeilenraum von A und dim 〈a1, . . . , am〉 der Zeilenrang von A. Entsprechend
heißt der Unterraum 〈b1, . . . , bn〉 der Spaltenraum von A und dim 〈b1, . . . , bn〉
der Spaltenrang von A.

Bemerkungen. (1) Bei elementaren Zeilenumformungen ändert
sich der Zeilenraum nicht (also auch nicht der Zeilenrang).

Beweis. Für das Vertauschen zweier Zeilen ist das klar, ebenso
für das Multiplizieren einer Zeile mit α 6= 0, α ∈ K. Im Fall der
Addition einer Zeile zu einer anderen beachte man, daß

〈a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , am〉 = 〈a1, . . . , ai, . . . , ai + aj , . . . , am〉.
Daraus folgt die Behauptung.
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(2) Ist A Stufenmatrix mit r Zeilen 6= 0, so ist r der Zeilenrang.

Beweis. Die r Zeilen 6= 0 sind linear unabhängig (da A Stufen-
matrix ist) und offenbar ein Erzeugendensystem des Zeilenraums.

(3) Ein Berechnungsverfahren für den Zeilenrang von A ergibt sich wie
folgt. Man überführe A durch elementare Zeilenumformungen in
eine Stufenmatrix A′. Aus A′ lese man die Anzahl r der Zeilen 6= 0
ab.

(4) Der Zeilenrang von A ist die Maximalzahl linear unabhängiger Vek-
toren unter a1, . . . , am.

Beweis. Nach unserer Charakterisierung des Begriffs einer Ba-
sis in 2.2.3 ist eine maximale linear unabhängige Teilfamilie von
(a1, . . . , an) eine Basis.

(5) Für den Spaltenraum gelten (1)–(4) entsprechend.

3.3.2. Definition des Rangs. Wir zeigen jetzt, daß Zeilen- und Spal-
tenrang einer Matrix stets übereinstimmen.

Satz. Für jedes A ∈ Km×n ist der Zeilenrang von A gleich dem Spal-
tenrang von A; diese Zahl wird der Rang von A genannt, und mit rg(A)
bezeichnet.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung

fA : Kn → Km

x 7→ Ax.

Schritt 1. im fA ist der Spaltenraum von A, denn für die kanonische Basis
e1, . . . , en des Kn ist im fA = 〈fA(e1), . . . , fA(en)〉 nach dem Satz über die
lineare Fortsetzung in 3.1.4, und fA(nej) = Aej ist die j-te Spalte von A.

Schritt 2. Ferner ist dim ker fA = n − r, wobei r den Zeilenrang von
A bedeutet. Denn ker fA = {x ∈ Kn | Ax = 0 } hat nach 1.4 eine Basis
x1, . . . , xn−r, wobei r die Anzahl der Zeilen 6= 0 einer Matrix A′ in Zeilen-
stufenform ist, die durch elementare Zeilenumformungen aus A entsteht; die
Behauptung folgt jetzt aus obiger Bemerkung.

Schritt 3. Nach dem Dimensionssatz ist

n = dimKn = dimker fA + dim im fA = n− r + dim im fA,

und dim im fA ist der Spaltenrang von A.

Bemerkung. Offenbar ist rg(A) = rg(At).

3.3.3. Eigenschaften des Rangs.

Lemma. Eine n×n-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn rg(A) =
n ist.

Beweis. Es gilt

rg(A) = n

≡ dim im fA = n nach dem Beweis des vorigen Satzes

≡ fA ist surjektiv
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≡ fA ist injektiv nach dem Korollar aus 3.2.3

≡ ∀x∈Kn×1(Ax = 0→ x = 0) nach 3.2.1

≡ A ist invertierbar nach 1.4.5.

Das war zu zeigen.

Lemma. (1) Für Matrizen A ∈ Km×n und B ∈ Kn×p gilt

rg(A) + rg(B)− n ≤ rg(AB) ≤ min(rg(A), rg(B)).

(2) Für Matrizen A ∈ Kn×n, B ∈ Kn×p und C ∈ Kp×p mit A,C
invertierbar gilt

rg(ABC) = rg(B).

(3) Für Matrizen A,B ∈ Km×n gilt

rg(A+B) ≤ rg(A) + rg(B).

Beweis. (1) Zum Beweis der zweiten Ungleichung betrachten wir

Kp fB−−→ Kn fA−→ Km.

Nach Abschnitt 1.3 gilt fA◦fB = fAB. Also ist im fAB ⊆ im fA, also
rg(AB) ≤ rg(A). Ferner gilt allgemein für eine lineare Abbildung
g : V → W , daß dim g[V ] ≤ dimV ; dies folgt aus dem Dimensi-
onssatz 3.2.3. Speziell für g := Einschränkung von fA auf im fB
folgt

dim fA(im fB)︸ ︷︷ ︸
im fAB

≤ dim im fB,

also rg(AB) ≤ rg(B). Zum Beweis der ersten Ungleichung betrach-
ten wir dasselbe g wie eben. Nach dem Dimensionssatz ist

dim im fB = dim ker g + dim im g.

Wir schätzen beide Ausdrücke auf der rechten Seite ab. Wegen
ker g ⊆ ker fA ist

dim ker g ≤ dim ker fA = n− dim im fA = n− rg(A).

Weiter ist im g = fA(im fB) = im fAB, also dim im g = rg(AB).
Damit ergibt sich

rg(B) ≤ n− rg(A) + rg(AB).

(2) Nach Teil (1) ist

rg(A)︸ ︷︷ ︸
n

+ rg(BC)− n ≤ rg(ABC) ≤ rg(BC), also rg(BC) = rg(ABC).

Wieder nach Teil (1) ist

rg(B) + rg(C)︸ ︷︷ ︸
p

−p ≤ rg(BC) ≤ rg(B), also rg(B) = rg(BC).
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(3) Wegen fA+B = fA+fB ist im fA+B ⊆ im fA+im fB. Daraus ergibt
sich

dim im fA+B ≤ dim (im fA + im fB) ≤ dim im fA + dim im fB

nach einem Korollar aus dem Dimensionssatz in 3.2.3, also rg(A+
B) ≤ rg(A) + rg(B).

Bemerkung. Mit Hilfe des Rangbegriffs kann man verschiedene Krite-
rien für die Lösbarkeit eines linearen Gleichungssystems Ax = b formulieren.
Es sei K ein Körper, b ∈ Km und A ∈ Km×n. Man betrachte die folgenden
drei Aussagen.

(L). (Lösbar). Es gibt ein x ∈ Kn mit Ax = b.
(EL). (Eindeutig lösbar). Es gibt genau ein x ∈ Kn mit Ax = b.
(UL). (Universell lösbar). Für alle c ∈ Km gibt es ein x ∈ Kn mit Ax = c.

Dann hat man

(1) (L) gilt genau dann, wenn rg(
(
A b

)
) = rg(A).

(2) (EL) gilt genau dann, wenn rg(
(
A b

)
) = rg(A) = n.

(3) (UL) gilt genau dann, wenn rg(A) = m.

Beweis. Dies ist nur eine Umformulierung der Ergebnisse von 1.4.

3.4. Lineare Abbildungen und Matrizen

In unseren einführenden Betrachtungen zu linearen Abbildungen in 3.1.3
(Beispiel 3) haben wir gesehen, daß sich jede lineare Abbildung f : Kn →
Km eindeutig darstellen läßt in der Form f(x) = Ax mit A ∈ Km×n, wobei
A = (αij) bestimmt ist durch

f(ej) =

m∑

i=1

αijei für 1 ≤ j ≤ n.

Wir haben also auf diese Weise abstrakte Objekte (wie lineare Abbildungen)
durch konkrete (wie Matrizen) beschrieben. Jetzt wollen wir diese Art von

”
Konkretisierung“ auf lineare Abbildungen f : V → W mit beliebigen end-

lichdimensionalen Vektorräumen V,W übertragen. Um ein solches f durch
eine Matrix darstellen zu können, müssen wir vorher Basen in V und in W
festlegen.

3.4.1. Darstellende Matrix einer linearen Abbildung.

Satz. Seien V,W K-Vektorräume der Dimensionen n,m. Ferner seien
Basen A = (x1, . . . , xn) von V und B = (y1, . . . , ym) von W gegeben. Dann
ist

MB
A : HomK(V,W )→ Km×n

MB
A(f) = die Matrix A = (αij) mit f(xj) =

m∑

i=1

αijyi für 1 ≤ j ≤ n

ein Isomorphismus. MB
A(f) heißt die darstellende Matrix der linearen Ab-

bildung f : V →W bzgl. der Basen A von V und B von W .
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Beweis. Schritt 1.MB
A ist wohldefiniert, da B = (y1, . . . , ym) eine Basis

von W ist.
Schritt 2. MB

A(f + g) = MB
A(f) +MB

A(g): Seien MB
A(f) = (αij) und

MB
A(g) = (βij). Dann gilt

(f + g)(xj) = f(xj) + g(xj)

=

m∑

i=1

αijyi +

m∑

i=1

βijyi

=

m∑

i=1

(αij + βij)yi,

also MB
A(f + g) = (αij + βij). MB

A(αf) = αMB
A(f) beweist man entspre-

chend.
Schritt 3. MB

A ist surjektiv. Sei A = (αij) ∈ Km×n. Nach dem Satz
3.1.4 von der linearen Fortsetzung existiert ein f ∈ Hom(V,W ) mit f(xj) =∑m

i=1 αijyi für 1 ≤ j ≤ n, also MB
A(f) = A.

Schritt 4.MB
A ist injektiv. Es genügt zu zeigen, daß kerMB

A = 0. Gelte
also f(xj) = 0 für 1 ≤ j ≤ n. Dann ist f = 0, da die lineare Fortsetzung
eindeutig bestimmt ist.

Bemerkungen. (1) Die definierenden Gleichungen für A = (αij),
also f(xj) =

∑m
i=1 αijyi für 1 ≤ j ≤ n, kann man als Matrizenglei-

chung formulieren:

f



x1
...
xn


 = At



y1
...
ym


 .

(2) Seien V,W K-Vektorräume der Dimensionen n,m, und es seien
A = (x1, . . . , xn) Basis von V und B = (y1, . . . , ym) Basis von W .
Ferner sei f ∈ Hom(V,W ) und A =MB

A(f). x ∈ V habe bzgl. der
Basis (x1, . . . , xn) die Koordinaten ξ1, . . . , ξn. Dann hat f(x) ∈ W
bzgl. der Basis (y1, . . . , ym) die Koordinaten

A



ξ1
...
ξn


 ,

denn es ist

f(x) = f(

n∑

j=1

ξjxj) =

n∑

j=1

ξjf(xj)

=

n∑

j=1

ξj

m∑

i=1

αijyi =

m∑

i=1

(

n∑

j=1

αijξj)yi.

3.4.2. Rang einer linearen Abbildung. Wir wollen uns jetzt eine
Übersicht über alle darstellenden Matrizen einer gegebenen linearen Abbil-
dung f : V →W verschaffen, also bzgl. beliebiger Basen von V und W .
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Satz. Seien V,W K-Vektorräume der Dimensionen n,m, und f : V →
W linear. Dann gilt für alle A ∈ Km×n: A stellt f bzgl. geeigneter Basen
von V und W dar genau dann, wenn rg(A) = rg(f) := dim im f . Man nennt
rg(f) den Rang von f .

Beweis. Vorbemerkung 1. Sei (x1, . . . , xn) Basis von V . Dann sind auch
Basen von V :

(1) (x1, . . . , αxi, . . . , xn) mit α ∈ K, α 6= 0,
(2) (x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn), wobei xj an der i-ten Stelle und xi an

der j-ten Stelle steht,
(3) (x1, . . . , xi, . . . , xj + xi, . . . , xn).

(1) und (2) sieht man sofort, und für (3) zeigt man leicht, daß

(x1, . . . , xi, . . . , xj + xi, . . . , xn)

linear unabhängig ist und ein Erzeugendensystem bildet.
Vorbemerkung 2. A′ entstehe aus A durch eine elementare Zeilen- oder

Spaltenumformung. Dann gilt:

A stellt f bzgl. geeigneter Basen von V und W dar

≡ A′ stellt f bzgl. geeigneter Basen von V und W dar.

Dies sieht man leicht mit Hilfe von Vorbemerkung 1.
Jetzt können wir den Satz beweisen. Jedes A ∈ Km×n läßt sich durch

elementare Zeilen- und Spaltenumformungen bringen in die Form




1 0 0 . . . 0
. . .

0 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...
0 0 0 . . . 0




.

rg(A) bleibt dabei unverändert. OBdA sei also A von dieser Form. Demnach
ist zu zeigen: Es gibt Basen

(x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xn) von V und

(y1, . . . , yr, yr+1, . . . , ym) von W

so daß f(x1) = y1, . . . , f(xr) = yr, f(xr+1) = · · · = f(xn) = 0 genau dann,
wenn rg(f) = r.
⇒. rg(f) = dim im f = dim 〈y1, . . . , yr〉 = r.
⇐. Gelte rg(f) = r. Man wähle eine Basis (xs+1, . . . , xn) von ker f , und

ergänze sie zu einer Basis (x1, . . . , xs, xs+1, . . . , xn) von V . Dann gilt

〈x1, . . . , xs〉 ∼= V/ ker f ∼= im f

und damit r = s. Ferner ist (f(x1), . . . , f(xr)) Basis von im f , denn we-
gen f(xr+1) = · · · = f(xn) = 0 ist es ein Erzeugendensystem, und es ist
dim im f = r. Man setze jetzt y1 = f(x1), . . . , yr = f(xr) und ergänze diese
Vektoren zu einer Basis y1, . . . , yr, yr+1, . . . , ym von W .
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3.4.3. Ähnliche Matrizen. Wir betrachten jetzt den Spezialfall eines
Endomorphismus. Seien also V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und A =
(x1, . . . , xn) eine Basis von V . Dann ist

MA : HomK(V, V )→ Kn×n

MA(f) = die Matrix A = (αij) mit f(xj) =
n∑

i=1

αijxi für 1 ≤ j ≤ n

ein Isomorphismus.MA(f) heißt die darstellende Matrix des Endomorphis-
mus f : V → V bzgl. der Basis A = (x1, . . . , xn) von V .

Wir wollen uns eine Übersicht über alle darstellenden Matrizen eines
gegebenen Endomorphismus f : V → V verschaffen. Dieses Problem ist
wesentlich schwieriger als das eben behandelte, da wir nur eine Basis frei
wählen können. Eine Lösung werden wir später mit Hilfe des Begriffs der
Jordan-Normalform erhalten. Hier erhalten wir nur ein sehr vorläufiges Re-
sultat.

Definition. Zwei Matrizen A,B ∈ Kn×n heißen ähnlich (geschrieben
A ∼ B), wenn es eine invertierbare Matrix C ∈ Kn×n gibt mit B = CAC−1.

Bemerkung. ∼ ist eine Äquivalenzrelation auf Kn×n.

Beweis. Reflexivität: Es ist A = EAE−1. Symmetrie: Wenn gilt B =
CAC−1, so folgt A = C−1BC. Transitivität: Aus A2 = CA1C

−1 und A3 =
DA2D

−1 folgt A3 = DCAC−1D−1 = DCA(DC)−1.

Satz. Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und A,B ∈ Kn×n.
Dann gilt A ∼ B genau dann, wenn A und B bezüglich geeigneter Basen
dasselbe f ∈ HomK(V, V ) darstellen.

Beweis. ⇐. Wir nehmen zunächst an, daß A = (αij) und B = (βij)
dasselbe f ∈ HomK(V, V ) darstellen. Seien also A = (x1, . . . , xn) und B =
(y1, . . . , yn) Basen von V und

f(xj) =

n∑

i=1

αijxi f(yj) =

n∑

i=1

βijyi

also

f



x1
...
xn


 = At



x1
...
xn


 f



y1
...
yn


 = Bt



y1
...
yn


 .

Wir wählen uns C,D ∈ Kn×n mit

y1
...
yn


 = C



x1
...
xn






x1
...
xn


 = D



y1
...
yn


 ;

Dies ist möglich, da x1, . . . , xn und y1, . . . , yn Erzeugendensysteme sind. Es
ergibt sich 


y1
...
yn


 = CD



y1
...
yn


 ,
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also CD = E und damit D = C−1. Man erhält (wegen der Linearität von
f)

f



y1
...
yn


 = Cf



x1
...
xn


 = CAt



x1
...
xn


 = CAtC−1



y1
...
yn


 ,

also Bt = CAtC−1, d.h. At ∼ Bt und damit auch A ∼ B.
⇒. Gelte A ∼ B. Dann ist auch At ∼ Bt und damit Bt = CAtC−1 mit

einer invertierbaren Matrix C. Sei A = (x1, . . . , xn) eine Basis von V . Wir
definieren ein f ∈ HomK(V, V ) durch

f



x1
...
xn


 = At



x1
...
xn




und g, h ∈ HomK(V, V ) durch

g



x1
...
xn


 = C



x1
...
xn


 h



x1
...
xn


 = C−1



x1
...
xn


 .

Dann ist

(h ◦ g)



x1
...
xn


 = Ch



x1
...
xn


 = CC−1



x1
...
xn


 =



x1
...
xn


 ,

also h ◦ g = idV und ebenso g ◦ h = idV , d.h. g und h sind Isomorphismen.
Also ist 


y1
...
yn


 := g



x1
...
xn


 .

eine Basis von V . Man erhält

f



y1
...
yn


 = Cf



x1
...
xn


 = CAt



x1
...
xn


 = CAtC−1C



x1
...
xn


 = CAtC−1



y1
...
yn


 .

Also stellt B auch f dar.

Korollar. Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f ein En-
domorphismus von V . Dann bilden die f darstellenden Matrizen A ∈ Kn×n

eine Äquivalenzklasse bzgl. ∼.
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Affine Geometrie

In der affinen Geometrie werden in beliebigen K-Vektorräumen V (nicht
nur im R2, R3) Eigenschaften geometrischer Figuren (z.B. Parallelität, Teil-
verhältnisse) studiert, die bei allen

”
affinen“ Abbildungen (z.B. Parallelpro-

jektionen, Streckungen, Drehungen, Spiegelungen) erhalten bleiben.
Die geometrischen Figuren (d.h. die betrachteten Teilmengen von V )

werden Lösungsmengen einer oder mehrerer linearer Gleichungen oder Lö-
sungsmengen einer quadratischen Gleichung sein. Es ergeben sich z.B. Punk-
te, Geraden und Ebenen bzw. z.B. Ellipsen und Kegel.

4.1. Affine Unterräume und lineare Varietäten

4.1.1. Affine Unterräume. Unter einem affinen Unterraum von V
verstehen wir einen um einen Vektor x vom Nullpunkt verschobenen Unter-
raum.

Definition. Seien V ein K-Vektorraum, U ⊆ V ein Unterraum und
x ∈ V .

L := x+ U = {x+ y | y ∈ U }
heißt affiner Unterraum von V . Außerdem heißt auch ∅ affiner Unterraum
von V .

Beispiel. Seien K = R und V = R2.
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L = x+ U

Lemma. Seien V ein K-Vektorraum, U,U ′ ⊆ V Unterräume und x, x′ ∈
V . Dann gilt x+ U ⊆ x′ + U ′ genau dann, wenn U ⊆ U ′ und x− x′ ∈ U ′.

Beweis. ⇒. Zunächst zeigen wir U ⊆ U ′. Sei also y ∈ U . Dann gilt
x+ y = x′ + y′ für ein y′ ∈ U ′ und auch x = x′ + z′ für ein z′ ∈ U ′. Also ist

x′ + z′ + y = x′ + y′

y = y′ − z′ ∈ U ′.

65
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Zu zeigen bleibt x − x′ ∈ U ′. Es ist x = x′ + y′ für ein y′ ∈ U ′, also
x− x′ = y′ ∈ U ′.
⇐. Seien U ⊆ U ′ und x−x′ ∈ U ′. Zu zeigen ist x+U ⊆ x′ +U ′. Sei also

z ∈ U . Dann gilt x+ z = x′ + (x− x′) + z ∈ x′ + U ′.

Korollar. Seien V ein K-Vektorraum, ferner U,U ′ ⊆ V Unterräume
und x, x′ ∈ V . Dann gilt

x+ U = x′ + U ′ genau dann, wenn U = U ′ und x− x′ ∈ U .

Definition. Seien V ein K-Vektorraum, U,U ′ Unterräume von V und
x, x′ ∈ V , also L = x+ U , L′ = x′ + U ′ affine Unterräume von V .

(1) dimL := dimU heißt die Dimension von L. Ferner setzt man
dim ∅ := −1.

(2) L heißt Punkt , Gerade bzw. Ebene von V , wenn dimL = 0, = 1
bzw. = 2 ist. L heißt Hyperebene von V , wenn dimV = n <∞ und
dimL = n− 1 ist.

(3) U heißt die Richtung von L.
(4) L heißt parallel zu L′ (geschrieben L ‖ L′), wenn U ⊆ U ′ oder

U ′ ⊆ U ist.

4.1.2. Affine Hülle. Wir definieren die affine Hülle einer Teilmenge
M von V als den kleinsten M umfassenden affinen Unterraum von V .

Definition. Seien V ein K-Vektorraum, M ⊆ V eine nicht leere Teil-
menge und x ∈M .

A(M) := x+ 〈{x− y | y ∈M }〉
heißt die affine Hülle von M (in V ).

Im folgenden Lemma zeigen wir, daß A(M) unabhängig von x ist.

Lemma. Seien V ein K-Vektorraum und M ⊆ V eine nicht leere Teil-
menge. Dann gilt

(1) A(M) besteht aus allen y ∈ V , die sich schreiben lassen in der
Form

y =
n∑

i=1

αiyi mit
n∑

i=1

αi = 1 (y1, . . . , yn ∈M , α1, . . . , αn ∈ K.)

(2) A(M) ist der kleinste affine Unterraum von V , der M enthält.

Beweis. 1. Setze Ax(M) := x + 〈{x − y | y ∈ M }〉 für alle x ∈ M .
Wir zeigen, daß Ax(M) gleich der im Lemma angegebenen (und von x un-
abhängigen) Menge ist.
⊆. Jedes Element aus Ax(M) hat die Form x +

∑n
i=1 αi(x − yi) mit

αi ∈ K und yi ∈M . Es ist also =
(
1+
∑n

i=1 αi
)
x+

∑n
i=1(−αi)yi und damit

aus der obigen Menge A(M), denn es gilt 1 +
∑n

i=1 αi +
∑n

i=1(−αi) = 1.
⊇. Seien yi ∈M , αi ∈ K und

∑n
i=1 αi = 1. Dann gilt

n∑

i=1

αiyi = x+
n∑

i=1

αiyi −
( n∑

i=1

αi
)
x = x+

n∑

i=1

(−αi)(x− yi) ∈ Ax(M).

2. Nach Definition ist A(M) ein affiner Unterraum von M ; ferner gilt
offenbar M ⊆ A(M). Sei nun L ein beliebiger affiner Unterraum von V mit
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M ⊆ L. Zu zeigen ist A(M) ⊆ L. Sei etwa L = x′ +U mit x′ ∈ V und einem
Unterraum U von V . Sei noch x ∈ M . Dann ist A(M) = x+ 〈{x − y | y ∈
M }〉. Wegen x ∈ M ⊆ L = x′ + U ist x− x′ ∈ U , also nach der Folgerung
in 4.1.1 L = x+ U . Also ist

{ y − x | y ∈M } ⊆ { y − x | y ∈ L } ⊆ U
〈{x− y | y ∈M }〉 ⊆ U

A(M) ⊆ L.
Das war zu zeigen.

Bemerkung. Seien V ein K-Vektorraum und x0, . . . , xn ∈ V . Dann gilt

A(x0, . . . , xn) := A({x0, . . . , xn})
= x0 + 〈x0 − x1, . . . , x0 − xn〉

= {
n∑

i=0

αixi | αi ∈ K,
n∑

i=0

αi = 1 }

= kleinster affiner Unterraum von V , der x0, . . . , xn enthält.

Im Spezialfall zweier Vektoren x, y ∈ V ergibt sich

A(x, y) = x+K(y − x)
= {αx+ (1− α)y | α ∈ K }
= die Gerade durch x, y, falls x 6= y.

4.1.3. Lineare Varietäten. Sei V ein n-dimensionalerK-Vektorraum.
L ⊆ V heißt lineare Varietät , wenn es einen Isomorphismus f : V → Kn gibt
so daß gilt

f [L] = {x ∈ Kn | Ax = b }
für eine Matrix A ∈ Km×n und ein b ∈ Km, d.h. so daß f [L] das Nullstel-
lengebilde von endlich vielen linearen Gleichungen ist.

Bemerkungen. (1) Seien h : Kn → Kn ein Isomorphismus, A ∈
Km×n und b ∈ Km. Dann ist h[{x ∈ Kn | Ax = b }] = {x ∈ Kn |
Bx = c } mit geeigneten B ∈ Km×n und c ∈ Km.

Beweis. Jeder Isomorphismus h : Kn → Kn hat die Form
h(x) = Cx mit einer invertierbaren Matrix C ∈ Kn×n. Also gilt

h[{x ∈ Kn | Ax = b }] = {Cx | Ax = b } = { y | AC−1y = b }.
Das war zu zeigen.

(2) Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und L ⊆ V lineare
Varietät. Ist g : V → Kn ein beliebiger Isomorphismus, so hat auch
g[L] die Form {x ∈ Kn | Bx = c } mit geeigneten B ∈ Km×n und
c ∈ Km.

Beweis. Sei L ⊆ V lineare Varietät. Dann gibt es einen Iso-
morphismus f : V → Kn so daß gilt f [L] = {x ∈ Kn | Ax = b }.
Sei nun g : V → Kn ein beliebiger Isomorphismus. Dann ist h :=
g ◦ f−1 : Kn → Kn ein Isomorphismus, und es gilt nach (1)

g[L] = h[f [L]] = h[{x ∈ Kn | Ax = b }] = { y | AC−1y = b }.
Das war zu zeigen.
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Satz. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. L ⊆ V ist genau dann
eine lineare Varietät, wenn L affiner Unterraum von V ist.

Beweis. OBdA sei V = Kn und L 6= ∅.
⇒. Sei L = {x ∈ Kn | Ax = b } mit A ∈ Km×n und b ∈ Km. Wegen

L 6= ∅ hat L nach 1.4 die Form

L = x0 + (Kx1 ⊕ · · · ⊕Kxn−r).

Mit U := Kx1 ⊕ · · · ⊕Kxn−r (bzw. U = 0 im Fall n = r) ist L = x0 + U ,
also L affiner Unterraum.
⇐. Seien L = x + U mit x ∈ Kn und U ⊆ Kn Unterraum. Im Fall

L = Kn sind wir sofort fertig (A = 0 und b = 0). Sei also dimL = dimU =
d < n. Man wähle eine Basis x1, . . . , xd von U und betrachte das lineare
Gleichungssystem



xt1
...
xtd


 y = 0.

Wegen rg



xt1
...
xtd


 = d hat nach 1.4 der Lösungsraum die Gestalt Ka1⊕ · · · ⊕

Kan−d. Setze

A =




at1
...

atn−d


 .

Wir zeigen jetzt U = { y ∈ Kn | Ay = 0 }. Sei xi einer der obigen Basisvek-
toren von U . Dann gilt

xtiaj = 0 für alle j

atjxi = 0 für alle j

Axi = 0

Also ist U ⊆ { y ∈ Kn | Ay = 0 }. Die Gleichheit folgt jetzt aus

dim { y ∈ Kn | Ay = 0 } = n− rg(A) = n− (n− d) = d = dimU.

Man erhält

L = x+ U

= x+ { y ∈ Kn | Ay = 0 }
= {x+ y | Ay = 0 }
= { z | A(z − x) = 0 }
= { z | Az = Ax }

Also ist L lineare Varietät.
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4.1.4. Affine Abbildungen. Seien W ein K-Vektorraum und y ∈W .
Dann heißt

Ty : W →W

x 7→ x+ y

Translation von W um y. Sei noch f : V →W linear.

g := Ty ◦ f : V →W

x 7→ f(x) + y

heißt affine Abbildung von V nach W . Ist speziell V = W , so nennt man
jede bijektive affine Abbildung g : V → V eine Affinität .

Bemerkungen. (1) Seien U, V,W K-Vektorräume und g : U →
V , h : V → W affine Abbildungen. Dann ist auch h ◦ g : U → W
eine affine Abbildung.

Beweis. Seien g = Ty ◦ f und h = Tz ◦ f ′. Dann gilt für jedes
x ∈ U

(h ◦ g)(x) = h(f(x) + y)

= f ′(f(x) + y) + z

= (f ′ ◦ f)(x) + f ′(y) + z,

also h ◦ g = Tf ′(y)+z ◦ (f ′ ◦ f).

(2) Sei V ein K-Vektorraum. Ist g : V → V eine Affinität, so auch g−1.

Beweis. Sei g = Ty ◦ f mit einem Isomorphismus f : V → V .
Setze h := Tf−1(−y) ◦ f−1. Dann gilt

(g ◦ h)(x) = g(f−1(x)− f−1(y)) = x− y + y = x

(h ◦ g)(x) = h(f(x) + y) = x+ f−1(y)− f−1(y) = x,

also g ◦ h = h ◦ g = idV , d.h. h = g−1.

(3) Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist die Menge Aff(V ) := { g : V →
V | g Affinität } eine Gruppe, die affine Gruppe von V . Dies ergibt
sich unmittelbar aus (1) und (2).

4.1.5. Teilverhältnis. Seien V ein K-Vektorraum und x1, x2, x ∈ V
mit x1 6= x2 drei Vektoren aus V , die auf einer Geraden liegen, d.h. so daß
x = x1 + α(x2 − x1) (= αx2 + (1− α)x1).

6
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Dann ist α eindeutig bestimmt (denn aus x = x1 +α(x2−x1) = x1 +β(x2−
x1) folgt (α − β)(x2 − x1) = 0, also α = β). Man nennt TV(x1, x2, x) := α
das Teilverhältnis von x1, x2, x.

Lemma (Invarianz des Teilverhältnisses unter affinen Abbildungen). Sei-
en V,W K-Vektorräume, g : V →W eine affine Abbildung und x1, x2, x ∈ V
auf einer Geraden mit x1 6= x2 und g(x1) 6= g(x2). Dann liegen auch
g(x1), g(x2), g(x) auf einer Geraden und es gilt

TV(x1, x2, x) = TV(g(x1), g(x2), g(x)).

Beweis. Seien g = Ty ◦ f mit y ∈ W und f : V → W linear. Aus
x = x1 + α(x2 − x1) folgt

g(x1) + α(g(x2)− g(x1)) = f(x1) + y + α(f(x2) + y − f(x1)− y)
= f(x1) + α(f(x2)− f(x1)) + y

= f(x1 + α(x2 − x1)) + y

= f(x) + y

= g(x).

Also ist α = TV(x1, x2, x) = TV(g(x1), g(x2), g(x)).

4.2. Quadratische Hyperflächen

Wir definieren quadratische Hyperflächen als Nullstellengebilde quadra-
tischer Funktionen und klassifizieren sie bezüglich affiner Äquivalenz. In die-
sem Abschnitt sei stets K ein Körper mit 2 = 1 + 1 6= 0, also zum Beispiel
K = R.

4.2.1. Quadratische Funktionen. Seien A ∈ Kn×n, a ∈ Kn, α ∈ K
und F : Kn → K definiert durch F (x) := xtAx+ atx+ α. Das heißt mit

A = (αij), a =



α1
...
αn


 , x =



ξ1
...
ξn




gilt

F (x) = F



ξ1
...
ξn


 =

n∑

i,j=1

αijξiξj +

n∑

i=1

αiξi + α.

Ist A 6= 0, so heißt F quadratische Funktion und V (F ) := {x ∈ Kn | F (x) =
0 } quadratische Hyperfläche oder auch Quadrik .

Bemerkung. Man könnte wie oben wieder diese Definition auf beliebige
n-dimensionale Vektorräume übertragen; gebraucht wird dazu die folgende
Bemerkung 3. Das bringt aber höchstens eine Komplikation.

Beispiel. Seien K = R und n = 2.

F (x) = ξ21 + ξ22 − 1 V (F ) Kreis

F (x) =
ξ21
α2

1

+
ξ22
α2

2

− 1 mit α1, α2 6= 0 V (F ) Ellipse

F (x) = ξ1ξ2 − 1 V (F ) Hyperbel
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F (x) = ξ21 + ξ2 V (F ) Parabel

Bemerkungen. (1) In der obigen Definition kann A symmetrisch
(d.h. A = At) angenommen werden.

Beweis. xtAx = (xtAx)t = xtAtx, also

xtAx =
1

2
(xtAx+ xtAtx) = xt (

1

2
(A+At))

︸ ︷︷ ︸
B

x.

Offenbar ist B symmetrisch.

(2) (Eindeutigkeit der Darstellung). Seien A,A′ ∈ Kn×n symmetrisch,
a, a′ ∈ Kn, α,α′ ∈ K und für alle x ∈ Kn

F (x) = xtAx+ atx+ α,

F ′(x) = xtA′x+ (a′)tx+ α′.

Gilt dann F (x) = F ′(x) für alle x ∈ Kn, so ist A = A′, a = a′ und
α = α′.

Beweis. Seien A = (αij), A
′ = (α′

ij), a = (αj), a
′ = (α′

j).

(a) Aus F (0) = F ′(0) folgt α = α′.
(b) Seien 1 ≤ i ≤ n beliebig. Dann ist etiA die i-te Zeile von A und

etiAej = αij . Es gilt

F (ei) = etiAei + atei + α = αii + αi + α

F (2ei) = 4αii + 2αi + α

also nach Voraussetzung

αii + αi + α = α′
ii + α′

i + α′,

4αii + 2αi + α = 4α′
ii + 2α′

i + α′.

Wegen α = α′ folgt daraus 2αii = 2α′
ii, also (da 2 6= 0 in K)

auch αii = α′
ii. Damit gilt aber auch αi = α′

i.
(c) Seien i, j beliebig mit i 6= j und 1 ≤ i, j ≤ n. Es gilt

F (ei + ej)

= (ei + ej)
tA(ei + ej) + at(ei + ej) + α

= etiAei + etjAei + etiAej + etjAej + atei + atej + α

= αii + 2αij + αjj + αi + αj + α da A symm.

Aus F (ei + ej) = F ′(ei + ej) folgt mit (a) und (b) 2αij = 2α′
ij ,

also auch αij = α′
ij .

(3) (Verhalten bei Affinitäten). Seien F : Kn → K eine quadratische
Funktion und g : Kn → Kn eine Affinität. Dann ist auch F ◦ g eine
quadratische Funktion und es gilt

V (F ◦ g) = g−1[V (F )].
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Beweis. (a) Sei F (x) = xtAx + atx + α mit A ∈ Kn×n sym-
metrisch und 6= 0, a ∈ Kn und α ∈ K. Sei ferner

g : Kn → Kn

x→ Cx+ b mit C ∈ GL(n,K)

Dann gilt

F (g(x)) = (Cx+ b)tA(Cx+ b) + at(Cx+ b) + α

= xtCtACx+ xtCtAb︸ ︷︷ ︸
btACx

+btACx+ btAb+ atCx+ atb+ α

= xtCtAC︸ ︷︷ ︸
=: A′

x+ (2btAC + atC)︸ ︷︷ ︸
=: (a′)t

x+ btAb+ atb+ α︸ ︷︷ ︸
=: α′

.

A′ ist wieder symmetrisch und 6= 0.
(b)

x ∈ V (F ◦ g) ≡ F (g(x)) = 0

≡ g(x) ∈ V (F )

≡ x ∈ g−1[V (F )].

4.2.2. Affine Äquivalenz. F,F ′ : Kn → K seien quadratische Funk-
tionen. F heißt affin äquivalent zu F ′ genau dann, wenn es eine Affinität
g : Kn → Kn gibt mit F ′ = F ◦ g. Eine Teilmenge Q ⊆ Kn heißt affin
äquivalent zu Q′ ⊆ Kn genau dann, wenn es eine Affinität g : Kn → Kn

gibt mit g[Q′] = Q.
Wir betrachten jetzt folgendes Problem. Gegeben sei eine quadratische

Funktion F : Kn → K. Gesucht ist eine Affinität g : Kn → Kn so daß F ◦ g
eine

”
möglichst einfache Form“ hat. Das wesentliche Hilfsmittel hierfür ist

der folgende Satz.

Satz. Sei A ∈ Kn×n symmetrisch. Dann existieren C ∈ GL(n,K) und
γ1, . . . , γn ∈ K so daß CtAC in Diagonalgestalt ist, d.h.

CtAC =



γ1

. . .

γn


 .

(Hier und im folgenden sollen nicht ausgefüllte Stellen von Matrizen 0 sein).

Beweis. OBdA sei A nicht von Diagonalgestalt (sonst kann man C = E
wählen). Sei i minimal mit αij 6= 0 für ein j > i.

A =




α11

. . .

αii . . . αin
...

...
αni . . . αnn



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Fall 1. αii 6= 0. Setze

C =




1
. . .

1
−αi,i+1

αii
. . . −αin

αii

1
. . .

1




∈ GL(n,K).

Dann gilt

Ct =




1
. . .

1
−αi,i+1

αii
1

...
. . .

−αin

αii
1




,

also

CtA =




α11

. . .

αii . . . αin
0 ∗ . . . ∗
...

...
...

0 ∗ . . . ∗




und damit

CtAC =




α11

. . .

αii 0 . . . 0
0 ∗ . . . ∗
...

...
...

0 ∗ . . . ∗




.

Fall 2. αii = 0, aber ajj 6= 0 für ein j > i. Setze

C =




1
. . .

1
0 1

1
. . .

1
1 0

1
. . .

1




∈ GL(n,K).



74 4. AFFINE GEOMETRIE

CtAC = CAC entsteht aus A durch Vertauschen der i-ten mit der j-ten
Zeile und Spalte. Jetzt kann man wie im Fall (1) fortfahren.

Fall 3. αii = · · · = αnn = 0 und αij 6= 0 für ein j > i. Setze

C =




1
. . .

1
1 1

1
. . .

1
1 0

1
. . .

1




∈ GL(n,K).

Dann gilt CtA = CA =




α11

. . .

αi−1,i−1

αii︸︷︷︸
0

+αji . . . αij + αjj︸︷︷︸
0

. . . αin + αjn

∗ . . . ∗ . . . ∗
...

...
∗ . . . ∗ . . . ∗




,

also

CAC =




α11

. . .

αi−1,i−1

2αij ∗ . . . ∗
∗ ∗
...

...
∗ . . . ∗




.

Wegen αij 6= 0 ist auch 2αij 6= 0 und wir können wie im Fall (1) fortfahren.
Durch Iteration dieses Verfahrens erhält man eine Matrix von Diagonal-

gestalt. Die im Satz geforderte Matrix C ist dann das Produkt aller verwen-
deten Matrizen.

Bemerkung. Wie im Fall 2 des Beweises ergibt sich, daß man zu gege-
benem symmetrischen A ∈ Kn×n ein C ∈ GL(n,K) und γ1, . . . , γr ∈ K\{0}
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finden kann so daß

CtAC =




γ1

. . .

γr
0

. . .

0




.

4.2.3. Klassifikation von Quadratiken.

Satz. Jede quadratische Hyperfläche Q ⊆ Kn ist affin äquivalent zu
einer Fläche des Typs V (F ), wobei für F folgende Formen auftreten.

F (x) =
r∑

i=1

γiξ
2
i + 1 Mittelpunktsfläche(4.1)

F (x) =

r∑

i=1

γiξ
2
i Kegelfläche(4.2)

F (x) =

r∑

i=1

γiξ
2
i + ξr+1 parabolische Fläche.(4.3)

Dabei ist r ≤ n in (4.1), (4.2), r < n in (4.3), γ1, . . . , γr ∈ K und x =(
ξ1, . . . , ξn

)t
. Im Fall K = R kann γi ∈ {±1} gewählt werden, und im Fall

K = C kann γi = 1 gewählt werden.

Beweis. Seien Q = V (G) und G = xtAx + atx + α mit A ∈ Kn×n

symmetrisch, a ∈ Kn und α ∈ K. Nach dem Satz in 4.2.2 gibt es C ∈
GL(n,K) und γ1, . . . , γn ∈ K mit

CtAC =



γ1

. . .

γn


 .

Dann gilt

G(Cx) = xtCtACx+ atCx+ α

=

n∑

i=1

γiξ
2
i +

n∑

i=1

βiξi + α

=: G1(x).

G1 ist affin äquivalent zu G, da x 7→ Cx eine Affinität ist. Nach obiger
Bemerkung kann man annehmen, daß γ1, . . . , γr 6= 0 und γr+1 = · · · = γn =
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0 sind für ein r mit 1 ≤ r ≤ n.

G1(x) =

r∑

i=1

γiξ
2
i +

n∑

i=1

βiξi + α

=

r∑

i=1

γi
(
ξi +

βi
2γi

)2
+

n∑

i=r+1

βiξi + α−
r∑

i=1

β2
i

4γi

=: G2(x
′) mit ξ′i :=




ξi +

βi
2γi

für 1 ≤ i ≤ r
ξi für r + 1 ≤ i ≤ n.

G2 ist affin äquivalent zu G1, da x 7→ x′ eine Translation ist, und es gilt

G2(x
′) =

r∑

i=1

γi(ξ
′
i)

2 +

n∑

i=r+1

βiξ
′
i + α′ = G1(x) mit α′ = α−

r∑

i=1

β2
i

4γi
.

Fall 1. βr+1 = · · · = βn = 0, α′ 6= 0. OBdA sei α′ = 1 (bei Division
durch α′ bleibt V (G2) unverändert). Dann sind G und G2 affin äquivalent,
also auch Q = V (G) und V (G2) affin äquivalent, und V (G2) ist vom Typ
(4.1).

Fall 2. βr+1 = · · · = βn = 0, α′ = 0. Q ist bis auf affine Äquivalenz vom
Typ (4.2).

Fall 3. βi 6= 0 für ein i mit r + 1 ≤ i ≤ n. Zur Vereinfachung der
Schreibweise nehmen wir βr+1 6= 0 an.

G2(x
′) =

r∑

i=1

γi(ξ
′′
i )

2 + ξ′′r+1

=: G3(x
′′) mit ξ′′i := ξ′i für i 6= r + 1 und ξ′′r+1 :=

n∑

i=r+1

βiξ
′
i + α′.

G3 ist affin äquivalent zu G2, da

x′ 7→




1
. . .

βr+1 . . . βn
1

. . .

1




x′ +




0
...
0
α′

0
...
0




eine Affinität ist. Also ist Q bis auf affine Äquivalenz vom Typ (4.3).
Sei jetzt K = R. Man wähle λi ∈ R mit

γi = λ2
i für γi > 0,

γi = −λ2
i für γi < 0.

Mit ξ′i = λiξi folgt γiξ
2
i = ±(λiξi)

2 = ±(ξ′i)
2.

Im Fall K = C wähle man λi ∈ C mit γi = λ2
i . Mit ξ′i = λiξi folgt

γiξ
2
i = (λiξi)

2 = (ξ′i)
2.
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Bemerkung. Aus dem Beweis ergibt sich noch, daß jede quadratische
Funktion F affin äquivalent ist zu einer quadratischen Funktion G, die bis
auf einen konstanten Faktor von einer der Formen (4.1) – (4.3) ist.

4.2.4. Klassifikation der quadratischen Hyperflächen; affin. Im
R2 ist jede quadratische Hyperfläche 6= ∅ affin äquivalent zu einem V (Fi),
i = 1, . . . , 7:

Mittelpunktsfl.
r = 2

F1(x) = −ξ21 − ξ22 + 1 Ellipse,
F2(x) = −ξ21 + ξ22 + 1 Hyperbel,

r = 1
F3(x) = −ξ21 + 1 zwei parallele Geraden

Kegelfl.
r = 2

F4(x) = ξ21 + ξ22 Punkt
F5(x) = ξ21 − ξ22 zwei sich schneidende Geraden

r = 1
F6(x) = ξ21 Gerade

Parabolische Fl.
r = 1

F7(x) = ξ21 + ξ2 Parabel

Im R3 ist jede quadratische Hyperfläche 6= ∅ affin äquivalent zu einem
V (Fi), i = 1, . . . , 14:

(1) Mittelpunktsflächen.

r = 3
F1(x) = −ξ21 − ξ22 − ξ23+1 Ellipsoid
F2(x) = −ξ21 − ξ22 + ξ23+1 einschaliges Hyperboloid
F3(x) = −ξ21 + ξ22 + ξ23+1 zweischaliges Hyperboloid

r = 2
F4(x) = −ξ21 − ξ22 + 1 elliptischer Zylinder
F5(x) = −ξ21 + ξ22 + 1 hyperbolischer Zylinder

r = 1
F6(x) = −ξ21 + 1 zwei parallele Ebenen

(2) Kegelflächen

r = 3
F7(x) = ξ21 + ξ22 + ξ23 Punkt
F8(x) = ξ21 + ξ22 − ξ23 Kegel

r = 2
F9(x) = ξ21 + ξ22 Gerade
F10(x) = ξ21 − ξ22 2 sich schneidende Ebenen

r = 1
F11(x) = ξ21 Ebene
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(3) Parabolische Flächen

r = 2
F12(x) = ξ21 + ξ22 + ξ3 elliptisches Paraboloid
F13(x) = ξ21 − ξ22 + ξ3 hyperbolisches Paraboloid

r = 1
F14(x) = ξ21 + ξ2 parabolischer Zylinder

Bemerkungen. Man kann zeigen:

(1) In R2 bzw. R3 sind je zwei der angegebenen V (Fi) nicht affin äqui-
valent.

(2) Allgemein sind der Typ (d.h. (4.1), (4.2) oder (4.3)) und die Zahl
r affine Invarianten.

(3) Im Fall K = R ist die Anzahl der i mit γi = +1 eine affine Invari-
ante (Sylvestersches Trägheitsgesetz).



KAPITEL 5

Euklidische Geometrie

In der euklidischen Geometrie unterscheidet man feiner als in der affinen
Geometrie. Etwa ein Kreis wird als verschieden von einer Ellipse aufgefaßt.
Ferner wird die Messung von Längen und Winkeln möglich.

5.1. Euklidische Vektorräume

5.1.1. Motivation. Wir wollen Vektorräume mit einer zusätzlichen
Struktur versehen, die die Messung von Längen und Winkeln möglich macht.

Zur Motivation betrachten wir den R2. Die Länge eines Vektors x =
(
ξ1
ξ2

)
∈

R2 sei erklärt durch

‖x‖ :=
√
ξ21 + ξ22 .

Der aus der Schule bekannte sogenannte Cosinussatz sagt folgendes aus.
Seien x, y 6= 0 und ϕ der Winkel zwischen x und y. Dann gilt

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖ cosϕ.
Man erhält für y =

(
η1
η2

)

‖x‖ · ‖y‖ cosϕ =
1

2

(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)

=
1

2

(
(ξ1 + η1)

2 + (ξ2 + η2)
2 − ξ21 − ξ22 − η2

1 − η2
2

)

= ξ1η1 + ξ2η2

=: σ(x, y).

Mit Hilfe des so definierten
”
Skalarprodukts“ σ : R2 × R2 → R kann man

also Längen und Winkel messen:

‖x‖ =
√
σ(x, x),

cosϕ =
σ(x, y)

‖x‖ · ‖y‖ .

In unserem allgemeinen Kontext gehen wir von einer axiomatischen Be-
schreibung des Skalarprodukts σ aus und erklären die Länge eines Vektors
und den Winkel zwischen zwei Vektoren durch die obigen Beziehungen.

5.1.2. Euklidisches Skalarprodukt.

Definition. Seien V ein R-Vektorraum und σ : V ×V → R eine Abbil-
dung. σ heißt euklidisches Skalarprodukt , wenn σ bilinear ist, d.h. für alle
x, y, z ∈ V und alle α, β ∈ R gilt

σ(αx+ βy, z) = ασ(x, z) + βσ(y, z),

σ(x, αy + βz) = ασ(x, y) + βσ(x, z).

79
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ferner σ symmetrisch ist, d.h. für alle x, y ∈ V gilt

σ(x, y) = σ(y, x),

und σ positiv definit ist, d.h. für alle x ∈ V gilt

σ(x, x) > 0 falls x 6= 0.

(V, σ) heißt euklidischer Vektorraum, wenn σ ein euklidisches Skalarprodukt
auf V ist.

Beispiele. (1) V = Rn, und für

x =



ξ1
...
ξn


 und y =



η1
...
ηn




setzt man

σ(x, y) := xty = ξ1η1 + · · ·+ ξnηn.

Man zeigt leicht, daß damit ein euklidisches Skalarprodukt definiert
ist, und nennt es das kanonische Skalarprodukt im Rn.

(2) Seien (V, σ) euklidischer Vektorraum, W ein R-Vektorraum und
f : W → V ein Monomorphismus. Setze

σf (y1, y2) := σ(f(y1), f(y2))

für alle y1, y2 ∈W . Dann ist (W,σf ) ein euklidischer Vektorraum.
(3) Sei

V := { (α0, α1, α2, . . . ) ∈ RN |
∞∑

i=0

α2
i <∞}

und

σ(a, b) =

∞∑

i=0

αiβi

für a = (αi) und b = (βi) ∈ RN. Dann ist (V, σ) ein euklidischer
Vektorraum, der sogenannte Hilbertsche Folgenraum (Beweis, ins-
besondere daß σ wohldefiniert: s. Analysis).

(4) V = { f : [a, b]→ R | f stetig }

σ(f, g) :=

∫ b

a

f(t)g(t) dt

für f, g ∈ V . Dann ist (V, σ) euklidischer Vektorraum. (Beweis: s.
Analysis).

Bemerkungen. Sei (V, σ) ein euklidischer Vektorraum.

(1) Für alle x ∈ V gilt

σ(x, 0) = 0,

denn aufgrund der Bilinearität ist σ(x, 0) = σ(x, 0) + σ(x, 0).
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(2) Seien x1, . . . , xn eine Basis von V , x =
∑n

i=1 ξixi und y =
∑n

i=1 ηixi.
Dann gilt

σ(x, y) = (ξ1, . . . , ξn)A



η1
...
ηn


 mit A = (σ(xi, xj)) ∈ Rn×n.

Beweis.

σ(x, y) = σ(
n∑

i=1

ξixi,
n∑

j=1

ηjxj)

=

n∑

i=1

n∑

j=1

ξiηjσ(xi, xj)

= (ξ1, . . . , ξn)A



η1
...
ηn


 .

Das war zu zeigen.

5.1.3. Orthogonale Projektion auf einen Vektor. Seien (V, σ) ein

euklidischer Vektorraum und x, y ∈ V . Dann nennt man ‖x‖ :=
√
σ(x, x) ≥

0 die Länge von x. Ferner nennt man x orthogonal zu y und schreibt x ⊥ y,
wenn gilt σ(x, y) = 0. Ist noch y 6= 0, so nennt man ein p ∈ V orthogonale
Projektion von x auf y, wenn gilt

(1) p ∈ Ry und
(2) x− p ⊥ y.

h := x− p heißt Lot von x auf y.

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��7

���������������*

����������������������*

A
A

A
A

A
A

AAK
x

p

y
x− p

Satz. Seien (V, σ) ein euklidischer Vektorraum, x, y ∈ V und y 6= 0. Es
gibt genau eine orthogonale Projektion von x auf y, und zwar

p =
σ(x, y)

σ(y, y)
y.

Beweis. Eindeutigkeit. Sei p orthogonale Projektion von x auf y, also
p = αy und x−p ⊥ y. Dann gilt σ(x−p, y) = 0, also σ(x, y) = ασ(y, y) und

daher α = σ(x,y)
σ(y,y) , da y 6= 0.
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Existenz. Setze p = σ(x,y)
σ(y,y)y. Dann ist p ∈ Ry und

σ(x− p, y) = σ(x, y)− σ(x, y)

σ(y, y)
σ(y, y) = 0.

Das war zu zeigen.

5.1.4. Schwarzsche Ungleichung.

Satz. Seien (V, σ) ein euklidischer Vektorraum und x, y ∈ V . Dann gilt

(1) ‖x‖ = 0 genau dann, wenn x = 0.
(2) ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ für alle α ∈ R.
(3) (Schwarzsche Ungleichung). |σ(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖. Die Gleichheit

gilt genau dann, wenn x und y linear abhängig sind.
(4) (Dreiecksungleichung). ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Beweis. (1) Die Behauptung folgt aus ‖x‖2 = σ(x, x).
(2) ‖αx‖2 = σ(αx,αx) = α2σ(x, x) = |α|2‖x‖2.
(3) OBdA sei y 6= 0. Seien p = σ(x,y)

σ(y,y)y die orthogonale Projektion von

x auf y und h := x− p das Lot von x auf y. Dann gilt

0 ≤ σ(h, h)

= σ(x− p, x− p)
= σ(x, x)− 2σ(x, p) + σ(p, p)

= σ(x, x)− 2
σ(x, y)

σ(y, y)
σ(x, y) +

σ(x, y)2

σ(y, y)2
σ(y, y)

=
σ(x, x)σ(y, y) − σ(x, y)2

σ(y, y)
,

also σ(x, y)2 ≤ σ(x, x)σ(y, y). Die Gleichheit gilt genau dann, wenn

h = 0, also wenn x = p = σ(x,y)
σ(y,y)y. Im Fall h = 0 sind also x, y linear

abhängig. Umgekehrt hat man

x, y sind linear abhängig⇒ αx+ βy = 0 mit α 6= 0 (da y 6= 0)

⇒ x = γy

⇒ σ(x, y) = γσ(y, y).

Also ist

x =
σ(x, y)

σ(y, y)
y.

(4) Man erhält aufgrund der Schwarzschen Ungleichung

σ(x+ y, x+ y) = σ(x, x) + 2σ(x, y) + σ(y, y)

≤ σ(x, x) + 2‖x‖ · ‖y‖+ σ(y, y)

= ‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2

= (‖x‖ + ‖y‖)2.
Das war zu zeigen.
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5.1.5. Winkel. Wir können jetzt Winkel wie folgt erklären. Seien (V, σ)
ein euklidischer Vektorraum, x, y ∈ V und x, y 6= 0. Sei weiter ϕ ∈ R mit
0 ≤ ϕ ≤ π. ϕ heißt Winkel zwischen x und y, wenn gilt

cosϕ =
σ(x, y)

‖x‖ · ‖y‖ .

Bemerkungen. Seien (V, σ) ein euklidischer Vektorraum und x, y ∈ V .

(1) Für x, y 6= 0 ist der Winkel zwischen x und y wohldefiniert, denn
nach dem Satz gilt

−1 ≤ σ(x, y)

‖x‖ · ‖y‖ ≤ +1.

Also gibt es (s. Analysis) ein eindeutig bestimmtes ϕ ∈ R, 0 ≤ ϕ ≤
π mit cosϕ = σ(x,y)

‖x‖·‖y‖ .

(2) Seien x, y 6= 0 und p die orthogonale Projektion von x auf y. Dann

gilt ‖p‖
‖x‖ = | cosϕ|, wobei ϕ der Winkel zwischen x und y ist.

Beweis.
‖p‖
‖x‖ = |σ(x,y)|

‖y‖·‖x‖ = | cosϕ|.

(3) (Cosinussatz) Seien x, y 6= 0 und ϕ der Winkel zwischen x und y.
Dann gilt

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖ cosϕ.
Insbesondere ist ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 genau dann, wenn x ⊥ y
(Satz des Pythagoras).

Beweis. σ(x + y, x + y) = σ(x, x) + σ(y, y) + 2σ(x, y), und
σ(x, y) = ‖x‖ · ‖y‖ cosϕ.

(4) Als Beispiel wollen wir den Winkel zwischen einer Kante x und der
Diagonale y des Einheitswürfels im R4 berechnen, wobei wir das
kanonische Skalarprodukt σ im R4 zugrunde legen. Es sei also

x =




1
0
0
0


 und y =




1
1
1
1


 .

Dann hat man σ(x, y) = 1, sowie ‖x‖ = 1 und ‖y‖ =
√

4 = 2. Für
den gesuchten Winkel ϕ gilt also

cosϕ =
σ(x, y)

‖x‖ · ‖y‖ =
1

2
, d.h. ϕ =

π

3
.

Es handelt sich demnach um einen Winkel von 60 Grad.
(5) σ läßt sich durch ‖ · ‖ ausdrücken:

σ(x+ y, x+ y) = σ(x, x) + σ(y, y) + 2σ(x, y),

also

σ(x, y) =
1

2

(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
.
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5.2. Orthonormalisierung

5.2.1. Orthonormalsystem und Orthonormalbasis. Seien (V, σ)
ein euklidischer Vektorraum und (ei)i∈I eine Familie von Vektoren aus V .
(ei)i∈I heißt Orthonormalsystem (ONS) in V , wenn gilt

σ(ei, ej) = 0 für i, j ∈ I, i 6= j,

σ(ei, ei) = 1 für i ∈ I.

(ei)i∈I heißt Orthonormalbasis (ONB) in V , wenn zusätzlich (ei)i∈I Basis
von V ist.

Bemerkungen. (1) Im Standardbeispiel (Rn, σ) mit σ(x, y) = xty
ist (e1, . . . , en) Orthonormalbasis.

(2) Ist (ei)i∈I Orthonormalsystem, so ist (ei)i∈I linear unabhängig. Be-
weis: Sei J ⊆ I, J endlich. Gelte

∑

i∈J

αiei = 0.

Dann gilt für jedes j ∈ J

0 = σ(
∑

i∈J

αiei, ej) =
∑

i∈J

αiσ(ei, ej) = αj .

Unser Ziel ist die Konstruktion einer Orthonormalbasis aus einer gege-
benen Basis. Dazu behandeln wir zunächst die orthogonale Projektion auf
einen Unterraum.

5.2.2. Orthogonale Projektion auf einen Unterraum. Es seien
(V, σ) ein euklidischer Vektorraum, x ∈ V und U ⊆ V Unterraum. p ∈ V
heißt orthogonale Projektion von x auf U , wenn gilt

(1) p ∈ U und
(2) x− p ⊥ U (d.h. x− p ⊥ u für alle u ∈ U).

h := x− p heißt Lot von x auf U . (Für U = Ry ist das die alte Definition).

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

��

����*
�
�
�
�
�
�
���6

p

h
x

U

Satz. Seien (V, σ) ein euklidischer Vektorraum, x ∈ V , U ⊆ V Un-
terraum und (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von U . Dann gibt es genau
eine orthogonale Projektion von x auf U , und zwar

p =

n∑

i=1

σ(x, ei)ei.



5.2. ORTHONORMALISIERUNG 85

Beweis. Eindeutigkeit. Annahme: p ist orthogonale Projektion von x
auf U . Dann gilt

p =
n∑

i=1

αiei

x− p ⊥ ej für j = 1, . . . , n

σ(x− p, ej) = 0

σ(x, ej) = σ(p, ej) = σ(

n∑

i=1

αiei, ej) =

n∑

i=1

αiσ(ei, ej) = αj .

Existenz. Setze p =
∑n

i=1 σ(x, ei)ei. Dann ist p ∈ U , und es gilt

σ(x− p, ej) = σ(x, ej)−
n∑

i=1

σ(x, ei)σ(ei, ej) = σ(x, ej)− σ(x, ej) = 0

σ(x− p, u) = 0 für alle u ∈ U , also

x− p ⊥ U.
Das war zu zeigen.

Bemerkungen. (1) σ(x, ei) heißt auch i-ter Fourierkoeffizient von
x bzgl. (e1, . . . , en).

(2) Die Länge ‖h‖ des Lotes von x auf U ist der Abstand des Vektors
x von dem Unterraum U , definiert durch

d(x,U) := min{ ‖x− u‖ | u ∈ U }.

Beweis. Es gilt h = x− p, wobei p die orthogonale Projektion
von x auf U ist. Zu zeigen ist ‖x − p‖ = min{ ‖x − u‖ | u ∈ U }.
Wegen p ∈ U gilt ≥. Umgekehrt gilt für beliebiges u ∈ U

x− u = x− p+ p− u
‖x− u‖2 = ‖x− p‖2 + ‖p − u‖2 da (x− p) ⊥ (p− u)
‖x− u‖ ≥ ‖x− p‖.

Das war zu zeigen.

5.2.3. Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren. Wir geben
jetzt ein Verfahren an, mit dessen Hilfe man aus einer gegebenen (endlichen
oder abzählbar unendlichen) Basis eine Orthonormalbasis herstellen kann.

Satz. Seien (V, σ) ein euklidischer Vektorraum, x1, x2, x3, . . . linear un-
abhängig (endlich oder abzählbar unendlich viele Vektoren). Dann kann man
ein Orthonormalsystem e1, e2, e3, . . . konstruieren (soviele wie die xn’s) so
daß für jedes n gilt: (e1, . . . , en) ist Orthonormalbasis von Un := 〈x1, . . . , xn〉.

Beweis. Wir konstruieren e1, e2, e3, . . . induktiv.
Basis n = 1. Setze e1 := x1

‖x1‖
; man beachte hierbei, daß x1 6= 0. Dann

ist σ(e1, e1) = 1.
Schritt n→ n+1. Seien e1, . . . , en schon konstruiert. (e1, . . . , en) ist Or-

thonormalbasis von Un = 〈x1, . . . , xn〉. Sei pn+1 die orthogonale Projektion
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von xn+1 auf Un, also

pn+1 =
n∑

i=1

σ(xn+1, ei)ei.

Dann ist hn+1 := xn+1− pn+1 das Lot von xn+1 auf Un. Es ist hn+1 6= 0, da

xn+1 /∈ Un = 〈x1, . . . , xn〉 und pn+1 ∈ Un. Setze en+1 := hn+1

‖hn+1‖
. Dann gilt

σ(ei, en+1) =
1

‖hn+1‖
σ(ei, hn+1) = 0 für 1 ≤ i ≤ n

σ(en+1, en+1) = 1.

Nach Induktionsvoraussetzung ist also e1, . . . , en, en+1 Orthonormalsystem.
Zu zeigen bleibt 〈e1, . . . , en+1〉 = 〈x1, . . . , xn+1〉 (= Un+1).
⊆. Nach Induktionsvoraussetzung ist 〈e1, . . . , en〉 = 〈x1, . . . , xn〉 (= Un).

Ferner gilt

en+1 =
1

‖hn+1‖
(xn+1 − pn+1) und pn+1 ∈ Un.

⊇. Es gilt xn+1 = hn+1 + pn+1 = ‖hn+1‖en+1 + pn+1 und pn+1 ∈ Un =
〈e1, . . . , en〉.

Korollar. Jeder endlichdimensionale euklidische Vektorraum besitzt
eine Orthonormalbasis.

Bemerkungen. Seien (V, σ) ein euklidischer Vektorraum, U ⊆ V end-
lichdimensionaler Unterraum und x ∈ V . Die orthogonale Projektion p von
x auf U kann man wie folgt berechnen.

(1) Falls eine Orthonormalbasis e1, . . . , en von U bekannt ist, hat man

p =
n∑

i=1

σ(x, ei)ei.

(2) Falls nur ein Erzeugendensystem x1, . . . , xm von U bekannt ist,
setze man

p =

m∑

i=1

αixi

und bestimme α1, . . . , αm aus

A



α1
...
αm


 = b mit A = (σ(xi, xj)) und b = (σ(x, xi)).

Dann ist p die orthogonale Projektion von x auf U .
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Beweis. p ∈ U ist klar. Ferner sind folgende Aussagen äqui-
valent.

x− p ⊥ U
σ(x− p, xi) = 0 für i = 1, . . . ,m

σ(x, xi) = σ(p, xi) =

m∑

j=1

αjσ(xj , xi) für i = 1, . . . ,m

b = A



α1
...
αm


 .

Damit ist das Problem auf die Lösung eines linearen Gleichungssy-
stems reduziert.

5.2.4. Orthogonales Komplement. Seien V ein euklidischer Vektor-
raum und M ⊆ V eine Teilmenge. Dann ist das orthogonale Komplement
M⊥ von M (gelesen:

”
M senkrecht“) definiert durch

M⊥ := {x ∈ V | x ⊥M },
wobei x ⊥M bedeutet x ⊥ y für alle y ∈M .

Bemerkungen. (1) M⊥ ist Unterraum, da σ bilinear ist.
(2) Seien U ⊆ V Unterraum und x1, . . . , xn Erzeugendensystem von

U . Dann ist

U⊥ = {x1, . . . , xn}⊥,
da σ bilinear ist.

(3) Es gilt M ⊆M⊥⊥, da x ⊥M⊥ für alle x ∈M .

Satz. Seien (V, σ) ein euklidischer Vektorraum und U ⊆ V Unterraum.

(1) Ist U endlichdimensional, so gilt V = U ⊕ U⊥.
(2) Ist V endlichdimensional, so gilt U = U⊥⊥.

Beweis. (1) V = U + U⊥: Seien x ∈ V und p die orthogonale
Projektion von x auf U . Dann ist

x = p+ (x− p) ∈ U + U⊥.

U ∩U⊥ = 0: Sei x ∈ U ∩U⊥. Dann ist x ⊥ x, also σ(x, x) = 0 und
damit x = 0.

(2) Wegen

dimV = dimU + dimU⊥

dimV = dimU⊥ + dimU⊥⊥

folgt dimU = dimU⊥⊥. Mit U ⊆ U⊥⊥ ergibt sich die Behauptung.

Bemerkung. Teil (2) des Satzes gilt auch im Fall dimU < ∞ und
beliebigem V ; dies wird hier aber nicht gezeigt.
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5.2.5. Abstand affiner Unterräume. Als erste einfache Anwendung
der bisher entwickelten Theorie wollen wir zeigen, daß der Abstand zwei-
er affiner Unteräume gleich der Länge ihres gemeinsamen Lotes ist. Diese
Begriffe sind zunächst zu erklären.

Definition. Seien (V, σ) ein euklidischer Vektorraum und L,L′ affine
Unterräume, etwa L = x + U , L′ = x′ + U ′ mit x, x′ ∈ V und U,U ′ ⊆ V
Unterräume. h ∈ V heißt gemeinsames Lot von L und L′, wenn es p ∈ L
und p′ ∈ L′ gibt mit

h = p− p′,
h ⊥ U und h ⊥ U ′.

Ist h gemeinsames Lot von L und L′, so heißt ‖h‖ =: d(L,L′) der Abstand
von L und L′. (Diese Definition ist sinnvoll aufgrund des folgenden Satzes).

Beispiel. Seien V = R3 und L,L′ windschiefe Geraden im R3, d.h.
L 6‖ L′. Dann ist h die kürzeste Verbindung zwischen L und L′. Sind L,L′

parallele Geraden im R3, so ist h die lotrechte Verbindung zwischen L und
L′.

Satz. Seien (V, σ) ein euklidischer Vektorraum und L,L′ affine Unter-
räume, etwa L = x + U , L′ = x′ + U ′ mit x, x′ ∈ V und U,U ′ ⊆ V Un-
terräume. Dann gilt:

(1) Es gibt höchstens ein gemeinsames Lot von L und L′.
(2) Sind L und L′ endlichdimensional, so existiert das gemeinsame Lot.
(3) Ist h gemeinsames Lot von L und L′, so gilt

‖h‖ = min{ ‖q − q′‖ | q ∈ L und q′ ∈ L′ }.
Beweis. (1) Seien h und k gemeinsame Lote von L und L′. Dann

gilt

h = p− p′ mit p ∈ L, p′ ∈ L′ k = q − q′ mit q ∈ L, q′ ∈ L′

h ⊥ U,U ′ k ⊥ U,U ′

Dann ist h− k ∈ U + U ′, denn es gilt

h− k = (p− p′)− (q − q′) = (p − q)︸ ︷︷ ︸
∈U

− (p′ − q′)︸ ︷︷ ︸
∈U ′

.

Weiter ist h− k ∈ (U +U ′)⊥, denn es gilt h ⊥ U,U ′ und k ⊥ U,U ′,
und σ ist bilinear. Also ist σ(h−k, h−k) = 0 und damit h−k = 0.

(2) Seien L = x+U und L′ = x′ +U ′ endlichdimensional. Mit U,U ′ ist
dann auch U+U ′ endlichdimensional. Also existiert die orthogonale
Projektion p̃ von x − x′ auf U + U ′, d.h. p̃ ∈ U + U ′ und h :=
(x − x′) − p̃ ist das Lot von x − x′ auf U + U ′. Sei p̃ = q + q′ für
q ∈ U und q′ ∈ U ′. Man erhält

h = (x− q)︸ ︷︷ ︸
∈L

− (x′ + q′)︸ ︷︷ ︸
∈L′

h ⊥ U,U ′ da h ⊥ U + U ′.

Das war zu zeigen.
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(3) Sei h gemeinsames Lot von L und L′, also

h = p− p′ mit p ∈ L, p′ ∈ L′

h ⊥ U,U ′.

Seien noch q ∈ L, q′ ∈ L′. Dann ist p− q ∈ U , also h ⊥ p− q, und
ebenso p′ − q′ ∈ U ′, also h ⊥ p′ − q′. Weiter ist

q − q′ = p− (p − q)︸ ︷︷ ︸
∈U

−p′ + (p′ − q′)︸ ︷︷ ︸
∈U ′

= p− p′︸ ︷︷ ︸
h

+y mit y ∈ U + U ′.

Wegen h ⊥ U,U ′ ist h ⊥ y. Nach dem Satz des Pythagoras folgt

‖q − q′‖2 = ‖h‖2 + ‖y‖2 ≥ ‖h‖2.
Das war zu zeigen.

5.2.6. Hessesche Normalform für Hyperebenen. Als weitere An-
wendung leiten wir eine nützliche Darstellung von Hyperebenen her.

Satz. Seien (V, σ) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum
und H ⊆ V .

(1) H ist genau dann Hyperebene, wenn sich H schreiben läßt in der
Form

H = {x ∈ V | σ(n, x) = β }
mit n ∈ V , ‖n‖ = 1 und β ∈ R. n heißt Normalenvektor zu H.

(2) Seien n ∈ V , ‖n‖ = 1 und H = {x ∈ V | σ(n, x) = β }. Dann gilt
für alle y ∈ V

d(y,H) = |σ(n, y)− β|.
Beweis. (1) Sei H Hyperebene, also H = h0 + U mit U ⊆ V

Unterraum und dimU = dimV − 1. Dann ist dimU⊥ = 1 (da
V = U ⊕ U⊥), also U⊥ = Rv für ein v 6= 0. Setze

n :=
v

‖v‖ .

Dann ist auch U⊥ = Rn und ‖n‖ = 1. Folgende Aussagen sind
dann äquivalent.

h ∈ H
h− h0 ∈ U
σ(n, h− h0) = 0 da n ∈ U⊥

σ(n, h) = σ(n, h0) =: β.

Also ist H = {x ∈ V | σ(n, x) = β } mit β := σ(n, h0).
Sei nun umgekehrt H = {x ∈ V | σ(n, x) = β }. Setze h0 :=

βn ∈ H. Dann ist

H − h0 = {x− h0 | σ(n, x) = β }
= {x− h0 | σ(n, x) = σ(n, h0) }
= { y | σ(n, y) = 0 }
= (Rn)⊥.
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H − h0 ist also ein (dimV − 1)-dimensionaler Unterraum von V .
Damit ist gezeigt, daß H eine Hyperebene ist.

(2) Sei H = h0 + U und U = (Rn)⊥. Dann ist

d(y,H) = min{ ‖y − h‖ | h ∈ H }
= min{ ‖y − h0 − u‖ | u ∈ U }
= d(y − h0, U)

= Länge des Lots von y − h0 auf U .

Sei p die orthogonale Projektion von y − h0 auf U , also

y − h0 − p ⊥ U,
y − h0 − p = λn.

Dann ist

|σ(n, y)− β| = |σ(n, y)− σ(n, h0)|
= |σ(n, y − h0)|
= |σ(n, p + (y − h0 − p))|
= |σ(n, p + λn)|
= |σ(n, p) + λ|
= |λ| da p ∈ U
= Länge des Lots von y − h0 auf U .

Das war zu zeigen.

5.3. Orthogonale Abbildungen

Euklidische Vektorräume enthalten neben der Vektorraumstruktur noch
zusätzlich das Skalarprodukt σ. Es liegt jetzt nahe, lineare Abbildungen zu
betrachten, die das Skalarprodukt erhalten. Solche Abbildungen nennen wir
Bewegungen oder auch orthogonale Abbildungen.

In diesem Abschnitt sei stets (V, σ) ein euklidischer Vektorraum endli-
cher Dimension.

5.3.1. Definition orthogonaler Abbildungen.

Satz. Seien (e1, . . . , en) Orthonormalbasis von V , f : V → V ein En-
domorphismus und A ∈ Rn×n die darstellende Matrix von f bzgl. der Basis
(e1, . . . , en) von V , also

f(ej) =
n∑

i=1

αijei.

Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(1) ‖f(x)‖ = ‖x‖ für alle x ∈ V .
(2) σ(f(x), f(y)) = σ(x, y) für alle x, y ∈ V .
(3) f(e1), . . . , f(en) ist Orthonormalbasis von V .
(4) AtA = E.
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Beweis. Die Äquivalenz von (1) und (2) folgt aus

‖x‖ =
√
σ(x, x),

σ(x, y) =
1

2
(‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2).

(2)⇒(3). Es gilt σ(f(ei), f(ej)) = σ(ei, ej) = δij . Also ist auch f(e1), . . . ,
f(en) ein Orthonormalsystem und deshalb linear unabhängig. Mit dimV =
n folgt, daß f(e1), . . . , f(en) auch eine Orthonormalbasis von V ist.

(3)⇒(2). Seien x =
∑n

i=1 αiei und y =
∑n

j=1 βjej . Dann gilt

σ(x, y) = σ
( n∑

i=1

αiei,
n∑

j=1

βjej

)

=

n∑

i=1

n∑

j=1

αiβjσ(ei, ej)

=

n∑

i=1

n∑

j=1

αiβjδij

=
n∑

i=1

n∑

j=1

αiβjσ(f(ei), f(ej))

= σ
( n∑

i=1

αif(ei),

n∑

j=1

βjf(ej)
)

= σ(f(x), f(y)).

Die Äquivalenz von (3) und (4) ergibt sich wie folgt. Zunächst ist

σ(f(ei), f(ej)) = σ
( n∑

k=1

αkiek,

n∑

`=1

α`je`

)

=

n∑

k=1

n∑

`=1

αkiα`jσ(ek, e`)

=

n∑

k=1

αkiαkj da σ(ek, e`) = δk`.

Also sind folgende Aussagen äquivalent.

f(e1), . . . , f(en) ist Orthonormalbasis von V

σ(f(ei), f(ej)) = δij für alle i, j mit 1 ≤ i, j ≤ n
n∑

k=1

αkiαkj = δij für alle i, j mit 1 ≤ i, j ≤ n

AtA = E.

Das war zu zeigen.

Definition. Seien f wie im Satz und (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis
von V . Der Endomorphismus f heißt orthogonal , wenn f eine der Bedin-
gungen (1)-(3) (und damit alle) des Satzes erfüllt. Die Matrix A ∈ Kn×n
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heißt orthogonal , wenn AtA = E. Man nennt

O(n) := {A ∈ GL(n,K) | AtA = E }
die orthogonale Gruppe.

Bemerkungen. (1) Sei (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von V .
Ein Endomorphismus f von V ist nach dem Satz genau dann or-
thogonal, wenn die f darstellende Matrix (bzgl. (e1, . . . , en)) ortho-
gonal ist.

(2) Eine Teilmenge U einer Gruppe (G, ◦) heißt Untergruppe, wenn die
Gruppenstruktur auf G eine Gruppenstruktur auf U induziert, d.h.
wenn gilt (1) α◦β ∈ U für alle α, β ∈ U , (2) e ∈ U und (3) α−1 ∈ U
für alle α ∈ U . – O(n) ist Untergruppe von GL(n,K).

(3) Wichtige Beispiele orthogonaler Matrizen im Fall n = 2 sind:

A =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
Drehung

B =

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
Drehspiegelung.

Man zeigt leicht, daß A,B ∈ O(2) sind. Die zugehörigen Endomor-
phismen kann man sich wie folgt veranschaulichen.

-

6

HHHHHHj

�
�
�
�
���

e2

e1

f(e1)

f(e2)

ϕ

-

6

������*

A
A
A
A
AAU

e2

e1

f(e1)

f(e2)

ϕ

5.3.2. Bewegungen, euklidische Äquivalenz. Das Gegenstück zu
den Affinitäten in der affinen Geometrie sind in der euklidischen Geometrie
die Bewegungen.

Sei (wie stets in diesem Abschnitt) (V, σ) ein euklidischer Vektorraum
endlicher Dimension. Eine Abbildung g : V → V heißt Bewegung , wenn es
eine orthogonale Abbildung f : V → V und ein y ∈ V gibt so daß für alle
x ∈ V gilt

g(x) = f(x) + y.

Bemerkung. { g : V → V | g Bewegung } ist eine Untergruppe der
affinen Gruppe Aff(V ).

Wir wollen die Überlegungen aus Abschnitt 4.2.2 – insbesondere die
Klassifikation der Quadriken – auf den Fall der euklidischen Geometrie
übertragen. Im folgenden betrachten wir also den speziellen euklidischen
Raum V = Rn mit dem kanonischen Skalarprodukt σ(x, y) = xty.
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Quadratische Funktionen werden wie in 4.2.1 definiert. Wie dort ergibt
sich für sie das folgende Verhalten bei Bewegungen. Sei F : Rn → R eine
quadratische Funktion und g : Rn → Rn eine Bewegung. Dann ist auch F ◦g
eine quadratische Funktion und es gilt

V (F ◦ g) = g−1[V (F )].

F, F ′ : Rn → R seien quadratische Funktionen, Q = V (F ) und Q′ =
V (F ′). F heißt euklidisch äquivalent zu F ′, wenn es eine Bewegung g : Rn →
Rn gibt mit F ′ = F ◦ g. Eine Teilmenge Q ⊆ Rn heißt euklidisch äquivalent
zu Q′ ⊆ Rn, wenn es eine Bewegung g : Rn → Rn gibt mit g[Q′] = Q.

Wir betrachten wieder folgendes Problem. Gegeben sei eine quadratische
Funktion F : Rn → R. Gesucht ist eine Bewegung g : Rn → Rn so daß F ◦ g
eine

”
möglichst einfache Form“ hat. Das wesentliche Hilfsmittel hierfür ist

die folgende Verschärfung des Satzes in 4.2.2, die im Fall des Grundkörpers
R möglich ist.

Satz (Hauptachsentransformation). Sei A ∈ Rn×n symmetrisch. Dann
existieren C ∈ O(n) und γ1, . . . , γn ∈ R so daß

CtAC =



γ1

. . .

γn


 .

(Nicht ausgefüllte Stellen von Matrizen sollen wieder 0 sein).

Den Beweis werden wir im nächsten Abschnitt 5.4 führen.

5.3.3. Klassifikation quadratischer Hyperflächen; euklidisch.

Satz. Jede quadratische Hyperfläche Q ⊆ Rn ist euklidisch äquivalent
zu einer Fläche des Typs V (F ), wobei für F folgende Formen auftreten.

F (x) =
m∑

i=1

ξ2i
γ2
i

−
r∑

i=m+1

ξ2i
γ2
i

+ 1 Mittelpunktsfläche(5.1)

F (x) =

m∑

i=1

ξ2i
γ2
i

−
r∑

i=m+1

ξ2i
γ2
i

Kegelfläche(5.2)

F (x) =

m∑

i=1

ξ2i
γ2
i

−
r∑

i=m+1

ξ2i
γ2
i

+ ξr+1 parabolische Fläche.(5.3)

Dabei ist m ≤ r ≤ n in (5.1), (5.2), m ≤ r < n in (5.3), γ1, . . . , γr ∈ R und
xt =

(
ξ1 . . . ξn

)
.

Beweis. Wir wiederholen im wesentlichen den Beweis aus 4.2.3, wobei
wir an einigen Stellen die entsprechenden Modifikationen anbringen.

Seien Q = V (G) und G = xtAx + atx + α mit A ∈ Rn×n symmetrisch,
a ∈ Rn und α ∈ R. Nach dem Satz über die Hauptachsentransformation in
5.4 gibt es C ∈ O(n) und γ1, . . . , γn ∈ R mit

CtAC =



γ1

. . .

γn


 .



94 5. EUKLIDISCHE GEOMETRIE

Dann gilt

G(Cx) = xtCtACx+ atCx+ α

=

n∑

i=1

γiξ
2
i +

n∑

i=1

βiξi + α

=: G1(x).

G1 ist euklidisch äquivalent zu G, da x 7→ Cx eine Bewegung ist. Wir können
wieder annehmen, daß γ1, . . . , γr 6= 0 und γr+1 = · · · = γn = 0 sind für ein
r mit 1 ≤ r ≤ n.

G1(x) =

r∑

i=1

γiξ
2
i +

n∑

i=1

βiξi + α

=

r∑

i=1

γi
(
ξi +

βi
2γi

)2
+

n∑

i=r+1

βiξi + α−
r∑

i=1

β2
i

4γi

=: G2(x
′) mit ξ′i :=




ξi +

βi
2γi

für 1 ≤ i ≤ r
ξi für r + 1 ≤ i ≤ n.

G2 ist euklidisch äquivalent zu G1, da x 7→ x′ eine Translation ist, und es
gilt

G2(x
′) =

r∑

i=1

γi(ξ
′
i)

2 +

n∑

i=r+1

βiξ
′
i + α′ = G1(x) mit α′ = α−

r∑

i=1

β2
i

4γi
.

Fall 1. βr+1 = · · · = βn = 0, α′ 6= 0. OBdA sei α′ = 1 (bei Division durch
α′ bleibt V (G2) unverändert). Dann sind G und G2 euklidisch äquivalent,
also auch Q = V (G) und V (G2) euklidisch äquivalent, und V (G2) ist vom
Typ (5.1).

Fall 2. βr+1 = · · · = βn = 0, α′ = 0. Q ist bis auf euklidische Äquivalenz
vom Typ (5.2).

Fall 3. βi 6= 0 für ein i mit r + 1 ≤ i ≤ n. Setze bt :=
(
βr+1 . . . βn

)
.

OBdA sei ‖b‖ = 1 (sonst dividiere man durch ‖b‖).

G2(x
′) =

r∑

i=1

γi(ξ
′′
i )

2 + ξ′′r+1

=: G3(x
′′) mit ξ′′i :=





ξ′i für 1 ≤ i ≤ r
n∑

i=r+1

βiξ
′
i + α′ für i = r + 1

beliebig für r + 1 < i ≤ n.
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G3 ist euklidisch äquivalent zu G2, da

x′ 7→




1
. . .

βr+1 . . . βn
∗ . . . ∗
...

...
∗ . . . ∗




x′ +




0
...
0
α′

0
...
0




als Bewegung gewählt werden kann. Um dies zu sehen, beachte man, daß
oBdA 



βr+1 . . . βn
∗ . . . ∗
...

...
∗ . . . ∗




orthogonal ist (also ∈ O(n − r)), da sich b zu einer Orthonormalbasis von
Rn−r ergänzen läßt. Also ist Q bis auf euklidische Äquivalenz vom Typ
(5.3).

Bemerkung. Aus dem Beweis ergibt sich noch, daß jede quadratische
Funktion F euklidisch äquivalent ist zu einer quadratischen Funktion G, die
bis auf einen konstanten Faktor von einer der Formen (5.1) – (5.3) ist.

5.4. Hauptachsentransformation nach Jacobi

In diesem Abschnitt sei wieder (V, σ) ein euklidischer Vektorraum end-
licher Dimension. Behandelt wird die sogenannte reelle Hauptachsentrans-
formation nach einem von Jacobi 1842 angegebenen Verfahren. Anschaulich
gesprochen handelt es sich um die Konstruktion einer Basis B des Rn so daß
in dem neuen, durch B definierten Koordinatensystem eine gegebene linea-
re Abbildung fA mit symmetrischer Matrix A auf den Koordinatenachsen
als Streckung um einen Faktor wirkt; B kann als Orthonormalbasis gewählt
werden.

Wir zeigen, daß es für jede symmetrische Matrix A ∈ Rn×n eine ortho-
gonale Matrix C ∈ O(n) gibt so daß

CtAC =



γ1

. . .

γn


 .

(Nicht ausgefüllte Stellen von Matrizen sollen wieder 0 sein). Für n = 1 ist
das offensichtlich; es sei also im folgenden n ≥ 2.

Man beachte, daß die Voraussetzung der Symmetrie von A notwendig
ist. Gilt nämlich CtAC = D für ein C ∈ O(n) und eine Diagonalmatrix D,
so folgt A = CDCt und damit die Symmetrie von A.
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5.4.1. Jacobische Rotationsmatrix. Die Idee des Jacobischen Ver-
fahrens kann man wie folgt beschreiben. Für 1 ≤ i < j ≤ n und ϕ ∈ [0, 2π]
setzt man c := cosϕ, s := sinϕ und

Rij(ϕ) :=




1
. . .

1
c s

1
. . .

1
−s c

1
. . .

1




∈ O(n),

wobei die i-te und j-te Zeile und Spalte zwei Einträge haben. Rij(ϕ) heißt
Jacobische Rotationsmatrix . Ihre Orthogonalität ergibt sich genau so wie
die am Ende von 5.3.1 gezeigte Orthogonalität von

( cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
.

Man sucht eine Rotationsmatrix Rij(ϕ) so, daß beim Übergang von A zu
Rij(ϕ)tARij(ϕ) ein Koeffizient größten Betrages außerhalb der Diagonalen
= 0 wird und versucht, diesen Schritt zu iterieren. (Dabei können Koeffi-
zienten, die schon 0 waren, wieder 6= 0 werden, aber die Beträge werden
immer kleiner).

Lemma. Seien A = At ∈ Rn×n und 1 ≤ i < j ≤ n. Dann existiert ein
ϕ ∈ [0, 2π] so daß der (i, j)-te Koeffizient von Rij(ϕ)tARij(ϕ) Null ist.

Beweis. Für eine beliebige Matrix A = (αkl) ∈ Rn×n ist

A ·Rij(ϕ) =



α11 . . . α1ic− α1js . . . α1is+ α1jc . . . α1n
...

...
...

...
αn1 . . . αnic− αnjs . . . αnis+ αnjc . . . αnn


 ,

wobei die i-te und die j-te Spalte modifiziert sind. Analog gilt für eine be-
liebige Matrix C = (γkl)

Rij(ϕ)t · C =




γ11 . . . γ1n
...

...
cγi1 − sγj1 . . . cγin − sγjn

...
...

sγi1 + cγj1 . . . sγin + cγjn
...

...
γn1 . . . γnn




,

wobei die i-te und die j-te Zeile modifiziert sind. Die Koeffizienten von
Rij(ϕ)tARij(ϕ) =: (βkl) ergeben sich durch Einsetzen der Koeffizienten von
der ersten Matrix in die zweite. Wegen (Rij(ϕ)tARij(ϕ))t = Rij(ϕ)tAtRij(ϕ)
und A = At ist (βkl) symmetrisch. Man erhält

(1) für k 6= i, j und l 6= i, j: βkl = αkl.
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(2) für l 6= i, j: βil = cαil − sαjl.
(3) für l 6= i, j: βjl = sαil + cαjl.
(4)

βij = cγij − sγjj
= c(αiis+ αijc)− s(αjis+ αjjc)

= cs(αii − αjj) + αij(c
2 − s2).

Zu zeigen bleibt, daß für ein geeignetes ϕ ∈ [0, 2π] gilt βij = 0. Dazu
beachte man zunächst, daß

cs(αii − αjj) + αij(c
2 − s2) =

αii − αjj
2

sin 2ϕ + αij cos 2ϕ,

denn bekanntlich ist

sin(ϕ1 + ϕ2) = sinϕ1 cosϕ2 + cosϕ1 sinϕ2,

cos(ϕ1 + ϕ2) = cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2.

Fall αii = αjj. Setze ϕ = π
4 ; dann ist cos 2ϕ = cos π2 = 0.

Fall αii 6= αjj. Folgende Aussagen sind äquivalent.

αii − αjj
2

sin 2ϕ+ αij cos 2ϕ = 0

tan 2ϕ =
−2αij
αii − αjj

ϕ =
1

2
arctan

−2αij
αii − αjj

.

5.4.2. Hauptlemma. Unser Verfahren kann Koeffizienten αkl = 0 von
A in Koeffizienten βkl 6= 0 überführen. Wir können aber zeigen, daß dabei
die Koeffizienten betragsmäßig kleiner werden.

Lemma. Sei A = At ∈ Rn×n, A = (αkl). Für jedes B = (βkl) ∈ Rn×n

sei w(B) =
∑

i6=j β
2
ij die Quadratsumme der Koeffizienten von B außerhalb

der Diagonalen. Wenn man i < j so wählt, daß |αij | maximal unter allen
|αkl| mit k 6= l ist und Rij(ϕ) wie im vorangehenden Lemma bestimmt, so
gilt

w
(
Rij(ϕ)tARij(ϕ)

)
≤
(
1− 2

n2 − n
)
· w(A).

Beweis. A = (αkl) undB = (βkl) := Rij(ϕ)tARij(ϕ) sind symmetrisch.
Zunächst ist

(5.4) β2
il + β2

jl = α2
il + α2

jl für l 6= i, j,

denn es gilt

β2
il + β2

jl

= (cαil − sαjl)2 + (sαil + cαjl)
2

= c2α2
il − 2csαilαjl + s2α2

jl + s2α2
il + 2scαilαjl + c2α2

jl

= (c2 + s2)(α2
il + α2

jl)

= α2
il + α2

jl da c2 + s2 = 1.
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Ferner folgt nach Wahl von (i, j), also aus der Voraussetzung |αkl| ≤ |αij|
für k 6= l, daß

(5.5) w(A) =

n∑

k,l=1
k 6=l

α2
kl ≤ (n2 − n)α2

ij .

Daraus folgt

w(B) = 2 ·
∑

k<l

β2
kl

=
∑

k 6=i,j
l 6=i,j
k 6=l

β2
kl + 2 ·

∑

l 6=i,j

β2
il + 2 ·

∑

l 6=i,j

β2
jl + β2

ij + β2
ji︸ ︷︷ ︸

=0

=
∑

k 6=i,j
l 6=i,j
k 6=l

α2
kl + 2 ·

∑

l 6=i,j

α2
il + 2 ·

∑

l 6=i,j

α2
jl nach (5.4)

= w(A)− 2α2
ij

≤ w(A) ·
(
1− 2

n2 − n
)
,

denn nach (5.5) ist

−2α2
ij ≤ −

2

n2 − nw(A), also w(A) − 2α2
ij ≤ w(A) ·

(
1− 2

n2 − n
)
.

5.4.3. Einige Begriffe aus der Analysis. Um beweisen zu können,
daß unser Verfahren tatsächlich zu einer Diagonalmatrix führt, werden einige
Begriffe aus der Analysis gebraucht.

Definition. Eine Folge (αn)n∈N reeller Zahlen heißt beschränkt , wenn
es a, b ∈ Q gibt mit

a ≤ αn ≤ b für alle n ∈ N.

Eine Folge (αn) reeller Zahlen heißt konvergent gegen α ∈ R (in Zeichen
limn→∞ αn = α), falls gilt

∀ε>0∃N∈N∀n≥N : |αn − α| ≤ ε.

Eine Folge (Am)m∈N von reellen n× n-Matrizen heißt beschränkt bzw. kon-

vergent, wenn jede der Koeffizientenfolgen (α
(m)
ij )m∈N beschränkt bzw. kon-

vergent ist. Im zweiten Fall setzt man

lim
m→∞

Am :=




limm→∞ α
(m)
11 . . . limm→∞ α

(m)
1n

...
...

limm→∞ α
(m)
n1 . . . limm→∞ α

(m)
nn


 ∈ Rn×n
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Satz. (1) Falls die Folgen (αn)n∈N und (βn)n∈N reeller Zahlen kon-
vergieren, so auch die Folgen (αn + βn)n∈N und (αn · βn)n∈N, und
es gilt

lim
n→∞

(αn + βn) = lim
n→∞

αn + lim
n→∞

βn

lim
n→∞

(αn · βn) = lim
n→∞

αn · lim
n→∞

βn.

(2) Für konvergente Folgen (Am)m∈N und (Bm)m∈N reeller n× n-Ma-
trizen gilt entsprechend

lim
m→∞

(Am +Bm) = lim
m→∞

Am + lim
m→∞

Bm

lim
m→∞

(Am ·Bm) = lim
m→∞

Am · lim
m→∞

Bm.

(3) Die Folge (Am)m∈N reeller n×n-Matrizen konvergiert genau dann,
wenn (Atm)m∈N konvergiert, und in diesem Fall gilt limm→∞(Atm) =
(limm→∞Am)t.

(4) Eine konvergente Folge orthogonaler Matrizen konvergiert gegen ei-
ne orthogonale Matrix.

(5) (Satz von Bolzano-Weierstraß). Jede beschränkte Folge reeller Zah-
len besitzt eine konvergente Teilfolge.

(6) Jede beschränkte Folge von Matrizen besitzt eine konvergente Teil-
folge.

(7) Jede Folge orthogonaler Matrizen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. (1) Bekannt aus der Analysis.
(2) Addition und Multiplikation von Matrizen sind über die Koeffizi-

enten definiert, und für diese gilt die Behauptung nach (1).
(3) Der Beweis ist offensichtlich.
(4) Seien (Am)m∈N eine konvergente Folge orthogonaler n×n-Matrizen

und A = limm→∞Am. Dann ist

AtA = ( lim
m→∞

Am)t lim
m→∞

Am

= lim
m→∞

Atm · lim
m→∞

Am

= lim
m→∞

AtmAm = lim
m→∞

E = E,

d.h. A ist auch orthogonal.
(5) Bekannt aus der Analysis. Wegen seiner Wichtigkeit sei der Beweis

hier noch einmal wiederholt. Sei also (αn) eine beschränkte Folge
reeller Zahlen. Es gibt also a, b ∈ Q mit

a ≤ αn ≤ b für alle n ∈ N.

Wir definieren jetzt rekursiv ak, bk ∈ Q und nk ∈ N mit
(a) a = a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ak < bk ≤ · · · ≤ b1 ≤ b0 = b und

bk = ak + 1
2k (b− a),

(b) ak ≤ αnk
≤ bk und n0 < n1 < · · · < nk,

(c) es gibt unendlich viele n ≥ nk mit ak ≤ αn ≤ bk.
Eine so definierte Teilfolge (αnk

) wird eine Cauchyfolge sein. Denn
sei etwa l ≥ k. Im Fall αnl

≤ αnk
hat man dann

0 ≤ αnk
− αnl

≤ bk − al ≤ bk − ak =
1

2k
(b− a),
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und im Fall αnk
≤ αnl

0 ≤ αnl
− αnk

≤ bl − ak ≤ bk − ak =
1

2k
(b− a).

Für k = 0 setzen wir a0 = a, b0 = b und n0 = 0. Nehmen
wir jetzt an, die rekursive Konstruktion wäre bis k ausgeführt. Wir
unterteilen das Intervall [ak, bk] von ak bis bk in zwei Hälften: [ak, c]
und [c, bk] mit c := 1

2(ak + bk). Da nach (3) unendlich viele αn mit
n ≥ nk im Intervall [ak, bk] liegen, müssen auch in einer der beiden
Hälften unendlich viele solche αn liegen.

Fall (i). Für unendlich viele n ≥ nk gilt ak ≤ αn ≤ c. Dann
setzen wir ak+1 := ak, bk+1 := c und wählen nk+1 als das erste
n > nk mit ak ≤ αn ≤ c.

Fall (ii). Für unendlich viele n ≥ nk gilt c ≤ αn ≤ bk. Dann
setzen wir ak+1 := c, bk+1 := bk und wählen nk+1 als das erste
n > nk mit c ≤ αn ≤ bk.

(6) Dies folgt sofort aus (5).
(7) Nach (6) genügt es zu zeigen, daß jede Folge orthogonaler Matrizen

beschränkt ist. Aus AtA = E folgt aber
∑n

j=1 α
2
ij = 1, also |αij | ≤ 1

für alle i, j und damit die Behauptung.

5.4.4. Hauptachsentransformation nach Jacobi.

Satz. Sei A = At ∈ Rn×n. Wir definieren rekursiv eine Folge (Ri)i∈N

von Jacobischen Rotationsmatrizen: Rm sei zu Rtm−1 · · ·Rt0AR0 · · ·Rm−1

gewählt wie in 5.4.2 (insbesondere also R0 zu A gewählt wie in 5.4.2). Für
alle m ∈ N sei Cm := R0 · · ·Rm. Dann hat die Folge (Cm)m∈N eine konver-
gente Teilfolge (Cµ(m))m∈N, und C := limm→∞Cµ(m) ist orthogonal und es
gibt γ1, . . . , γn ∈ R mit

CtAC =



γ1

. . .

γn


 .

Beweis. Die Behauptungen über (Cm)m∈N und C folgen aus 5.4.3(7)
und (4). Zu zeigen bleibt, daß CtAC Diagonalmatrix ist. Sei also A0 := A
und Am+1 := CtmACm = Rtm · · ·Rt0AR0 · · ·Rm. Dann gilt mit 5.4.3(2) und
(3) limm→∞Aµ(m) = CtAC. Nach dem Hauptlemma 5.4.2 hat man

w(Am+1) ≤
(
1− 2

n2 − n
)
· w(Am),

also

w(Am) ≤
(
1− 2

n2 − n
)m
· w(A).

Setzt man Am =: (α
(m)
ij ), so ist also für alle i 6= j die Folge (α

(m)
ij ) eine

Nullfolge. Nach der Limesdefinition für Matrizen ist deshalb in CtAC =
limm→∞Aµ(m) der (i, j)-te Koeffizient für i 6= j gleich Null, d.h. CtAC ist
eine Diagonalmatrix.
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Bemerkung. Dieser Satz ist zu einer konstruktiven numerischen Be-
rechnung der Diagonalmatrix anwendbar: Man führt das Verfahren bis zu
einem hinreichend großen m0 durch, so daß der Fehler klein genug wird.





KAPITEL 6

Determinanten

Determinanten sind in den letzten Jahrzehnten in der linearen Algebra
weniger wichtig geworden; man arbeitet stattdessen besser mit dem Begriff
der linearen Abhängigkeit. Eine wesentliche Rolle spielen Determinanten
immer noch bei der Berechnung von Eigenwerten.

6.1. Existenz und Eindeutigkeit der Determinante

6.1.1. Ringe. Wir führen zunächst als Verallgemeinerung des Körper-
begriffs den Begriff eines Ringes ein. Der Grund ist, daß viele Eigenschaften
der Determinante die Möglichkeit der Division nicht benötigen. Diese All-
gemeinheit wird uns später von Nutzen sein (etwa beim Beweis des Satzes
von Cayley/Hamilton).

Definition. Seien R eine Menge und +: R × R → R, · : R × R → R
Abbildungen sowie 1 ∈ R (+ heißt Addition, · Multiplikation; Schreibweise:
α+ β := +(α, β), αβ := α · β := ·(α, β)). R (oder genauer (R,+, ·, 1)) heißt
Ring , wenn gilt

(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe (ihr neutrales Element wird mit 0,
das zu α ∈ R inverse Element mit −α bezeichnet).

(2) Für alle α, β, γ ∈ R gilt

α(βγ) = (αβ)γ Assoziativgesetz

α1 = α = 1α 1 ist beidseitig neutrales Element.

(3) Für alle α, β, γ ∈ R gelten die Distributivgesetze

(α+ β)γ = αγ + βγ,

α(β + γ) = αβ + αγ.

Ein Ring heißt kommutativ , wenn für alle α, β ∈ R gilt αβ = βα.

Bemerkungen. Sei R ein Ring.

(1) 0 und 1 sind eindeutig bestimmt. Für 0 gilt dies, da (R,+) eine
Gruppe ist; für 1 hat man 1 = 1 · 1′ = 1′.

(2) Wie bei Körpern zeigt man, daß für alle α, β ∈ R gilt

0 · α = 0,

−α = (−1)α,

(−α)(−β) = αβ.

(3) In einem (kommutativen) Ring hat nicht notwendig jedes α 6= 0 hat
ein (multiplikatives) Inverses. Falls es existiert, so ist es in einem
kommutativen Ring jedoch eindeutig bestimmt. Ferner muß 0 6= 1
nicht gelten (zum Beispiel ist {0} ein kommutativer Ring).
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Beispiele. (1) Jeder Körper ist ein (kommutativer) Ring.
(2) Z ist (kommutativer) Ring.
(3) Sei K ein Körper.Kn×n ist mit der Matrizenaddition und -multipli-

kation ein Ring. Für n > 1 ist Kn×n nicht kommutativ, und es gibt
Nullteiler, d.h. A,B 6= 0 mit AB = 0 (siehe 1.3.4).

Im Rest dieses Abschnitts sei K ein kommutativer Ring.

6.1.2. Definition der Determinante.

Definition. Seien n ∈ N, n ≥ 1. Eine Abbildung det : Kn×n → K
(geschrieben als det(A) = det(a1, . . . , an), wobei a1, . . . , an ∈ Kn die Spalten
von A ∈ Kn×n sind) heißt Determinante, wenn gilt

(1) det ist multilinear , d.h. für alle imit 1 ≤ i ≤ n und alle a1, . . . , ai−1,
ai+1, . . . , an ∈ Kn ist

f : Kn → K

f(x) = det(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an)

linear.
(2) det ist alternierend , d.h. aus ai = ai+1 folgt

det(a1, . . . , an) = 0,

für alle i mit 1 ≤ i < n und alle a1, . . . , an ∈ Kn mit ai = ai+1.
(3) det ist normiert , d.h. det(E) = 1. (E ∈ Kn×n ist die Einheitsma-

trix).

6.1.3. Existenz der Determinante.

Satz. Für jedes n ∈ N, n ≥ 1 existiert eine Determinante det : Kn×n →
K.

Beweis. Induktion über n. Basis n = 1. Die Identität idK hat offenbar
die verlangten Eigenschaften.

Schritt n− 1⇒ n. Sei d : K(n−1)×(n−1) → K eine Determinante (Induk-
tionsvoraussetzung). Zu definieren ist eine multilineare, alternierende und
normierte Abbildung

det : Kn×n → K.

Wähle i mit 1 ≤ i ≤ n fest. Sei A = (αij) ∈ Kn×n. Setze Aij := die Matrix

∈ K(n−1)×(n−1), die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte entsteht. Wir definieren jetzt

det(A) :=

n∑

j=1

(−1)i+jαijd(Aij)︸ ︷︷ ︸
=:fj(a1,...,an)

,

wobei a1 . . . , an Spalten von A sind.

(1) det ist multilinear. Es genügt zu zeigen, daß fj multilinear ist, d.h.
daß fj(a1, . . . , an) linear in al ist, für 1 ≤ l ≤ n. Fall l 6= j. Klar,
da d(Aij) linear in al ist und αij unabhängig von al ist. Fall l = j.
Klar, da d(Ail) unabhängig von al ist und αij linear ist in al.
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(2) det ist alternierend. Seien 1 ≤ l < n und a1, . . . , an ∈ Kn mit al =
al+1. Sei A = (a1, . . . , an). Zu zeigen ist det(A) = 0. Für j 6= l, l+1
ist fj(a1, . . . , an) = 0, da d(Aij) = 0 (denn d ist alternierend, und
Aij enthält zwei gleiche aufeinander folgende Spalten). Also:

det(A) = fl(a1, . . . , an) + fl+1(a1, . . . , an)

= (−1)i+lαild(Ail) + (−1)i+l+1 αi l+1︸ ︷︷ ︸
=αil

d(Ai l+1)︸ ︷︷ ︸
=d(Ail)

= 0

(3) det ist normiert.

det(E) =

n∑

j=1

(−1)i+jδijd(Eij)

= (−1)2id(E′) mit E′ ∈ K(n−1)×(n−1) Einheitsmatrix

= 1.

6.1.4. Eindeutigkeit der Determinante. Die Eindeutigkeit der De-
terminante wird sich aus den folgenden drei Lemmata ergeben. Wir bewei-
sen eine etwas allgemeinere Aussage für multilineare und alternierende (also
nicht notwendig normierte) Abbildungen; dies wird später zu einem einfa-
chen Beweis des Determinantenproduktsatzes führen.

Lemma. Sei d : Kn×n → K multilinear und alternierend. Dann gilt für
alle a1, . . . , an ∈ Kn und alle i, j mit 1 ≤ i < j ≤ n:

(1) d(a1, . . . , an) = 0, falls ai = aj.
(2) d(a1, . . . , ai, . . . , aj, . . . , an) = −d(a1, . . . , aj , . . . , ai, . . . , an).

Beweis. Zu (2) für j = i+ 1. Sei f : Kn ×Kn → K definiert durch

f(x, y) := d(a1, . . . , ai−1, x, y, ai+2, . . . , an).

Da d multilinear und alternierend ist, gilt

0 = f(x+ y, x+ y) = f(x, x)︸ ︷︷ ︸
=0

+ f(y, y)︸ ︷︷ ︸
=0

+f(x, y) + f(y, x),

also f(x, y) = −f(y, x).
Zu (1). Gegeben sei (a1, . . . , an) mit ai = aj. Vertausche ai mit ai+1,

dann mit ai+2 und so weiter, schließlich mit aj−1. Es entsteht

(a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , aj−1, ai, aj , . . . , an).

Also

d(a1, . . . , ai−1, ai, ai−1, . . . , aj−1, aj , . . . , an)

= ±d(a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , aj−1, ai, aj , . . . , an)

nach dem obigen Spezialfall von (2)

= 0 da d alternierend ist.

Die allgemeine Form von (2) folgt jetzt aus (1) genauso wie oben der
Spezialfall j = i+1 aus der Voraussetzung folgte, daß d alternierend ist.
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Lemma. Sei d : Kn×n → K multilinear und alternierend. Dann gilt für
alle A = (αij) ∈ Kn×n

d(A) =
∑

σ∈Sn

ασ(1)1 . . . ασ(n)nd(eσ(1), . . . , eσ(n)).

(Erinnerung:

Sn := S({1, . . . , n}) := {σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} | σ bijektiv }
ist die Gruppe der Permutationen von {1, . . . , n}).

Beweis. Sind a1, . . . , an die Spalten von A, so ist aj =
∑n

i=1 αijei, also

d(A) = d(a1, . . . , an)

= d(

n∑

i1=1

αi11ei1 , a2, . . . , an)

=

n∑

i1=1

αi11d(ei1 , a2, . . . , an)

=

n∑

i1=1

· · ·
n∑

in=1

αi11 . . . αinnd(ei1 , . . . , ein)

=
∑

σ∈Sn

ασ(1)1 . . . ασ(n)nd(eσ(1), . . . , eσ(n)),

denn d(ei1 , . . . , ein) = 0 falls ij = il für ein j, l mit j 6= l.

Lemma. Seien d : Kn×n → K multilinear und alternierend, und σ ∈ Sn.
Dann gilt

d(eσ(1) , . . . , eσ(n)) = (−1)mσd(e1, . . . , en)

mit einer von d unabhängigen Zahl mσ.

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß sich (σ(1), . . . , σ(n)) durch eine end-
liche, von σ abhängige Anzahl mσ von Vertauschungen zweier Elemente in
(1, . . . , n) überführen läßt. Sei etwa σ(i) = n für ein i < n. Vertausche
σ(i) = n mit σ(n). Ergebnis: (σ(1), . . . , σ(i − 1), σ(n), σ(i + 1), . . . , σ(i)).
Wende jetzt dasselbe Verfahren auf das restliche (n − 1)-Tupel (ohne das
letzte Element) an.

Mit dem ersten Lemma ergibt sich hieraus die Behauptung.

Insbesondere ist also d(eσ(1), . . . , eσ(n)) = (−1)mσ im Fall einer Determi-
nante d; dann hat man nämlich d(e1, . . . , en) = 1.

Aus diesen drei Lemmata ergibt sich unmittelbar das gesuchte Eindeu-
tigkeitsresultat:

Satz. Seien n ∈ N, n ≥ 1 und d, d′ : Kn×n → K Determinanten. Dann
ist d = d′.

Ist A = (αij), so schreibt man für det(A) auch
∣∣∣∣∣∣∣

α11 . . . α1n
...

...
αn1 . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣
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6.1.5. Permutationen und Transpositionen. Als einfache Folge-
rung aus dem Beweis notieren wir einige Eigenschaften der Permutations-
gruppe Sn. Insbesondere führen wir den Begriff des Vorzeichens εσ einer
Permutation σ ∈ Sn ein; er wird später gebraucht.

τ ∈ Sn heißt Transposition, wenn τ zwei Elemente vertauscht, also wenn
es l, j mit 1 ≤ l < j ≤ n gibt so daß

τ(i) =





i für i 6= j, l

l für i = j

j für i = l.

Lemma. Sei n eine natürliche Zahl ≥ 1.

(1) Sn hat n! (:= 1 · 2 · · · · · n) Elemente.
(2) Zu jedem σ ∈ Sn gibt es Transpositionen τ1, . . . , τm so daß

σ = τ1 ◦ · · · ◦ τm.
m ist dabei entweder stets gerade oder stets ungerade, unabhängig
von der Wahl der Transpositionen.

Beweis. Zu (1), durch Induktion über n. Basis n = 1. Klar. Schritt
n ⇒ n + 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es genau n! Permutationen
σ ∈ Sn+1 mit σ(n + 1) = i (für festes i mit 1 ≤ i ≤ n + 1). Also insgesamt
gibt es (n+ 1)n! = (n+ 1)! viele.

Zu (2). Nach dem Beweis des dritten Lemmas in 6.1.4 gibt es zu σ ∈ Sn
Transpositionen τ1, . . . , τm mit

τm ◦ · · · ◦ τ1 ◦ σ = id

σ = τ−1
1 ◦ · · · ◦ τ−1

m

= τ1 ◦ · · · ◦ τm (da τ−1
i = τi).

Auch umgekehrt folgt aus σ = τ1 ◦ · · · ◦ τm, daß τm ◦ · · · ◦ τ1 ◦σ = id ist, und
daraus wie im Beweis des dritten Lemmas

det(eσ(1), . . . , eσ(n)) = (−1)m.

(Beachte: det ist eindeutig bestimmt, etwa bzgl. K = Z oder = Q). Also ist
m entweder stets gerade oder stets ungerade.

Definition. Für σ ∈ Sn und Transpositionen τ1, . . . , τm ∈ Sn mit σ =
τ1 ◦ · · · ◦ τm heißt εσ := (−1)m das Vorzeichen von σ; σ heißt gerade, falls
εσ = 1, und ungerade, falls εσ = −1.

Bemerkung. Für σ, σ′ ∈ Sn gilt εσ◦σ′ = εσεσ′ . Ferner gilt εid = 1.
Die Abbildung σ 7→ εσ ist also ein Gruppenhomomorphismus von Sn in die
multiplikative Gruppe {−1, 1}.

Beweis. Seien σ = τ1 ◦ · · · ◦ τm, also εσ = (−1)m, und σ′ = τ ′1 ◦ · · · ◦ τ ′m′ ,

also εσ′ = (−1)m
′

. Dann ist σ ◦ σ′ = τ1 ◦ · · · ◦ τm ◦ τ ′1 ◦ · · · ◦ τ ′m′ , also

εσ◦σ′ = (−1)m+m′

= εσεσ′ . Ferner ist εid = (−1)0 = 1.

6.2. Eigenschaften der Determinante

In diesem Abschnitt sei K stets ein kommutativer Ring.
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6.2.1. Entwicklung von Determinanten.

Satz. Seien n ∈ N, n ≥ 1 und A = (αij) ∈ Kn×n mit Spalten a1, . . . , an.
Dann gilt

(1) det(A) = det(At) =
∑

σ∈Sn
εσα1σ(1) . . . αnσ(n)

(2) (Entwicklung nach der i-ten Zeile; Laplacescher Entwicklungssatz).
Für festes i mit 1 ≤ i ≤ n ist

det(A) =

n∑

j=1

(−1)i+jαij det(Aij)

(Aij entsteht aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spal-
te).

(3) (Entwicklung nach der j-ten Spalte). Für festes j mit 1 ≤ j ≤ n
ist

det(A) =

n∑

i=1

(−1)i+jαij det(Aij).

(4) Seien bi ∈ Kn, σ ∈ Sn und α, β ∈ K.
(i) det(a1, . . . , ai−1, αai + βbi, αi+1, . . . , an) =

α det(a1, . . . , an) + β det(a1, . . . , ai−1, bi, ai+1, . . . , an).
(ii) det(aσ(1), . . . , aσ(n)) = εσ det(a1, . . . , an).
(iii) det(a1, . . . , an) = 0 falls ai = aj für ein Paar i, j mit 1 ≤ i <

j ≤ n.
(5) Ist d : Kn×n → K multilinear und alternierend, so gilt d(A) =

det(A) · d(E).

Beweis. (1) Nach dem zweiten und dritten Lemma aus 6.1.4 gilt

det(A)

=
∑

σ∈Sn

εσασ(1)1 . . . ασ(n)n

=
∑

σ∈Sn

εσα1σ−1(1) . . . αnσ−1(n) da K kommutativ ist

=
∑

σ∈Sn

εσα1σ(1) . . . αnσ(n) da −1 : Sn → Sn bijektiv, εσ−1 = εσ,

denn εσ−1 · εσ = εid = 1

det(At) =
∑

σ∈Sn

εσα1σ(1) . . . αnσ(n).

(2) Dies wurde im Beweis des Existenzsatzes 6.1.3 gezeigt.
(3)

det(A) = det(At) nach Teil (1)

=

n∑

j=1

(−1)i+jαji det(Aji) nach Teil (2), da (At)ij = (Aji)
t.

(4) (i) Nach Definition der Determinante. (ii) Man wiederhole den Be-
weis des dritten Lemmas aus 6.1.4 mit ai statt ei. (iii) Dies war
bereits als Teil (1) des ersten Lemmas in 6.1.4 bewiesen worden.
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(5) Dies folgt aus dem zweiten und dritten Lemma in 6.1.4 zusammen
mit Teil (1).

6.2.2. Multiplikationssatz.

Korollar (Multiplikationssatz). Für A,B ∈ Kn×n gilt

det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Sei A ∈ Kn×n fest. Definiere

d : Kn×n → K,

d(B) = det(AB) = det(Ab1, . . . , Abn) (b1, . . . , bn Spalten von B).

d ist aufgrund der Definition multilinear und alternierend. Also gilt nach
Teil (5) des Satzes

det(AB) = d(B) = det(B)d(E) = det(B) det(A).

Das war zu zeigen.

6.2.3. Zeilen- und Spaltenumformungen und Determinanten.
Wir wollen uns noch überlegen, welche Auswirkungen die in 1.4.1 eingeführ-
ten elementaren Spaltenumformungen einer Matrix auf ihre Determinante
haben.

(1) Vertauschen zweier Spalten verändert das Vorzeichen (nach Teil
(4)(ii) des Satzes).

(2) Multiplikation einer Spalte mit einem λ ∈ K führt zum λ-fachen
der Determinante (nach Teil (4)(i) des Satzes).

(3) Addition einer Spalte zu einer anderen verändert den Wert der
Determinante nicht, denn es gilt nach den Teilen (4)(i,iii) des Satzes

det(a1, . . . , ai, . . . , ai + aj, . . . , an)

= det(a1, . . . , ai, . . . , ai, . . . , an) + det(a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , an)

= 0 + det(a1, . . . , an).

Wegen det(A) = det(At) gelten dieselben Aussagen auch für elementare
Zeilenumformungen.

6.2.4. Die komplementäre Matrix. Wir zeigen jetzt eine Aussage,
die gelegentlich beim Berechnen des Inversen einer Matrix hilft und die uns
später beim Beweis des Satzes von Cayley/Hamilton gute Dienste leisten
wird. Dafür benötigen wir einen etwas technischen Begriff. Die komple-
mentäre Matrix A# einer Matrix A ∈ Kn×n ist definiert durch

A# = (α#
ij ), wobei α#

ij := (−1)i+j det(Aji).

Satz. Für alle Matrizen A ∈ Kn×n gilt

A# · A = det(A) ·E.
Beweis. Zu zeigen ist

n∑

j=1

α#
ijαjl =

{
det(A) für i = l,

0 für i 6= l.
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Fall i = l.
∑n

j=1 α
#
ijαjl =

∑n
j=1(−1)i+jαji det(Aji) = det(A). Fall i 6= l: A′

entstehe aus A durch Ersetzen der i-ten Spalte durch die l-te. Dann ist

Aji = A′
ji und αjl = α′

ji.

Man erhält:
n∑

j=1

α#
ijαjl =

n∑

j=1

(−1)i+jαjl det(Aji)

=
n∑

j=1

(−1)i+jα′
ji det(A′

ji)

= det(A′)

= 0, da die i-te und die l-te Spalte von A′ übereinstimmen.

Das war zu zeigen.

Korollar. Seien K ein Körper, A ∈ Kn×n. Folgende Aussagen sind
äquivalent:

(1) A ist invertierbar.
(2) det(A) 6= 0.
(3) rg(A) = n.

In diesem Falle gilt außerdem

A−1 =
1

det(A)
·A#,(6.1)

Beweis. Die Äquivalenz von (1) und (3) war schon in 3.3.3 gezeigt wor-
den.

(1) =⇒ (2). Die Invertierbarkeit von A besagt A−1 ·A = E, also

det(A−1) det(A) = det(A−1A) = det(E) = 1.

(2) =⇒ (1). Ist det(A) 6= 0, so ergibt sich aus dem Satz
(

1

det(A)
· A#

)
· A = E;

daraus folgt auch (6.1).

6.2.5. Berechnung von Determinanten. Häufig benutzte Möglich-
keiten dazu sind die Entwicklung nach Zeilen oder Spalten, sowie die Ver-
wendung elementarer Zeilen- oder Spaltenumformungen. Durch Entwicklung
nach der ersten Zeile sieht man zum Beispiel, daß

∣∣∣∣
α β
γ δ

∣∣∣∣ = αδ − βγ.

Ebenso beweist man die Regel von Sarrus
∣∣∣∣∣∣

α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

∣∣∣∣∣∣
= α11α22α33 + α12α23α31 + α13α21α32−

α11α23α32 − α12α21α33 − α13α22α31.
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Ferner ist die folgende Beobachtung oft nützlich. Sei A ∈ Kn×n von der
Gestalt

A =



A1 ∗

. . .

0 Ar




mit Ai ∈ Kni×ni und
∑r

i=1 ni = n. Dann gilt

det(A) = det(A1) · · · · · det(Ar).

Insbesondere ist also
∣∣∣∣∣∣∣

γ1 ∗
. . .

0 γn

∣∣∣∣∣∣∣
= γ1 · · · · · γn.

Den Beweis führen wir durch Induktion nach r. Basis r = 1. In diesem Fall
ist nichts zu zeigen. Schritt r =⇒ r + 1. Sei

A =




A1 ∗
. . .

Ar
0 Ar+1




mit Ai ∈ Kni×ni und n1 + · · · + nr+1 = n. Definiere

d : Knr+1×nr+1 → K,

d(B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 ∗
. . .

Ar
0 B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d ist multilinear und alternierend, da det es ist. Also gilt nach Satz 6.2.1(5)

det(A) = d(Ar+1) = det(Ar+1)d(E) = det(Ar+1) · det(A1) · · · · · det(Ar),

denn nach Induktionsvoraussetzung ist

d(E) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 ∗
. . .

Ar
0 E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

A1 ∗
. . .

0 Ar

∣∣∣∣∣∣∣
= det(A1) · · · · · det(Ar),

wie man durch nr+1-malige Entwicklung nach der letzten Zeile sieht.

6.2.6. Cramersche Regel. Seien A ∈ Kn×n, b ∈ Kn und x =
( ξ1

...
ξn

)
∈

Kn mit Ax = b. Dann gilt

ξi det(A) = det(Ai),

wobei Ai aus A entsteht durch Ersetzen der i-ten Spalte durch b.
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Beweis. Sei A = (a1, . . . , an). Die Gleichung Ax = b bedeutet also∑n
j=1 ξjaj = b. Daraus folgt

det(Ai) = det(a1, . . . , ai−1,

n∑

j=1

ξjaj, ai+1, . . . , an) = ξi det(a1, . . . , an).

Das war zu zeigen.

6.2.7. Vandermondesche Determinante. Für α0, . . . , αn ∈ K ist
die Vandermondesche Determinante definiert durch

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α0 α2
0 . . . αn0

1 α1 α2
1 . . . αn1

...
1 αn α2

n . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Lemma. Für α0, . . . , αn ∈ K gilt

Dn =
∏

i<j≤n

(αj − αi).

Beweis. Induktion über n. Basis. Für n = 1 (und auch für n = 0, wenn
man wie üblich das leere Produkt als 1 auffaßt) ist die Behauptung klar.
Schritt n− 1 =⇒ n. Wir wollen zunächst das zweite bis (n+ 1)-te Glied der
ersten Zeile zum Verschwinden bringen. Dazu ziehen wir von der zweiten
Spalte das α0-fache der ersten Spalte ab, ebenso von der dritten Spalte das
α0-fache der zweiten Spalte und so weiter. Es ergibt sich

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0
1 α1 − α0 α1(α1 − α0) . . . αn−1

1 (α1 − α0)
...
1 αn − α0 αn(αn − α0) . . . αn−1

n (αn − α0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Durch Entwickeln nach der ersten Zeile und anschließendes Herausziehen
der Faktoren αi − α0 erhält man

Dn = (α1 − α0) . . . (αn − α0)

∣∣∣∣∣∣∣

1 α1 α2
1 . . . αn−1

1
...
1 αn α2

n . . . αn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣
=
∏

i<j≤n

(αj − αi).

nach Induktionsvoraussetzung.

Wir wollen uns jetzt noch mit einem sogenannten Interpolationsproblem
befassen, genauer mit der Frage, wie man durch n + 1 Punkte im R2 mit
verschiedenen Projektionen auf die x-Achse ein Polynom möglichst kleinen
Grades finden kann, das durch alle gegebenen Punkte geht. Hierbei erweist
sich die Vandermondesche Determinante als nützlich.

Lemma. Zu n + 1 gegebenen Stützstellen (α0, β0), . . . , (αn, βn) ∈ R ×
R mit α0, . . . , αn paarweise verschieden gibt es genau ein Polynom n-ten
Grades, das an jeder Stelle αi den Wert βi hat.
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Beweis. Gesucht sind γ0, . . . , γn so daß
n∑

k=0

γkα
k
i = βi für i = 0, . . . , n.

In Matrizenschreibweise bedeutet dies


1 α0 α2
0 . . . αn0

...
1 αn α2

n . . . αnn






γ0
...
γn


 =



β0
...
βn


 .

Hier entsteht also in natürlicher Weise die zur Vandermondeschen Determi-
nante gehörige Matrix. Wegen∣∣∣∣∣∣∣

1 α0 α2
0 . . . αn0

...
1 αn α2

n . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣
=
∏

i<j≤n

(αj − αi) 6= 0 nach Voraussetzung

ist dieses Gleichungssystem eindeutig lösbar. Die Lösungen – also die Ko-
effizienten des Polynoms – kann man etwa nach der Cramerschen Regel
ausrechnen:

γk =
1∏

i<j≤n(αj − αi)

∣∣∣∣∣∣∣

1 α0 . . . αk−1
0 β0 αk+1

0 . . . αn0
...
1 αn . . . αk−1

n βn αk+1
n . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣
.

6.3. Anwendungen

Behandelt werden Vektorprodukte, das Volumen eines Parallelotops und
der Begriff der Orientierung. In diesem Abschnitt sei K stets ein Körper.

6.3.1. Vektorprodukt.

Definition. Seien a, a1, . . . , an−1 ∈ Kn. a heißt Vektorprodukt von
a1, . . . , an−1 (geschrieben a1 × · · · × an−1), wenn für alle x ∈ Kn gilt

det(a1, . . . , an−1, x) = atx.

Bemerkungen. (1) Das Vektorprodukt a1 × · · · × an−1 existiert
und ist eindeutig bestimmt, denn det(a1, . . . , an−1, x) ist (in x) eine
lineare Abbildung des Kn in K und deshalb (nach 3.1.3) mit einem
geeigneten a in der Form atx darstellbar.

(2) det(a1, . . . , an−1, ei) ist die i-te Komponente von a1 × · · · × an−1.
(3) Die Familie a1, . . . , an−1 ist linear unabhängig genau dann, wenn

a1 × · · · × an−1 6= 0.

Beweis. =⇒. Seien a1, . . . , an−1 linear unabhängig. Man er-
gänze sie zu Basis a1, . . . , an−1, x des Kn. Dann gilt

0 6= det(a1, . . . , an−1, x) = (a1 × · · · × an−1)
tx.

Also ist a1 × · · · × an−1 6= 0.
⇐=. Gelte a1 × · · · × an−1 6= 0. Dann ist 0 6= (a1 × · · · ×

an−1)
t(a1 × · · · × an−1) = det(a1, . . . , an−1, a1 × · · · × an−1). Also

sind a1, . . . , an−1 linear unabhängig.
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(4) Für σ ∈ Sn−1 gilt

aσ(1) × · · · × aσ(n−1) = εσa1 × · · · × an−1.

(5) Es gilt (a1× · · · × an−1)
tai = 0 für 1 ≤ i < n, denn det ist alternie-

rend.
(6) Im Spezialfall n = 3 kann man das Vektorprodukt explizit angeben.

Seien etwa a =
(
α1
α2
α3

)
und b =

( β1

β2

β3

)
∈ K3. Dann ist nach (2)

a× b =




∣∣∣∣∣∣

α1 β1 1
α2 β2 0
α3 β3 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

α1 β1 0
α2 β2 1
α3 β3 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

α1 β1 0
α2 β2 0
α3 β3 1

∣∣∣∣∣∣




=



α2β3 −α3β2

−α1β3 +α3β1

α1β2 −α2β1


 .

Lemma (Gleichung einer Hyperebene durch n Punkte des n-dimensiona-
len Raumes). Seien a1, . . . , an ∈ Kn, so daß H := A(a1, . . . , an) Hyperebene
im Kn ist. Dann gilt

H = {x ∈ Kn | atx = ata1 } mit a = (a2 − a1)× · · · × (an − a1).

Beweis. Folgende Aussagen sind äquivalent.

x ∈ H
x ∈ a1 + 〈a2 − a1, . . . , an − a1〉 nach 4.1.2

x− a1 ∈ 〈a2 − a1, . . . , an − a1〉
0 = det(a2 − a1, . . . , an − a1, x− a1)

det(a2 − a1, . . . , an − a1, x) = det(a2 − a1, . . . , an − a1, a1)

atx = ata1.

6.3.2. Volumen eines Parallelotops. (V, σ) sei euklidischer Vektor-
raum (also K = R) und a1, . . . , an ∈ V linear unabhängig.

(1) P (a1, . . . , an) := {∑n
i=1 αiai | αi ∈ R, 0 ≤ αi ≤ 1 für 1 ≤ i ≤ n }

heißt das von a1, . . . , an erzeugte Parallelotop.
(2)

Vol(a1, . . . , an) :=
√

det(σ(ai, aj)) ≥ 0

nennt man das (n-dimensionale) Volumen von P (a1, . . . , an); dies
ist eine korrekte und vernünftige Definition nach folgendem Satz.

Satz. (V, σ) sei euklidischer Vektorraum und a1, . . . , an ∈ V linear
unabhängig. Ferner sei e1, . . . , en Orthonormalbasis von 〈a1, . . . , an〉 und
A ∈ Rn×n eine Matrix mit

ai =

n∑

s=1

αsies
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für 1 ≤ i ≤ n. Dann gilt

(1) Vol(a1, . . . , an) ist wohldefiniert und gleich |det(A)|.
(2) Vol(a1, . . . , an) = Vol(a1, . . . , an−1) · ‖h‖, wobei h das Lot von an

auf 〈a1, . . . , an−1〉 ist (Grundfläche mal Höhe).

Beispiele. n = 1: Vol(a) =
√
σ(a, a) = ‖a‖.

n = 2: Für linear unabhängige a1, a2 ∈ V ist

Vol(a1, a2) = ‖a1‖ · ‖h‖ (Grundlinie · Höhe)

n = 3: Für linear unabhängige a1, a2, a3 ∈ V ist

Vol(a1, a2, a3) = Vol(a1, a2) · ‖h‖ (Grundfläche · Höhe)

Beweis. (1) Sei A = (αst). Nach Voraussetzung gilt

ai =
n∑

s=1

αsies und aj =
n∑

t=1

αtjet.

Also:

σ(ai, aj) =
n∑

s,t=1

αsiαtjσ(es, et)

=

n∑

s=1

αsiαsj da e1, . . . , en Orthonormalbasis ist.

Man erhält (σ(ai, aj))ij = AtA, also

det((σ(ai, aj))ij) = det(AtA)

= det(At) det(A)

= det(A)2.

Also ist Vol(a1, . . . , an) wohldefiniert und gleich |det(A)|.
(2) Schreibe an = u+ h mit u ∈ U := 〈a1, . . . , an−1〉, h ∈ U⊥ (dies ist

möglich, da 〈a1, . . . , an〉 ⊆ U ⊕ U⊥). Dann gilt

Vol(a1, . . . , an︸︷︷︸
=u+h

)

= |det(A)|
= Vol(a1, . . . , an−1, h), da a1, . . . , an−1, u linear abhängig sind.

Also:

Vol(a1, . . . , an)
2 = Vol(a1, . . . , an−1, h)

2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ(a1, a1) . . . σ(a1, an−1) 0
...

...
σ(an−1, a1) . . . σ(an−1, an−1) 0

0 . . . 0 σ(h, h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det((σ(ai, aj))1≤i,j≤n−1) · σ(h, h)

= Vol(a1, . . . , an−1)
2‖h‖2.
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Korollar. Seien a1, . . . , an−1 ∈ Rn linear unabhängig, Rn mit dem
üblichen Skalarprodukt versehen. Dann gilt

Vol(a1, . . . , an−1) = ‖a1 × · · · × an−1‖.

Beweis. Sei h := a1 × · · · × an−1. Dann gilt h ⊥ ai für 1 ≤ i ≤ n − 1
(nach Bemerkung (5) in 6.3.1), und h 6= 0 (Bemerkung (3) in 6.3.1). h ist
das Lot von h auf 〈a1, . . . , an−1〉. Man erhält

Vol(a1, . . . , an−1, h) = Vol(a1, . . . , an−1)‖h‖ nach Teil (2) des Satzes

Vol(a1, . . . , an−1, h) = |det(a1, . . . , an−1, h)| nach Teil (1) des Satzes

= |(a1 × · · · × an−1)
th|

= ‖h‖2.

Wegen h 6= 0 folgt Vol(a1, . . . , an−1) = ‖h‖.

6.3.3. Determinante eines Endomorphismus, Orientierung. Sei-
en V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f ein Endomorphismus, also
f : V → V linear. Seien ferner A,B ∈ Kn×n beide darstellende Matrizen
von f . Nach dem Satz in 3.4.3 gilt dann

A ∼ B
B = CAC−1 für ein C ∈ GL(n,K)

det(B) = det(CAC−1)

= det(C) det(A) det(C−1)

= det(C) det(A) det(C)−1

= det(A).

Wir können also die Determinante det(f) des Endomorphismus f definieren
als det(A), wobei A eine beliebige darstellende Matrix von f ist.

Definition. Sei V endlichdimensionaler R-Vektorraum.

(1) Sei f : V → V ein Endomorphismus. Gilt det(f) > 0, so sagen wir,
daß f die Orientierung erhält .

(2) A = (a1, . . . , an) und B = (b1, . . . , bn) seien zwei Basen von V und
C ∈ Rn×n mit 


a1
...
an


 = C



b1
...
bn




A heißt gleichorientiert mit B genau dann, wenn det(C) > 0.
(3) Seien A, B wie eben. A heiße (willkürlich!) positiv orientiert. Die

Basis B nennt man dann positiv orientiert genau dann, wenn B
gleichorientiert mit A ist. B heißt negativ orientiert genau dann,
wenn B nicht gleichorientiert mit A ist.

Bemerkung. In Rn nennt man willkürlich die Standardbasis e1, . . . , en
positiv orientiert.
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Beispiele. (1) Seien V = R2 und f Drehung um den Winkel ϕ

mit Matrix A =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
, also

-

6

HHHHHHj

�
�
�
�
���

e2

e1

f(e1)

f(e2)

ϕ

Wegen det(A) = 1 erhält f die Orientierung.

(2) g sei die Drehspiegelung mit Matrix B =

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
, also

-

6

������*

A
A
A
A
AAU

e2

e1

f(e1)

f(e2)

ϕ

Wegen det(B) = −1 erhält g die Orientierung nicht.
(3) Sei V = Rn mit üblichem Skalarprodukt versehen und a1, . . . , an−1

linear unabhängig. Dann ist a1, . . . , an−1, a1 × · · · × an−1︸ ︷︷ ︸
=:h

positiv

orientiert, denn es gilt

det(a1, . . . , an−1, h) = (a1 × · · · × an−1)
th = ‖h‖2 > 0.

Wir haben also folgendes gezeigt: In Rn (mit dem üblichen Skalar-
produkt) ist das Vektorprodukt aus n − 1 linear unabhängigen Vektoren
a1, . . . , an−1 stets der auf 〈a1, . . . , an−1〉 senkrecht stehende Vektor mit Länge
Vol(a1, . . . , an−1), so daß a1, . . . , an−1, h positiv orientiert ist (d.h. gleichori-
entiert mit der Standard-Orthonormalbasis).
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Eigenwerte und Eigenvektoren, Diagonalisierung

In Abschnitt 5.4 hatten wir im Kontext der euklidischen Geometrie zu
einer gegebenen Matrix A ∈ Rn×n nach einer orthogonalen Matrix C ∈ O(n)
gesucht, so daß CtAC Diagonalgestalt hat. Das Ergebnis war, daß zu einer
symmetrischen Matrix A ein solches C stets gefunden werden kann. Die
Hauptachsentransformation nach Jacobi lieferte ein Verfahren, ein solches
C ∈ O(n) zu konstruieren. (Vorher hatten wir in 4.2.2 mit einem einfache-
ren Argument ein im Fall K = R schwächeres Resultat bewiesen, nämlich
daß man zu jeder symmetrischen Matrix A ∈ Kn×n ein C ∈ GL(n,K) kon-
struieren kann, so daß CtAC Diagonalgestalt hat). Offenbar kann ein solches
orthogonales C auch nur für symmetrisches A existieren.

Wir kommen jetzt wieder auf die affine Geometrie zurück und wollen
uns mit der Frage befassen, ob und gegebenenfalls wie man eine nicht not-
wendig symmetrische Matrix A ∈ Kn×n mittels einer invertierbaren Matrix
C ∈ GL(n,K) durch Bilden von CAC−1 in Diagonalgestalt bringen kann.
Es wird sich zeigen, daß es dafür wichtig ist, die

”
Richtungen“ zu identifizie-

ren, in denen der Endomorphismus fA als Streckung wirkt (sie werden durch
die sogenannten Eigenvektoren angegeben), und ferner die Streckungsfakto-
ren (sogenannte Eigenwerte) zu bestimmen. Die Eigenwerte kann man als
Nullstellen eines gewissen, für den Endomorphismus fA charakteristischen
Polynoms ausrechnen. Es ist deshalb nützlich, mit einigen elementaren Be-
trachtungen über den Polynombegriff zu beginnen.

7.1. Polynome

In 2.1.2 hatten wir R[t], also die Menge aller Polynome in einer Variablen
t mit Koeffizienten aus R, als Beispiel eines Vektorraums eingeführt. Damals
hatten wir Polynome αnt

n+ · · ·+α1t+α0 als formale Ausdrücke aufgefaßt,
und Addition und Skalarmultiplikation definiert durch

(αnt
n + · · ·+ α1t+ α0) + (βnt

n + · · ·+ β1t+ β0)

= (αn+βn)t
n + · · ·+ (α1+β1)t+ (α0+β0),

α(αnt
n + · · ·+ α1t+ α0)

= (ααnt
n + · · ·+ αα1t+ αα0).

Wir wollen jetzt den Polynombegriff etwas genauer fassen, und gleichzei-
tig auch Polynome (in einer Veränderlichen) über einem beliebigen Ring
einführen. Es wird sich zeigen, daß man wieder einen Ring erhält, und zwar
den sogenannten Polynomring K[t].

Jedem Polynom f =
∑n

i=0 αit
i ∈ K[t] kann man eine Abbildung von

K nach K zuordnen durch γ 7→ ∑n
i=0 αiγ

i ∈ K. Für allgemeine Körper
bestimmt eine solche Abbildung jedoch nicht die Koeffizienten. Zum Beispiel

119
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für F2 und f = t2+t ist f(0) = f(1) = 0, also die zugeordnete Abbildung die
Nullabbildung, obwohl die Koeffizienten nicht Null sind. Dies ist ein Grund,
Polynome als formale Ausdrücke einzuführen.

7.1.1. Der Polynomring K[t]. Unser Ansatz zu einer genauen Fas-
sung des Polynombegriffs ist es, daß ein formaler Ausdruck αnt

n + · · · +
α1t+α0 eindeutig festgelegt ist durch die Folge (α0, α1, . . . , αn, 0, 0, . . . ) der
Koeffizienten.

Definition. Seien K ein Ring und

K(N) := { (α0, α1, α2, . . . ) ∈ KN | αi ∈ K, fast alle αi sind 0 }.

”
Fast alle“ bedeutet

”
alle bis auf endlich viele“. Die Elemente f ∈ K(N)

nennt man Polynome über K. Man schreibt auch

K[t] := { f | f Polynom über K } = K(N).

Für f, g ∈ K[t], etwa f = (α0, α1, . . . ) und g = (β0, β1, . . . ) erklären wir
Addition f + g und Multiplikation f · g durch

f + g = (α0 + β0, α1 + β1, . . . ),

f · g = (γ0, γ1, . . . ) mit γi =
∑

k+l=i αk · βl.

Offenbar sind f + g, f · g ∈ K[t].

Satz. Sei K ein (kommutativer) Ring.

(1) K[t] wird mit obiger Addition und Multiplikation zu einem (kom-
mutativen) Ring mit Null (0, 0, 0, . . . ) und Eins (1, 0, 0, . . . ). Man
nennt K[t] den Polynomring über K in einer Veränderlichen.

(2) Definiert man t := (0, 1, 0, 0, . . . ) ∈ K[t] und identifiziert man α ∈
K mit (α, 0, 0, . . . ) ∈ K[t], so läßt sich jedes f ∈ K[t] schreiben als

f =

n∑

i=0

αit
i mit αi ∈ K.

(Addition und Multiplikation sind hier in K[t] zu verstehen).
(3) Diese Darstellung ist im folgenden Sinn eindeutig. Gilt

∑n
i=0 αit

i =∑m
j=0 βjt

j mit (etwa) n ≤ m, so folgt αk = βk für 0 ≤ k ≤ n und
βk = 0 für n < k ≤ m.

Beweis. (1) a. (K[t],+) ist abelsche Gruppe, da die Addition kompo-
nentenweise definiert ist.

b. Ist K kommutativ, so ist die Multiplikation in K[t] kommutativ, denn
für f = (αi)i∈N ∈ K(N) und g = (βi)i∈N ∈ K(N) gilt

f · g =: (γi) mit γi =
∑

k+l=i αkβl

g · f =: (γ′i) mit γ′i =
∑

k+l=i βkαl =
∑

k+l=i αlβk =
∑

l+k=i αkβl = γi.



7.1. POLYNOME 121

c. Die Multiplikation ist assoziativ, denn ist noch h = (γi)i∈N ∈ K(N), so

gilt ([c]i bezeichne die i-te Komponente von c ∈ K(N))

[(f · g) · h]i =
∑

k+l=i

[f · g]k · γl

=
∑

k+l=i

∑

r+s=k

αrβsγl

=
∑

r+s+l=i

αrβsγl

=
∑

r+q=i

αr[g · h]q

= [f · (g · h)]i.

d. Das Distributivgesetz ergibt sich aus

[f · (g + h)]i =
∑

k+l=i

αk(βl + γl)

=
∑

k+l=i

αkβl +
∑

k+l=i

αkγl

= [f · g]i + [f · h]i
= [f · g + f · h]i.

Im Fall eines nicht kommutativen Rings K beweist man (f + g)h = fh+ gh
genauso.

e. (1, 0, 0, . . . ) ist Einselement, denn für alle i gilt

[f · (1, 0, 0, . . . )]i = αi · 1 + αi−1 · 0 + · · · + α0 · 0 = αi.

Also ist f · (1, 0, 0, . . . ) = f .
(2) Setze t0 := (1, 0, 0, . . . ). Durch Induktion über i sieht man dann

leicht, daß

ti = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i

, 1, 0, 0, . . . ).

Es folgt

α · ti = (α, 0, 0, . . . ) · ti = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i

, α, 0, 0, . . . ) = ti · α.

Sei jetzt f = (αi)i∈N und αi = 0 für i > n. Dann gilt

(α0, α1, . . . )

= (α0, 0, 0, . . . ) + (0, α1, 0, 0, . . . ) + (0, . . . , 0, αn, 0, 0, . . . ) =

n∑

i=0

αit
i.

Damit ist die Existenz der im Satz angegebenen Darstellung von f ∈ K[t]
gezeigt.

(3) Die Eindeutigkeit dieser Darstellung ergibt sich mit demselben Ar-
gument.



122 7. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN, DIAGONALISIERUNG

7.1.2. Der Grad eines Polynoms. Sei f ∈ K[t], etwa f =
∑n

i=0 αit
i

mit αn 6= 0. Dann nennt man die (nach dem eben bewiesenen Satz eindeutig
bestimmte) Zahl n den Grad des Polynoms f und bezeichnet ihn mit deg(f).
Für das Nullpolynom 0 ∈ K[t] setzt man deg(0) := −1.

Lemma. Sei K ein Körper.

(1) Für f, g ∈ K[t] mit f, g 6= 0 gilt deg(fg) = deg(f) + deg(g).
(2) Für f, g, h ∈ K[t] mit f 6= 0 folgt aus fg = fh stets g = h

(Kürzungsregel).

Beweis. (1) Seien f =
∑n

i=0 αit
i mit αn 6= 0 und g =

∑m
j=0 βjt

j mit

βm 6= 0. Dann ist fg =
∑n+m

k=0 γkt
k mit γk =

∑
i+j=k αiβj , also γn+m =

αnβm 6= 0 (hier wird verwendet, daß wir uns in einem Körper befinden).
(2) Seien f, g, h ∈ K[t] mit f 6= 0 und nehmen wir an, daß fg = fh.

Dann ist f(g − h) = 0. Wegen f 6= 0 folgt g − h = 0 aus (1).

7.1.3. Nullstellen von Polynomen. Seien K ein Ring, γ ∈ K und
f =

∑n
i=0 αit

i ∈ K[t]. Man definiert dann

f(γ) :=
n∑

i=0

αiγ
i ∈ K

und nennt dieses Ringelement das Ergebnis der Einsetzung von γ in f . (Hier-
bei ist wie üblich γ0 := 1 gesetzt für alle γ ∈ K). γ heißt Nullstelle von f ,
wenn f(γ) = 0. Schließlich nennt man das Polynom f konstant , wenn f = 0
oder deg(f) = 0 ist.

Bemerkungen. (1) Für f, g ∈ K[t] und γ ∈ K gilt offenbar

(f + g)(γ) = f(γ) + g(γ), (f · g)(γ) = f(γ) · g(γ).
(2) Ist f ∈ K[t] konstant, so hat f genau dann eine Nullstelle, wenn

f = 0 ist. Ferner hat zum Beispiel t2 + 1 ∈ R[t] keine Nullstelle.

Lemma. Seien K ein Ring, f ∈ K[t] und γ ∈ K. Dann ist f(γ) = 0
genau dann, wenn es ein Polynom g ∈ K[t] gibt mit f = (t− γ)g.

Beweis. Gibt es ein Polynom g ∈ K[t] mit f = (t− γ)g, so ist f(γ) =
(γ − γ) · g(γ) = 0. Seien nun umgekehrt f =

∑n
i=0 αit

i ∈ K[t] und γ ∈ K
mit f(γ) =

∑n
i=0 αiγ

i = 0 gegeben. Dann gilt

f = f −
n∑

i=0

αiγ
i

=

n∑

i=0

αi(t
i − γi)

=

n∑

i=1

αi(t− γ)(ti−1 + γti−2 + · · ·+ γi−1) + α0(t
0 − γ0)

= (t− γ)g + α0(1− 1)

= (t− γ)g
für g =

∑n
i=1 αi(t

i−1 + γti−2 + · · ·+ γi−1) ∈ K[t].
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Korollar. Seien K ein Körper, f ∈ K[t] und deg(f) = n ≥ 0. Dann
hat f höchstens n Nullstellen.

Beweis. Induktion nach n. Basis n = 0. Dann ist f ein konstantes, von
0 verschiedenes Polynom und hat also keine Nullstelle. Schritt n − 1 =⇒ n
mit n ≥ 1. Nehmen wir an, daß f verschiedene Nullstellen α1, α2, . . . , αn+1

besitzt. Nach dem Lemma ist f = (t − α1)g für ein g ∈ K[t] mit deg(g) =
n− 1. Wegen αi−α1 6= 0 für i = 2, . . . , n+1 sind α2, . . . , αn+1 verschiedene
Nullstellen von g. Dies ist nach Induktionsvoraussetzung nicht möglich.

Definition. Seien K ein Körper, λ ∈ K, f ∈ K[t] und e eine natürliche
Zahl ≥ 1. λ heißt e-fache Nullstelle von f , wenn sich f schreiben läßt in der
Form f = (t− λ)eg mit g ∈ K[t], g(λ) 6= 0.

Bemerkung. e ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Nehmen wir an f = (t−λ)eg = (t−λ)e
′

g′ mit g, g′ ∈ K[t] und
g(λ) 6= 0 6= g′(λ). Wäre etwa e < e′, so hätte man nach der Kürzungsregel

g = (t− λ)e
′−eg′, was wegen g(λ) 6= 0 nicht sein kann.

7.2. Eigenwerte und Eigenvektoren

Gegeben sei ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und eine lineare
Abbildung f : V → V . Gesucht ist eine Basis (x1, . . . , xn) von V so daß f
bezüglich x1, . . . , xn durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird, also

f



x1
...
xn


 =



λ1 0

. . .

0 λn






x1
...
xn


 .

Definition. Seien V ein K-Vektorraum und f : V → V linear.

(1) Ein x ∈ V mit x 6= 0 heißt Eigenvektor von f , wenn es ein λ ∈ K
gibt mit

f(x) = λx.

(2) Ein λ ∈ K heißt Eigenwert von f , wenn es ein x ∈ V mit x 6= 0
gibt so daß f(x) = λx. Man nennt dann x einen Eigenvektor zum
Eigenwert λ.

(3) Sei λ Eigenwert von f .

Eig(f, λ) := {x ∈ V | f(x) = λx }
heißt Eigenraum von f zum Eigenwert λ.

Bemerkungen. Seien V ein K-Vektorraum und f : V → V linear.

(1) Man beachte, daß Eig(f, λ) = ker(f − λid) Unterraum von V ist,
und nach Definition von Eigenwerten auch 6= 0 ist.

(2) Hat V eine Basis aus Eigenvektoren x1, . . . , xn von f , so wird f
bezüglich der Basis x1, . . . , xn durch eine Diagonalmatrix darge-
stellt, und zwar 


λ1 0

. . .

0 λn


 ,
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falls xi Eigenvektor zum Eigenwert λi ist. Es gilt nämlich f(xi) =
λixi. Man nennt einen solchen Endomorphismus f diagonalisierbar
(siehe auch 7.4).

(3) Im allgemeinen ist eine solche Darstellung eines beliebigen linearen
f : V → V nicht möglich; man kommt nur

”
beinahe“ auf eine Dia-

gonalmatrix. Wir werden dies im nächsten Abschnitt 7.3 genauer
klären, wo wir die Jordansche Normalform behandeln werden.

7.2.1. Summen von Eigenräumen. Wir wollen uns mit dem Pro-
blem befassen, wie man die Eigenwerte und die zugehörigen Eigenräume
eines gegebenen Endomorphismus f berechnen kann. Zunächst können wir
feststellen, daß eine Summe von Eigenräumen immer eine direkte Summe
ist.

Satz. Seien V ein K-Vektorraum und f : V → V linear. Sind λ1, . . . , λn
verschiedene Eigenwerte von f und ist Vi := Eig(f, λi) der Eigenraum zu λi
(also Vi 6= 0), so gilt

V1 + · · · + Vn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn ⊆ V,
insbesondere also n ≤ dimV .

Beweis. Zu zeigen ist, daß für beliebige x1 ∈ V1, . . . , xn ∈ Vn aus∑n
i=1 xi = 0 stets folgt x1 = · · · = xn = 0. Wir zeigen dies durch In-

duktion über n. Basis n = 1. Hier ist nichts zu zeigen. Schritt n− 1 =⇒ n.
Gelte

∑n
i=1 xi = 0 mit x1 ∈ V1, . . . , xn ∈ Vn. Dann ist

0 = f(
n∑

i=1

xi) =
n∑

i=1

f(xi) =
n∑

i=1

λixi.

Andererseits hat man

0 = λn ·
n∑

i=1

xi =
n∑

i=1

λnxi.

Subtraktion ergibt

0 =

n−1∑

i=1

(λn − λi)xi

0 = (λn − λi)xi für 1 ≤ i ≤ n− 1 (Induktionsvoraussetzung)

0 = xi für 1 ≤ i ≤ n− 1, da λn 6= λi

0 = xn.

Insbesondere sind also Eigenvektoren x1, . . . , xn zu verschiedenen Eigen-
werten λ1, . . . , λn immer linear unabhängig. Im Fall eines endlichdimensio-
nalen Vektorraums erhalten wir damit ein einfaches hinreichendes Kriterium
für die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus.

Korollar. Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f : V → V
linear. Hat f n verschiedene Eigenwerte, so ist f diagonalisierbar.
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Um dieses Kriterium anwenden zu können, braucht man eine Methode,
die Eigenwerte eines Endomorphismus f zu berechnen. Wir werden zeigen,
daß die Eigenwerte von f gerade die Nullstellen eines gewissen, durch f
bestimmten Polynoms sind.

7.2.2. Das charakteristische Polynom. Seien V ein n-dimensionaler
K-Vektorraum und f ein Endomorphismus, also f : V → V linear. Sei ferner
A ∈ Kn×n eine darstellende Matrix von f . Wir gehen jetzt zum Polynomring
K[t] über und betrachten A− tE als Element von K[t]n×n. Man nennt

pA := det(A− tE) ∈ K[t]

das charakteristische Polynom von A. Ist noch B ∈ Kn×n eine weitere
darstellende Matrix von f , so gilt A ∼ B nach dem Satz in 3.4.3, d.h.
B = CAC−1 für ein C ∈ GL(n,K). Also ergibt sich für das charakteristi-
sche Polynom pB von B (im Ring K[t]n×n)

det(B − tE) = det(CAC−1 − tCEC−1)

= det(C(A− tE)C−1)

= det(C) det(A− tE) det(C)−1

= det(A− tE),

d.h. pA = pB. Wir können also das charakteristische Polynom pf des Endo-
morphismus f definieren als pA, wobei A eine beliebige darstellende Matrix
von f ist. Im Grenzfall eines Endomorphismus f des Nullraums V = 0 setzen
wir pf := 1.

Satz. Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, f : V → V li-
near und λ ∈ K. Folgende Aussagen sind äquivalent.

(1) λ ist Eigenwert von f .
(2) g := f − λid ist kein Monomorphismus.
(3) g := f − λid ist kein Epimorphismus.
(4) λ ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms von f .

Beweis. Äquivalent sind die Aussagen

λ ist Eigenwert von f

f(x) = λx für ein x ∈ V , x 6= 0

(f − λid)(x) = 0 für ein x ∈ V , x 6= 0

ker(f − λid) 6= 0

f − λid ist kein Monomorphismus

f − λid ist kein Epimorphismus nach 3.2.3

f − λid ist kein Isomorphismus nach 3.2.3

det(f − λid) = 0 siehe 6.3

λ ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms von f .

Bemerkungen. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
f : V → V linear.
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(1) Die Eigenwerte von f lassen sich also als Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms von f ausrechnen.

(2) Sei λ Eigenwert von f . Den zugehörigen Eigenraum kann man
wie folgt berechnen. Man fixiere eine Basis x1, . . . , xn von V . Sei
A = (αij) die darstellende Matrix von f bezüglich x1, . . . , xn, also
f(xj) =

∑n
i=1 αijxi für 1 ≤ j ≤ n, oder in Matrizenschreibweise

f



x1
...
xn


 = At



x1
...
xn


 .

Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

x :=
n∑

i=1

ξixi ∈ Eig(f, λ)

f(x) = λx

f(
(
ξ1 . . . ξn

)


x1
...
xn


) = λ

(
ξ1 . . . ξn

)


x1
...
xn




(
ξ1 . . . ξn

)
At



x1
...
xn


 = λ

(
ξ1 . . . ξn

)


x1
...
xn




(
ξ1 . . . ξn

)
At = λ

(
ξ1 . . . ξn

)

A



ξ1
...
ξn


 = λE



ξ1
...
ξn




(A− λE)



ξ1
...
ξn


 = 0.

Die Berechnung des zugehörigen Eigenraums läuft also auf die Lö-
sung eines linearen Gleichungssystems hinaus.

(3) Wir zeigen noch eine Eigenschaft des charakteristischen Polynoms,
die uns später bei der Herstellung der Jordanschen Normalform
nützlich sein wird. Seien U,W ⊆ V Unterräume mit V = U ⊕W .
Wir nehmen ferner an, daß U und W f -invariant sind, d.h. daß
f(U) ⊆ U und f(W ) ⊆W . (Man sagt in diesem Fall, daß der Endo-
morphismus f durch das Paar (U,W ) reduziert ist; siehe [3, p.72]).
Dann läßt sich das charakteristische Polynom von f zerlegen in das
Produkt der charakteristischen Polynome der Einschränkungen von
f auf die beiden Unterräume, also

pf = pf�U · pf�W .

Beweis. Man wähle Basen x1, . . . , xn von U und y1, . . . , ym
von W . Dann gilt für geeignete Matrizen A ∈ Kn×n und B ∈
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Km×m

f




x1
...
xn
y1
...
ym




=

(
A 0
0 B

)




x1
...
xn
y1
...
ym




.

Also

pf =

∣∣∣∣
A− tE 0

0 B − tE

∣∣∣∣
= det(A− tE) det(B − tE) nach 6.2.5

= pf�U · pf�W .

Beispiel. Wir berechnen das charakteristische Polynom det(A−tE) für

A =




0 −1 1
−3 −2 3
−2 −2 3


 .

Es ist

A− tE =



−t −1 1
−3 −2− t 3
−2 −2 3− t


 ,

also durch Entwicklung nach der ersten Zeile∣∣∣∣∣∣

−t −1 1
−3 −2− t 3
−2 −2 3− t

∣∣∣∣∣∣
= −t[(−2− t)(3− t) + 6]− (−1)[(−3)(3 − t) + 6] + [6− 2(2 + t)]

= −t[−6− t+ t2 + 6]− (−1)[−9 + 3t+ 6] + [2− 2t]

= −t3 + t2 + t− 1

Man sieht sofort, daß 1 eine Nullstelle ist. Es gibt also ein g mit −t3 + t2 +
t−1 = (t−1)g; durch Division findet man g = −t2+1, d.h. −t3+t2+t−1 =
−(t−1)2(t+1). Es gibt also zwei Eigenwerte +1 und −1, und der Eigenwert
+1 tritt doppelt auf.

7.2.3. Algebraische und geometrische Vielfachheit. Es sei V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum und f : V → V linear. Jedem Eigen-
wert λ von f sind in natürlicher Weise zwei Zahlen zugeordnet.

(1) Die Vielfachheit µ(pf , λ) von λ als Nullstelle des charakteristischen
Polynoms pf von f ; diese Zahl nennt man die algebraische Viel-
fachheit des Eigenwerts λ.

(2) Die Dimension des Eigenraums Eig(f, λ), der dem Eigenwert λ zu-
geordnet ist; diese Zahl nennt man die geometrische Vielfachheit
des Eigenwerts λ.

Wir wollen uns überlegen, daß die geometrische Vielfachheit stets kleiner
oder gleich der algebraischen Vielfachheit ist.
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Lemma. Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, f : V → V
linear und λ Eigenwert von f . Dann gilt dimEig(f, λ) ≤ µ(pf , λ).

Beweis. Sei x1, . . . , xr eine beliebige Basis von Eig(f, λ). Man ergänze
sie zu einer Basis x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xn von V . Dann gilt f(xi) = λxi für
i = 1, . . . , r, also

f




x1
...
xr
xr+1

...
xn




=




λ
. . .

λ
∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗
...
∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗







x1
...
xr
xr+1

...
xn




.

Also ist dimEig(f, λ) ≤ µ(pf , λ).

Bemerkung. In dem Fall, daß das charakteristische Polynom von f
in Linearfaktoren zerfällt (und das ist etwa über dem Körper C der kom-
plexen Zahlen stets so), werden wir in 7.4 zeigen können, daß f genau
dann diagonalisierbar ist, wenn für jeden Eigenwert λ von f die geome-
trische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit ist, also wenn gilt
dim Eig(f, λ) = µ(pf , λ). Wir wollen uns jetzt mit dem allgemeinen Fall be-
fassen, daß nämlich die Dimension eines Eigenraums Eig(f, λ) eventuell zu
klein ist. Es ist Eig(f, λ) = ker g mit g := f − λid. Die Idee hier ist, die
eventuell zu kleine Dimension zu vergrößern und statt des Eigenraums ker g
den sogenannten Hauptraum Uf,λ :=

⋃∞
m=0 ker gm zu betrachten. Dies wird

uns auf die Jordansche Normalform führen.

7.3. Jordansche Normalform

In diesem Abschnitt sei K stets ein Körper.

7.3.1. Jordan-Matrizen. Für jedes λ ∈ K und s ≥ 1 sei die Jordan-
Matrix Js,λ definiert durch

Js,λ :=




λ 1 0
λ 1

. . .
. . .

λ 1
0 λ



∈ Ks×s

und insbesondere J1,λ := (λ).

Satz (Jordansche Normalform). Gegeben sei ein n-dimensionaler K-
Vektorraum V und f : V → V linear. Ferner sei pf Produkt linearer Fakto-
ren. Dann existiert eine Basis x1, . . . , xn von V mit

f




x1

x2
...
xn


 =



A1 0

. . .

0 Ar







x1

x2
...
xn


 ,

wobei jedes Ai eine Jordan-Matrix Js,λ ist zu einem Eigenwert λ von f .
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Bemerkungen. (1) Es können eventuell mehrere Jordan-Matrizen
Ai zu einem Eigenwert λ gehören.

(2) Die Ai sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt, und zwar
durch f , also unabhängig von der Basis; dies wird hier nicht bewie-
sen.

Beweis. Sei etwa pf = (−1)n
∏m
i=1(t − λi)ei mit verschiedenen λi und

ei ≥ 1. Wir führen den Beweis durch Induktion über die Anzahl m der
verschiedenen Eigenwerte von f .

Schritt 1: Zerlegung von V . Betrachte λ := λ1. Setze g := f −λid. Dann
ist ker g der Eigenraum von f bezüglich λ. Wir untersuchen den sogenannten
Hauptraum von f bezüglich λ, definiert als

U := Uf,λ :=
∞⋃

m=0

ker gm;

hierbei ist wie üblich gm := g ◦ g ◦ · · · ◦ g mit m Vorkommen von g.
Wir zeigen zunächst

(7.1)
U ist f -invarianter Unterraum, d.h. U ist Unterraum mit f(U) ⊆ U.

Zum Beweis von (7.1) stellen wir zunächst fest, daß U ein Unterraum ist.
Es genügt zu zeigen, daß aus x, y ∈ U stets folgt x + y ∈ U . Ist nämlich
x ∈ ker gm und y ∈ ker gk mit etwa m ≤ k, so folgt x ∈ ker gk und damit
x+ y ∈ ker gk ⊆ U . f(U) ⊆ U ergibt sich wie folgt. Offenbar genügt g(U) ⊆
U , da f = g + λid. Sei also x ∈ U , etwa gm(x) = 0. Es genügt zu zeigen
g(x) ∈ U . Es ist 0 = g(gm(x)) = gm(g(x)), also g(x) ∈ ker gm ⊆ U .

Wir setzen jetzt

W :=
∞⋂

m=0

im gm

und zeigen
(7.2)
W ist f -invarianter Unterraum, d.h. W ist Unterraum mit f(W ) ⊆W.

Zum Beweis von (7.2) beachte man, daß W als Durchschnitt von Unterräu-
men wieder ein Unterraum ist. f(W ) ⊆ W ergibt sich wie folgt. Offenbar
genügt wieder g(W ) ⊆W , da f = g+ λid. Sei also y ∈W , d.h. y = gm(xm)
für alle m, mit geeigneten xm ∈ V . Es genügt zu zeigen g(y) ∈ W . Man
erhält g(y) = gm+1(xm) ∈ im gm+1 ⊆ im gm für alle m.

Unser nächstes Ziel ist V = U ⊕ W . Dazu werden wir von der Vor-
aussetzung dimV < ∞ Gebrauch machen. Wir zeigen zunächst, daß es ein
k ≤ dimV gibt mit 1 ≤ k und

V ) im g ) im g2 ) · · · ) im gk = im gk+1 = . . . , also im gk = W.

0 ( ker g ( ker g2 ( · · · ( ker gk = ker gk+1 = . . . , also ker gk = U.
(7.3)

Zum Beweis von (7.3) beachte man zunächst, daß es aus Dimensionsgründen
stets ein k mit im gk = im gk+1 geben muß. Man wähle k minimal mit
im gk = im gk+1. Dann gilt

gk[V ] = gk+1[V ]

g(gk[V ]) = g(gk+1[V ])



130 7. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN, DIAGONALISIERUNG

gk+1[V ] = gk+2[V ] usw.

Die zweite Aussage in (7.3) ergibt sich daraus wie folgt. Offenbar ist 0 ⊆
ker g ⊆ ker g2 ⊆ . . . . Wegen dim ker gm + dim im gm = n (nach 3.2.3) folgt
die Behauptung aus der ersten Aussage. 1 ≤ k ergibt sich aus ker g 6= 0
(denn ker g ist Eigenraum zu λ).

Jetzt erhält man V = U ⊕ W wie folgt. ker gk ∩ im gk = 0: Sei x ∈
ker gk∩ im gk. Es ist gk : im gk → im g2k wohldefiniert und surjektiv, also ein
Isomorphismus. Wegen x ∈ im gk und gk(x) = 0 folgt x = 0. ker gk+im gk =
V folgt aus

dimker gk + im gk = dim ker gk + dim im gk dritte Folgerung in 3.2.3

= n

Schritt 2: Konstruktion einer Basis von U , bezüglich derer sich g (und
damit auch f = g + λid) übersichtlich verhält. Dazu ein

Lemma. Sei

ker gi = ker gi−1 ⊕ 〈y1, . . . , ym〉
mit y1, . . . , ym linear unabhängig. Dann existieren z1, . . . , zq ∈ ker gi−1 (mit
q ≥ 0) so daß

ker gi−1 = ker gi−2 ⊕ 〈g(y1), . . . , g(ym), z1, . . . , zq〉,

wobei g(y1), . . . , g(ym), z1, . . . , zq linear unabhängig sind.

Beweis. a. Es ist g(yj) ∈ ker gi−1, da gi−1(g(yj)) = gi(yj) = 0 wegen
yj ∈ ker gi.

b. Wir zeigen gleichzeitig

ker gi−2 ∩ 〈g(y1), . . . , g(ym)〉 = 0

g(y1), . . . , g(ym) sind linear unabhängig.

Zum Beweis genügt es zu zeigen, daß aus
∑m

j=1 αjg(yj) ∈ ker gi−2 folgt

α1 = · · · = αm = 0. Sei also
∑m

j=1 αjg(yj) ∈ ker gi−2. Man erhält

0 = gi−2(

m∑

j=1

αjg(yj)) = gi−1(

m∑

j=1

αjyj)

m∑

j=1

αjyj ∈ ker gi−1

m∑

j=1

αjyj = 0 da ker gi = ker gi−1 ⊕ 〈y1, . . . , ym〉

α1 = · · · = αm = 0 da y1, . . . , ym linear unabhängig.

c. Jetzt läßt sich das Lemma leicht beweisen: Man wähle eine Basis
u1, . . . , up von ker gi−2, und ergänze u1, . . . , up, g(y1), . . . , g(ym) zu einer Ba-
sis von ganz ker gi−1, etwa u1, . . . , up, g(y1), . . . , g(ym), z1, . . . , zq.
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Man erhält aus dem Lemma

ker gk = ker gk−1 ⊕ 〈x1, . . . , xm1〉
ker gk−1 = ker gk−2 ⊕ 〈g(x1), . . . , g(xm1),

xm1+1, . . . , xm2〉
ker gk−2 = ker gk−3 ⊕ 〈g2(x1), . . . , g

2(xm1),

g(xm1+1), . . . , g(xm2),

xm2+1, . . . , xm3〉

und schließlich

ker g = 0⊕ 〈gk−1(x1), . . . , g
k−1(xm1),

gk−2(xm1+1), . . . , g
k−2(xm2),

...

xmk−1+1, . . . , xmk
〉

mit 1 ≤ m1 ≤ m2 ≤ · · · ≤ mk. Einsetzen ergibt folgende Basis von ker gk =
U .

xi1 , g(xi1), . . . , g
k−1(xi1) für 1 ≤ i1 ≤ m1

xi2 , g(xi2), . . . , g
k−2(xi2) für m1 + 1 ≤ i2 ≤ m2

...

xik für mk−1 + 1 ≤ ik ≤ mk.

(7.4)

Außerdem ist xi1 ∈ ker gk, xi2 ∈ ker gk−1 und schließlich xik ∈ ker g, d.h.

gk(xi1) = 0

gk−1(xi2) = 0

...

g(xik) = 0

Jede Zeile von (7.4) hat also die Form

y, g(y), . . . , gp−1(y) mit gp(y) = 0 und p ≤ k.

Aus gp(y) = 0 folgt

g




y
g(y)

...
gp−1(y)


 =




0 1 0
0 1

. . .
. . .

0 1
0 0







y
g(y)

...
gp−1(y)



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und wegen f = g + λid

f




y
g(y)

...
gp−1(y)


 =




λ 1 0
λ 1

. . .
. . .

λ 1
0 λ







y
g(y)

...
gp−1(y)


 .

Insgesamt ergibt sich für die in (7.4) gefundene Basis z1, . . . , zd von U

f



z1
...
zd


 =



A1 0

. . .

0 Ar






z1
...
zd


 ,

wobei jedes Ai eine Jordan-Matrix Jp,λ ist.
Schritt 3. Abschluß. Wir wissen bereits V = U ⊕ W , f(U) ⊆ U und

f(W ) ⊆ W . Aus der eben gefundenen darstellenden Matrix für f�U ergibt
sich

pf�U = ±(t− λ1)
d

mit d = dimU . Nach Bemerkung 3 in 7.2.2 gilt

pf = pf�U · pf�W .

Ist W = 0, so sind wir fertig (dann ist pf�W = 1). Sei also W nicht der
Nullraum. Dann ist pf�W (λ1) 6= 0 (denn sonst gäbe es ein x ∈W , x 6= 0 mit
f(x) = λ1x, also x ∈ ker g im Widerspruch zu V = U ⊕W und ker g ⊆ U).
Daraus ergibt sich, daß in

pf = ±(t− λ1)
e1

m∏

i=2

(t− λi)ei = ±(t− λ1)
dpf�W

e1 = d sein muß (denn kürzt man gemeinsame Faktoren t − λ1 heraus, so
kann rechts und links nichts übrig bleiben). Also ist

pf�W = ±
m∏

i=2

(t− λi)ei .

pf�W hat einen Eigenwert weniger als pf . Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es also für f�W eine Basis mit der gewünschten Eigenschaft. Für f�U
hatten wir dies in Schritt 2 bewiesen. Damit ergibt sich der Satz.

Bemerkungen. (1) Die Bedingung
”
pf ist Produkt linearer Fak-

toren“ im Satz ist notwendig.

Beweis. Sei x1, . . . , xn eine Basis von V mit

f



x1
...
xn


 =



A1 0

. . .

0 Ar






x1
...
xn




mit Jordan-Matrizen Ai. Dann gilt

pf = pA1pA2 . . . pAr ,

pAi
= ±(t− λi)ni .
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(2) In der Algebra zeigt man: Zu jedem f ∈ K[t] existiert ein Erweite-
rungskörper L ⊇ K, in dem f in Linearfaktoren zerfällt.

(3) In
”
algebraisch abgeschlossenen Körpern“ zerfällt jedes Polynom in

Linearfaktoren. Z.B. ist C algebraisch abgeschlossen (Fundamental-
satz der Algebra; Beweis in der Funktionentheorie).

7.3.2. Umformulierung für Matrizen. Aus den Überlegungen des
vorangehenden Abschnitts ergibt sich eine nützliche Fassung der Jordan-
schen Normalform für Matrizen.

Satz (Jordansche Normalform für Matrizen). Seien K ein Körper und
A ∈ Kn×n. Ferner sei pA Produkt linearer Faktoren. Dann findet man ein
S ∈ GL(n,K) so daß

SAS−1 =



A1 0

. . .

0 Ar


 ,

wobei jedes Ai eine Jordan-Matrix Js,λ ist zu einem Eigenwert λ von fA.

Beweis. Wir betrachten noch einmal den Beweis zum Satz über die
Jordansche Normalform, und zwar für V = Kn und f = fB, B := At. In
(7.4) hatten wir für g = f − λid die folgende Basis von ker gk = U erhalten.

xi1 , g(xi1), . . . , g
k−1(xi1) für 1 ≤ i1 ≤ m1

xi2 , g(xi2), . . . , g
k−2(xi2) für m1 + 1 ≤ i2 ≤ m2

...

xik für mk−1 + 1 ≤ ik ≤ mk.

Zur Vereinfachung nehmen wir 1 = m1 = m2 = · · · = mk an und schreiben
x für xi1 . Sei T die Matrix mit den Spalten x, g(x), . . . , gk−1(x). Dann gilt
für 1 ≤ i ≤ k

Bgi−1(x) = fB(gi−1(x)) = (λid + g)gi−1(x) = λgi−1(x) + gi(x)

= i-te Spalte von T




λ
1 λ

. . .
. . .

1 λ




BT = T




λ
1 λ

. . .
. . .

1 λ



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also

T−1BT =




λ
1 λ

. . .
. . .

1 λ


 ,

T tA(T t)−1 =




λ 1
. . .

. . .

λ 1
λ


 .

Beispiel. Sei

A =




3 4 3
−1 0 −1
1 2 3


, also B = At =




3 −1 1
4 0 2
3 −1 3


.

Dann ist

pB =

∣∣∣∣∣∣

3− t −1 1
4 −t 2
3 −1 3− t

∣∣∣∣∣∣
= (3− t)[−3t+ t2 + 2] + [12− 4t− 6] + [−4 + 3t]︸ ︷︷ ︸

2−t

= (3− t)(t− 1)(t − 2)− (t− 2)

= (t− 2)[−t2 + 4t− 4]

= −(t− 2)3.

Sei g = fB − 2id. Dann ist

0 ( ker g ( ker g2 ( ker g3 = R3.

Wir folgen jetzt dem Beweis des Satzes und konstruieren eine Basis von R3,
bezüglich derer sich g übersichtlich verhält. Die Zahl k im Satz ist hier 3.
Wir müssen Basen der Räume ker g und ker g2 berechnen. Es ist g = fC mit

C =




1 −1 1
4 −2 2
3 −1 1


 , also C2 =




0 0 0
2 −2 2
2 −2 2


 .

ker g ergibt sich als Lösungsraum des linearen Gleichungssystems Cx = 0:
{
ξ1 − ξ2 + ξ3 = 0

4ξ1 − 2ξ2 + 2ξ3 = 0
{
ξ1 − ξ2 + ξ3 = 0

2ξ2 − 2ξ3 = 0
{
ξ1 − ξ2 + ξ3 = 0

ξ2 − ξ3 = 0

Also ist

ker g = 〈




0
1
1


〉.
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Ferner ist

ker g2 = {



ξ1
ξ2
ξ3


 | ξ1 − ξ2 + ξ3 = 0 } = 〈




1
1
0


 ,



−1
0
1


〉.

Man erhält

R3 = ker g3 = ker g2

︸ ︷︷ ︸

〈




1
1
0


,




−1
0
1


〉

⊕〈 x1︸︷︷︸


1
0
0




〉, also m1 = 1

ker g2 = ker g︸︷︷︸

〈




0
1
1


〉

⊕〈g(x1)︸ ︷︷ ︸


1
4
3




〉, also m2 = m1

ker g = 0⊕ 〈g2(x1)︸ ︷︷ ︸


0
2
2




〉, also m3 = m2.

Einsetzung ergibt die folgende Basis von ker g3 = R3:

x1, g(x1), g
2(x1) =




1
0
0


 ,




1
4
3


 ,




0
2
2


 .

Sei T die Matrix mit den Spalten x1, g(x1), g
2(x1), also

T =




1 1 0
0 4 2
0 3 2


 .

Dann ist, wie wir aus der Theorie wissen,

T tA(T t)−1 =




2 1 0
0 2 1
0 0 2




Man kann dies (etwa mit Maple) leicht kontrollieren.

Beispiel. Sei

A =




2
−1 2
−1 −1 2
−1 −1 −1 2
−1 −1 −1 −1 2




, also B =




2 −1 −1 −1 −1
2 −1 −1 −1

2 −1 −1
2 −1

2




und damit pB = (2− t)5. Sei wieder g = fB − 2id. Dann ist

0 ( ker g ( ker g2 ( ker g3 ( ker g4 ( ker g5 = R5.
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Es ist g = fC mit

C =




0 −1 −1 −1 −1
0 −1 −1 −1

0 −1 −1
0 −1

0



,

also

C2 =




0 0 1 2 3
0 0 1 2

0 0 1
0 0

0




, C3 =




0 0 0 −1 −3
0 0 0 −1

0 0 0
0 0

0




und

C4 =




0 0 0 0 1
0 0 0 0

0 0 0
0 0

0



.

Man erhält

R5 = ker g5 = ker g4

︸ ︷︷ ︸
〈e1,e2,e3,e4〉

⊕〈 x1︸︷︷︸
e5

〉, also m1 = 1

ker g4 = ker g3

︸ ︷︷ ︸
〈e1,e2,e3〉

⊕〈 g(x1)︸ ︷︷ ︸



−1
−1
−1
−1
0




〉, also m2 = m1

ker g3 = ker g2

︸ ︷︷ ︸
〈e1,e2〉

⊕〈g2(x1)︸ ︷︷ ︸



3
2
1
0
0




〉, also m3 = m2

ker g2 = ker g︸︷︷︸
〈e1〉

⊕〈g3(x1)︸ ︷︷ ︸



−3
−1
0
0
0




〉, also m4 = m3
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ker g = 0⊕ 〈g4(x1)︸ ︷︷ ︸



1
0
0
0
0




〉, also m5 = m4.

Einsetzung ergibt die folgende Basis von ker g5 = R5:

x1, g(x1), g
2(x1), g

3(x1), g
4(x1) =




0
0
0
0
1



,




−1
−1
−1
−1
0



,




3
2
1
0
0



,




−3
−1
0
0
0



,




1
0
0
0
0



.

Sei T die Matrix mit diesen Spalten, also

T t =




0 0 0 0 1
−1 −1 −1 −1 0
3 2 1 0 0
−3 −1 0 0 0
1 0 0 0 0



.

Dann ist wieder, wie wir aus der Theorie wissen, T tA(T t)−1 die Jordan-
Matrix J5,2. Man kann dies mit Maple leicht kontrollieren. Die Eingaben
lauten:

with(linalg):

T:=matrix([[0,-1,3,-3,1],[0,-1,2,-1,0],[0,-1,1,0,0],[0,-1,0,0,0],[1,0,0,0,0]]):

A:=matrix([[2,0,0,0,0],[-1,2,0,0,0],[-1,-1,2,0,0],[-1,-1,-1,2,0],[-1,-1,-1,-1,2]]):

evalm(transpose(T)*A*inverse(transpose(T)));

und die Ausgabe ist



2 1 0 0 0
0 2 1 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2




7.4. Diagonalisierung

Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f : V → V linear.
f hatten wir diagonalisierbar genannt, wenn es eine Basis x1, . . . , xn von V
und λ1, . . . , λn ∈ K gibt so daß

f



x1
...
xn


 =



λ1 0

. . .

0 λn






x1
...
xn


 .
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7.4.1. Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen. Wir beweisen
ein einfaches Kriterium für die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus.

Satz. Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f : V → V line-
ar. Ferner sei das charakteristische Polynom pf Produkt linearer Faktoren,
etwa pf = (−1)n

∏m
i=1(t−λi)ei mit verschiedenen λi und ei ≥ 1. f ist genau

dann diagonalisierbar, wenn für alle Eigenwerte λi die geometrische Viel-
fachheit dim Eig(f, λi) gleich der algebraischen Vielfachheit ei von λi ist.

Beweis. 1. Sei f diagonalisierbar, also V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm mit Vi =
Eig(f, λi). Sei (xij)1≤j≤ei

Basis von Vi. Dann gilt

(7.5) f




x11
...

x1e1
...

xm1
...

xmem




=




λ1

. . .

λ1

. . .

λm
. . .

λm







x11
...

x1e1
...

xm1
...

xmem




mit ei Vorkommen von λi. Man erhält für das charakteristische Polynom

pf = det(A− tE) =

m∏

i=1

(λi − t)ei

Also ist ei sowohl die Vielfachheit von λi als auch die Dimension von Vi.
2. Für jeden Eigenwert λi von f gelte dimVi = ei mit Vi = Eig(f, λi).

Sei (xij)1≤j≤ei
Basis von Vi. Wegen

∑m
i=1 ei = n ist dann (xij)1≤i≤m,1≤j≤ei

eine Basis von V , und wir haben wieder (7.5).

Bemerkung. Man kann auch dem obigen Beweis des Satzes von der
Jordanschen Normalform entnehmen, daß f diagonalisierbar ist, falls für
jeden Eigenwert λi von f gilt dim Eig(f, λi) = ei. Setze gi := f − λiid.
Führt man die im Beweis beschriebene Konstruktion für λi durch, so ergibt
sich für den Hauptraum U = Uf,λi

= ker gki , daß dimU = ei ist. Da auch
dim Eig(f, λi) = ei ist für den Eigenraum Eig(f, λi) = ker gi, haben wir
U = Eig(f, λi) und k = 1. Alle Jordan-Matrizen in der durchgeführten
Konstruktion für den Eigenwert λi haben also die Form (λi). Da dies für
alle λi gilt, ist f diagonalisierbar.

7.4.2. Diagonalisierung für Matrizen. Wir wollen wieder eine Fas-
sung der gerade durchgeführten Überlegungen für Matrizen angeben.

Satz (Diagonalisierung von Matrizen). Seien K ein Körper und A ∈
Kn×n. Ferner sei das charakteristische Polynom pA Produkt linearer Fak-
toren, und für jeden Eigenwert sei die geometrische Vielfachheit gleich der
algebraischen Vielfachheit. Dann findet man ein S ∈ GL(n,K) so daß

SAS−1 =



λ1

. . .

λn


 .
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Beweis. Sei B := At. Aufgrund der Voraussetzung gibt es eine Basis
x1, . . . , xn des Kn aus Eigenvektoren von fB. Sei xi Eigenvektor zum Eigen-
wert λi, und T die Matrix mit den Spalten x1, . . . , xn. Dann gilt

Bxi = fB(xi) = λixi = i-te Spalte von T



λ1

. . .

λn




BT = T



λ1

. . .

λn




T−1BT =



λ1

. . .

λn




T tA(T t)−1 =



λ1

. . .

λn


 .

Korollar (Praktisches Verfahren zur Diagonalisierung). Seien A ∈
Kn×n und B := At.

(1) Man bestimme pB und versuche, pB in Linearfaktoren zu zerlegen.
Wenn dies unmöglich ist, so ist fB nicht diagonalisierbar. Andern-
falls:

(2) Für jeden Eigenwert λ bestimme man dim Eig(fB , λ). Wenn für
einen Eigenwert λ gilt dim Eig(fB, λ) < µ(pB , λ), so ist fB nicht
diagonalisierbar. Andernfalls:

(3) Für jeden Eigenwert λ bestimme man eine Basis von Eig(fB , λ)
(durch Lösen des linearen Gleichungssystems (B − λE)x = 0).
Dann ist A diagonalisierbar mit Transformationsmatrix gemäß dem
Beweis des Satzes.

Beispiel. Sei

A =




0 −3 −2
−1 −2 −2
1 3 3


, also B = At =




0 −1 1
−3 −2 3
−2 −2 3




In Abschnitt 7.2 hatten wir das charakteristische Polynom pA = pB = −(t−
1)2(t+1) bestimmt. Zu den Eigenwerten +1 und −1 berechnen wir jetzt die
Eigenvektoren.

Für den Eigenwert −1 ergeben sich die Eigenvektoren als Lösungen des
linearen Gleichungssystems




0 + 1 −1 1
−3 −2 + 1 3
−2 −2 3 + 1





ξ1
ξ2
ξ3


 = 0.
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Wir bringen diese Matrix durch elementare Zeilenumformungen in die Form
einer Zeilenstufenmatrix:


1 −1 1
−3 −1 3
−2 −2 4


 7→zweite Zeile +3· erste Zeile

dritte Zeile +2· erste Zeile




1 −1 1
0 −4 6
0 −4 6




7→




1 −1 1
0 −2 3
0 0 0


 .

Zu lösen ist also das Gleichungssystem

ξ1 − ξ2 + ξ3 = 0

−2ξ2 + 3ξ3 = 0.

Nach dem Verfahren aus 1.4 erhält man als Lösungsraum alle skalaren Viel-

fachen von
( 1

2
3
2
1

)
. Insbesondere ist also

(
1
3
2

)
Eigenvektor zum Eigenwert −1.

Für den Eigenwert 1 ergeben sich die Eigenvektoren als Lösungen des
linearen Gleichungssystems


0− 1 −1 1
−3 −2− 1 3
−2 −2 3− 1





ξ1
ξ2
ξ3


 = 0.

Wir bringen diese Matrix durch elementare Zeilenumformungen in die Form
einer Zeilenstufenmatrix:


−1 −1 1
−3 −3 3
−2 −2 2


 7→



−1 −1 1
0 0 0
0 0 0


 .

Das zugehörige Gleichungssystem besteht nur aus der Gleichung −ξ1− ξ2 +
ξ3 = 0. Nach dem Verfahren aus Abschnitt 1.4 hat der Lösungsraum (also

Eig(fB, 1)) die Basis
(

−1
1
0

)
,
(

1
0
1

)
.

Es ist dimEig(fB ,−1) = 1 = µ(pB,−1) und dimEig(fB , 1) = 3 − 1 =
2 = µ(pB, 1). Daher ist fB diagonalisierbar.(

1
3
2

)
,
(

−1
1
0

)
,
(

1
0
1

)
ist eine Basis des R3 aus Eigenvektoren von fB. Wir

setzen gemäß dem Beweis des Satzes

T :=




1 −1 1
3 1 0
2 0 1


 .

Dann gilt, wie man leicht nachrechnet,

T tA(T t)−1 =



−1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .



KAPITEL 8

Komplexifizierung und unitäre Vektorräume

Im Satz über die Jordan-Normalform mußten wir voraussetzen, daß das
charakteristische Polynom pf des gegebenen Endomorphismus f : V → V in
Linearfaktoren zerfällt. Dies ist stets für den Körper C der komplexen Zah-
len der Fall, aber nicht für allgemeine Körper und insbesondere nicht für den
Körper R der reellen Zahlen. Wir zeigen jetzt, wie man diesen

”
Defekt“ des

Körpers der reellen Zahlen dadurch umgehen kann, daß man einen gegebenen
R-Vektorraum in kanonischer Weise zu einem C-Vektorraum macht. Als An-
wendung erhalten wir eine Variante des Satzes über die Jordan-Normalform
für R-Vektorräume. Ferner führen wir eine ebenfalls kanonische Erweite-
rung der Theorie der euklidischen Vektorräume (die ja die reellen Zahlen als
Grundkörper voraussetzten) auf den wichtigen Fall der komplexen Zahlen
als Grundkörper durch. Man spricht dann von unitären Vektorräumen.

8.1. Komplexifizierung

8.1.1. Komplexe Zahlen. In 1.2.4 hatten wir den Körper C der kom-
plexen Zahlen als Spezialfall einer KörpererweiterungK(

√
ξ) für ξ = −1 ein-

geführt. Mit einer geeigneten Identifikation galt R ⊆ C. Offenbar kann man
C als R-Vektorraum mit Basis 1, i auffassen. Ferner gilt (α + iβ)(γ + iδ) =
αγ − βδ + i(αδ + βγ).

Bezeichnungen. Sei ξ = α+ iβ mit α, β ∈ R.

Re(ξ) := α Realteil

=(ξ) := β Imaginärteil

ξ := α− iβ konjugiert komplexe Zahl

|ξ| :=
√
α2 + β2 Betrag .

Es gilt:

Re(ξ) =
1

2
(ξ + ξ)

=(ξ) =
1

2i
(ξ − ξ)

|ξ|2 = ξξ

1

ξ
=

ξ

ξξ
=

1

|ξ|2 ξ

Geometrische Deutung (Gaußsche Zahlenebene): ξ = α+iβ, r = |ξ|, cosϕ =
α
r
, sinϕ = β

r
. Also: ξ = α+ iβ = r(cosϕ+ i sinϕ). Addition in C: Vektorad-

dition in R2. Multiplikation in C: Beträge multiplizieren, Winkel addieren,

141
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denn

r(cosϕ+ i sinϕ) · r′(cosϕ′ + i sinϕ′)

= rr′(cosϕ cosϕ′ − sinϕ sinϕ′

︸ ︷︷ ︸
cos(ϕ+ϕ′)

+i(cosϕ sinϕ′ + sinϕ cosϕ′

︸ ︷︷ ︸
sin(ϕ+ϕ′)

)).

Formale Definition (Erinnerung): Es war C := R × R als additive Gruppe
definiert. Die Multiplikation hatten wir definiert durch

(α, β) · (γ, δ) = (αγ − βδ, αδ + βγ)

für α, β, γ, δ ∈ R.

Bemerkungen. (1) Für ξ, ξ′ ∈ C gilt:

|ξξ′| = |ξ||ξ′|
|ξ + ξ′| ≤ |ξ|+ |ξ′|
|ξ| = 0 genau dann, wenn ξ = 0

ξξ′ = ξ ξ′

ξ + ξ′ = ξ + ξ′

ξ = ξ

ξ = ξ genau dann, wenn ξ ∈ R.

Beweis. Durch Ausrechnen.

(2) Sei σ : C→ C ein R-Algebra-Automorphismus, d.h.

σ(α) = α für alle α ∈ R

σ(ξ + ξ′) = σ(ξ) + σ(ξ′) für alle ξ, ξ′ ∈ C

σ(ξ · ξ′) = σ(ξ) · σ(ξ′) für alle ξ, ξ′ ∈ C

σ bijektiv.

(Die letzten drei Eigenschaften besagen, daß σ ein Ringisomorphis-
mus ist). Dann ist σ die Identität, d.h. σ(ξ) = ξ für alle ξ ∈ C,
oder σ ist die Konjugation, d.h. σ(ξ) = ξ für alle ξ ∈ C.

Beweis. Sei ξ = α+ iβ mit α, β ∈ R. Dann ist

σ(ξ) = σ(α)︸︷︷︸
α

+σ(i)σ(β)︸︷︷︸
β

= α+ σ(i)β

Es genügt zu zeigen σ(i) = i (dann ist σ die Identität) oder σ(i) =
−i (dann ist σ die Konjugation). Dies folgt aus:

i2 = −1

− 1 = σ(−1) = σ(i2) = σ(i) · σ(i)

σ(i)2 + 1 = 0

(σ(i) + i)(σ(i) − i) = 0

σ(i) = i oder σ(i) = −i.
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(3) Fortsetzung der Konjugation auf den Polynomring C[t]. Für

p =

n∑

j=0

αjt
j ∈ C[t] mit αj ∈ C sei

p :=

n∑

j=0

αjt
j.

Wieder gilt für p, q ∈ C[t]

p · q = p · q,
p+ q = p+ q,

p = p,

p = p genau dann, wenn p ∈ R[t].

Beweis. Durch Ausrechnen. Zum Beispiel für p =
∑n

j=0 αjt
j

und q =
∑m

l=0 βlt
l mit αj , βl ∈ C ergibt sich

p · q =
n+m∑

k=0

( ∑

l+j=k

αjβl)t
k,

p · q =

n+m∑

k=0

( ∑

l+j=k

αjβl
)

︸ ︷︷ ︸
=
∑

l+j=k αjβl

tk = p · q.

8.1.2. Fundamentalsatz der Algebra. Eine wesentliche Eigenschaft
des Körpers C der komplexen Zahlen ist seine algebraische Abgeschlossen-
heit , d.h. daß jedes nichtkonstante Polynom in C[t] Produkt linearer Fak-
toren ist. Man nennt diese Aussage auch den Fundamentalsatz der Alge-
bra. Einen Beweis werden wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht geben
können; er wird in Vorlesungen über Funktionentheorie geführt. Jedes Po-
lynom p ∈ C[t] hat also eine Darstellung

p = α

n∏

j=1

(t− αj) mit α,αj ∈ C.

α1, . . . , αn sind die Nullstellen in C von p.

Korollar. Jedes nicht konstante Polynom p ∈ R[t] ist Produkt von
linearen und quadratischen Faktoren über R. Genauer gilt

p = α

r∏

j=1

(t− αj)ej

n∏

j=r+1

(
(t− αj)(t− αj)︸ ︷︷ ︸
∈R[t] vom Grad 2

)ej ,

wobei ej ≥ 1, α ∈ R, α1, . . . , αr ∈ R, αr+1, . . . , αn ∈ C\R, αj 6= αl für j 6= l.
(α1, . . . , αr sind die reellen, αr+1, αr+1, . . . , αn, αn die komplexen Nullstellen
von p).
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Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gibt es ein λ ∈ C mit

p = (t− λ)eq mit q ∈ C[t], e ≥ 1 und q(λ) 6= 0.

Nach Voraussetzung ist

p = p = (t− λ)eq mit q(λ) = q(λ) 6= 0, da q(λ) 6= 0.

Damit ist gezeigt: ist λ Nullstelle von p mit Vielfachheit e, so ist λ Nullstelle
von p ebenfalls mit Vielfachheit e. Außerdem gilt

(t− αj)(t− αj) = t2 − t (αj + αj)︸ ︷︷ ︸
2·Re(αj)

+αjαj︸ ︷︷ ︸
|αj |2

∈ R[t].

Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt die Behauptung.

Korollar. Sei p ∈ R[t], p nicht konstant und deg(p) ungerade. Dann
hat p eine reelle Nullstelle.

Beweis. Nach Voraussetzung ist deg(p) =
∑r

j=1 ej +2
∑n

j=r+1 ej unge-
rade. Es folgt r ≥ 1 und damit die Behauptung.

8.1.3. Komplexifizierung. Gegeben sei ein R-Vektorraum V . Aus V
konstruieren wir einen C-Vektorraum Ṽ , seine Komplexifizierung . Dazu set-
zen wir Ṽ := V ×V als additive Gruppe. Die Skalarmultiplikation C×Ṽ → Ṽ
wird definiert durch

(α+ iβ)(v1, v2) := (αv1 − βv2, αv2 + βv1).

Bemerkungen. (1) Ṽ mit der angegebenen Struktur ist ein C-
Vektorraum.

Beweis. Durch Nachrechnen, wie für V = R.

(2) Die Abbildung

V → Ṽ

v 7→ (v, 0)

ist ein R-Monomorphismus, d.h. es gilt

v + v′ 7→(v + v′, 0) = (v, 0) + (v′, 0),

α · v 7→(αv, 0) = α · (v, 0) für α ∈ R.

Weiter gilt

i · (v, 0) = (0, v),

also

(v1, v2) = (v1, 0) + i(v2, 0) in Ṽ .

Wir identifizieren jetzt v mit (v, 0); in diesem Sinn haben wir dann

V ⊆ Ṽ . Jedes x ∈ Ṽ läßt sich also eindeutig schreiben in der Form

x = v1 + iv2 mit v1, v2 ∈ V ,
und es gilt

(α+ iβ)(v1 + iv2) = αv1 − βv2 + i(αv2 + βv1).
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8.1.4. Komplexifizierung eines Homomorphismus. Seien V,W R-
Vektorräume und f : V → W linear, also f ∈ HomR(V,W ). Wir definieren

die Komplexifizierung f̃ von f durch

f̃ : Ṽ → W̃

f̃(v1 + iv2) = f(v1) + if(v2) für v1, v2 ∈ V .

Bemerkungen. (1) f̃ ist ein C-Homomorphismus.

Beweis. Durch Nachrechnen, z.B.

f̃((α + iβ)(v1 + iv2))

= f(αv1 − βv2) + if(αv2 + βv1) nach Definition

= αf(v1)− βf(v2) + i(αf(v2) + βf(v1))

= (α+ iβ)f̃ (v1 + iv2).

(2) f̃ ist eindeutig bestimmte Fortsetzung von f auf Ṽ (
”
Fortsetzung“

meint f̃�V = f).

Beweis. Sei f ′ : Ṽ → W̃ ein C-Homomorphismus, f ′�V = f .
Dann gilt

f ′(v1 + iv2) = f ′(v1) + if ′(v2)

= f(v1) + if(v2)

= f̃(v1 + iv2).

(3) Seien V,W,U R-Vektorräume und V
f→ W

g→ U R-Homomor-

phismen. Dann gilt offenbar Ṽ
f̃→ W̃

g̃→ Ũ . Wir zeigen

a. g̃ ◦ f = g̃ ◦ f̃ .
b. ĩd = id.

Man sagt in diesem Fall, daß ˜ ein
”
Funktor“ ist.

Beweis. a.

g̃(f̃(v1 + iv2)) = g̃(f(v1) + if(v2))

= g(f(v1)) + ig(f(v2))

= (g ◦ f)(v1) + i(g ◦ f)(v2)

= (g̃ ◦ f)(v1 + iv2)

b. ĩd(v1 + iv2) = v1 + iv2.

Lemma. Seien V n-dimensionaler R-Vektorraum und f ∈ HomR(V, V ).

(1) Ist x1, . . . , xn eine Basis von V über R, so ist x1, . . . , xn Basis von

Ṽ über C.
(2) Es gilt dimR(V ) = dimC(Ṽ ) und dimR(Ṽ ) = 2dimR(V ).
(3) Das charakteristische Polynom pf von f ist gleich dem charakteri-

stischen Polynom p
f̃

von f̃ .
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Beweis. (1) Offenbar ist V ⊆ Ṽ . x1, . . . , xn sind linear unabhängig über
C: Seien αj, βj ∈ R und gelte

∑n
j=1(αj + iβj)xj = 0. Dann folgt

n∑

j=1

αjxj + i

n∑

j=1

βjxj = 0

n∑

j=1

αjxj = 0 und
n∑

j=1

βjxj = 0

α1 = · · · = αn = 0 und β1 = · · · = βn = 0,

da x1, . . . , xn R-linear unabhängig sind.

x1, . . . , xn bilden ein Erzeugendensystem über C von Ṽ : Sei v+ iw ∈ Ṽ mit
v,w ∈ V . Dann gilt v =

∑n
j=1 αjxj und w =

∑n
j=1 βjxj mit αj , βj ∈ R, also∑n

j=1(αj + iβj)xj = v + iw.

(2) dimR(V ) = dimC(Ṽ ) gilt nach Teil (1). Es ist dimR(Ṽ ) = 2n, da

x1, . . . , xn, ix1, . . . , ixn eine R-Basis von Ṽ bildet.
(3) Seien x1, . . . , xn Basis von V über R und A darstellende Matrix von

f bezüglich x1, . . . , xn.

f



x1
...
xn


 = At



x1
...
xn


 .

Also gilt pf = det(A− tE). Nach Teil (1) ist wegen

f̃



x1
...
xn


 = At



x1
...
xn




A auch darstellende Matrix von f̃ . Also hat man pf̃ = det(A−tE) = pf .

Korollar. Seien V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und f ∈
HomR(V, V ). Dann gilt:

(1) Ist dimV ungerade, so besitzt f mindestens einen Eigenvektor,
d.h. es gibt einen Unterraum U ⊆ V der Dimension 1, welcher
f -invariant ist (also f(U) ⊆ U).

(2) Ist dimV beliebig (aber ≥ 1), so gibt es einen f -invarianten Un-
terraum U ⊆ V der Dimension 1 oder 2.

Beweis. (2) Betrachte f̃ ∈ HomC(Ṽ , Ṽ ). Wegen dimV ≥ 1 hat p
f̃

eine

Nullstelle λ über C. Sei etwa λ =: α+ iβ mit α, β ∈ R. λ ist dann Eigenwert
von f̃ . Sei x = v + iw ∈ Ṽ Eigenvektor von f̃ zum Eigenwert λ (also x 6= 0



8.1. KOMPLEXIFIZIERUNG 147

und v,w ∈ V ). Man erhält

f̃(x) = λx

f̃(v + iw) = (α+ iβ)(v + iw)

f(v) + if(w) = αv − βw + i(αw + βv)
{
f(v) = αv − βw
f(w) = αw + βv

f

(
v
w

)
=

(
α −β
β α

)(
v
w

)

Der Unterraum U := Rv + Rw leistet also das Verlangte.
(1) pf hat eine reelle Nullstelle α ∈ R (nach einer Folgerung in 8.1.2).

Also ist α ein Eigenwert von f . Sei v 6= 0, v ∈ V Eigenvektor von f zum
Eigenwert α. Dann ist f(v) = αv. Der Unterraum U := Rv leistet also das
Verlangte.

8.1.5. Konjugation. Sei V ein R-Vektorraum. Die Abbildung

Ṽ → Ṽ

v + iw 7→ v − iw für v,w ∈ V
heißt Konjugation auf Ṽ .

Bemerkungen. (1) Für alle x, y ∈ Ṽ und α ∈ C gilt

x+ y = x+ y

αx = αx

x = x

x = x genau dann, wenn x ∈ V.
Dies zeigt man wie für C = R̃. Zum Beispiel zeigt man die letzte

Äquivalenz wie folgt. Sei x = v+ iw mit v,w ∈ V , also x = v− iw.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

x = x

v + iw = v − iw
2iw = 0

w = 0

x ∈ V.
(2) Sei wieder x = v + iw mit v,w ∈ V . Dann gilt

v =
1

2
(x+ x), w =

1

2i
(x− x).

8.1.6. Abstieg von C nach R. Wir zeigen, wann man aus dem Vor-
handensein von Homomorphismen oder Unterräumen in der Komplexifizie-
rung Ṽ schließen kann auf das Vorhandensein entsprechender Objekte in
V .

Satz. Seien V,W R-Vektorräume.

(1) Für alle x ∈ Ṽ gilt x ∈ V genau dann, wenn x = x.
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(2) Ein beliebiges g ∈ HomC(Ṽ , W̃ ) hat die Form g = f̃ für ein f ∈
HomR(V,W ) genau dann, wenn g(x) = g(x) für alle x ∈ Ṽ . In
diesem Fall ist f = g�V .

(3) Für einen beliebigen C-Unterraum U ′ von Ṽ gilt: Es gibt einen R-

Unterraum U von V mit U ′ = Ũ genau dann, wenn für alle x ∈ U ′

gilt x ∈ U ′, d.h. wenn U ′ invariant ist unter Konjugation. In diesem
Fall ist U = {x ∈ U ′ | x = x }.

Beweis. (1) Dies war oben als Bemerkung (1) bewiesen.

(2) Sei g ∈ HomC(Ṽ , W̃ ). Nehmen wir zunächst an, daß g = f̃ für ein
f ∈ HomR(V,W ). Dann gilt für ein beliebiges x = v1 + iv2 mit v1, v2 ∈ V

f̃(x) = f(v1) + if(v2)

= f(v1)− if(v2)

= f(v1) + if(−v2)
= f̃(v1 − iv2)
= f̃(x).

Sei nun umgekehrt g(x) = g(x) für alle x ∈ Ṽ . Für alle x ∈ V gilt dann

g(x) = g(x) = g(x) (da x = x), also g(x) ∈ W nach Teil 1. Daher ist

g�V =: f ∈ HomR(V,W ). Weiter gilt f̃ = g, da die Fortsetzung von f zu

einem f̃ ∈ HomC(Ṽ , W̃ ) eindeutig bestimmt ist.

(3) Sei U ′ ⊆ Ṽ ein C-Unterraum. Nehmen wir zunächst an, daß U ′ = Ũ

für einen R-Unterraum U von V . Dann läßt sich jedes x ∈ Ũ schreiben in der
Form x = u1 + iu2 mit u1, u2 ∈ U . Also ist auch x = u1 − iu2 ∈ Ũ . Sei nun
umgekehrt U ′ invariant unter Konjugation. Gesucht ist ein R-Unterraum U
von V mit U ′ = Ũ . Wir setzen U := {x ∈ U ′ | x = x }.

Zu U ′ ⊆ Ũ . Sei x = v1 + iv2 ∈ U ′ mit v1, v2 ∈ V . Dann ist v1 = 1
2(x+x)

und v2 = 1
2i(x − x). Beide Vektoren sind in U ′, da mit x auch x ∈ U ′ ist.

Wegen v1 = v1 und v2 = v2 haben wir v1, v2 ∈ U und damit x ∈ Ũ .
Zu Ũ ⊆ U ′. Sei x ∈ Ũ , also x = u1 + iu2 mit u1, u2 ∈ U . Dann sind

u1, u2 ∈ U ′, also auch x ∈ U ′.
Wir müssen noch zeigen, daß U eindeutig bestimmt ist. Sei also U0 ⊆ V

ein weiterer R-Unterraum mit U ′ = Ũ0. Gezeigt wird U0 = U := {x ∈
U ′ | x = x }. Sei zunächst x ∈ U0. Dann ist x = x und x ∈ Ũ0 = U ′, also
x ∈ U . Sei nun umgekehrt x ∈ U . Dann ist x ∈ U ′ mit x = x, und ferner
x = v1 + iv2 mit v1, v2 ∈ U0 (da x ∈ U ′ = Ũ0). Wegen x = x folgt v2 = 0,
also x = v1 ∈ U0.

Bemerkungen. (1) Wir haben die Komplexifizierung bezüglich
R ⊆ C durchgeführt. Allgemeiner kann man eine entsprechende
Konstruktion für eine beliebige Körpererweiterung K ⊆ L und
einen K-Vektorraum V durchführen. Man kann dann L ⊗K V als
L-Vektorraum auffassen (siehe Abschnitt 10.4 über Tensorproduk-
te).

(2) Ist eine Körpererweiterung K ⊆ L eine sogenannte Galoiserweite-
rung (siehe Algebra-Vorlesung), so läßt sich der Abstieg von L nach
K wie eben der von C nach R durchführen.



8.2. ANWENDUNG AUF DIE REELLE JORDANSCHE NORMALFORM 149

8.2. Anwendung auf die reelle Jordansche Normalform

Zunächst sei noch einmal an den Beweis des Satzes über die Jordansche
Normalform erinnert (wir schreiben jetzt V λ anstelle von Uf,λ). Für jeden

Eigenwert λ von f hatten wir g := f − λid gesetzt und den Hauptraum V λ

zum Eigenwert λ definiert durch

V λ :=

∞⋃

m=0

ker gm.

Es war

0 ( ker g ( · · · ( ker gk︸ ︷︷ ︸
V λ

= ker gk+1 = . . . .

In V λ wurde dann eine geeignete Basis gewählt. Die Dimension von V λ war
die Vielfachheit von λ als Nullstelle von pf . Ferner hatten wir eine Zerlegung

V = ker gk︸ ︷︷ ︸
V λ

⊕ im gk

in f -invariante Unterräume erreicht. Das volle Resultat ergab sich durch
Iteration. Aus dem damaligen Überlegungen erhält man insbesondere:

8.2.1. Hauptraumzerlegung.

Satz. Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f : V → V line-
ar. Ferner sei pf Produkt linearer Faktoren, etwa pf = (−1)n

∏s
j=1(t−λj)ej

mit verschiedenen λj und ej ≥ 1. Für jedes λ ∈ K setzen wir V λ :=⋃∞
m=0 ker gm. Dann gilt

V =
⊕

λ∈K

V λ.

Beweis. Offenbar ist V λ 6= 0 genau dann, wenn λ Eigenwert von f ist.
Es seien λ1, . . . , λs die verschiedenen Eigenwerte von f . Wir betrachten die
Abbildung

h : V λ1 × · · · × V λs → V

(x1, . . . , xs) 7→ x1 + · · ·+ xs,

Man sieht sofort, daß h linear ist. h ist surjektiv aufgrund der Konstruktion
der Basis im Beweis des Satzes über die Jordansche Normalform (Basisele-
mente, die zum Eigenwert λ gehören, liegen in V λ). Ferner gilt nach dem
Dimensionssatz

dim kerh+ dimV = dimV λ1 × · · · × V λs

= dimV λ1 + · · ·+ dimV λs

= e1 + · · ·+ es

= dimV.

Demnach ist ker h = 0, also h ein Isomorphismus, also V =
⊕s

j=1 V
λj .
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8.2.2. Reelle Jordansche Normalform.

Satz. Seien V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und f : V → V line-
ar. Dann gibt es eine Basis v1, . . . , vn von V mit

f



v1
...
vn


 =



A1 0

. . .

0 Ar






v1
...
vn


 ,

wobei jedes Aj ∈ Rnj×nj die Form



λ 1 0
λ 1

. . .
. . .

λ 1
0 λ




(λ reeller Eigenwert von f) oder die Form



α −β
β α

1 0
0 1

0

α −β
β α

1 0
0 1

. . .
1 0
0 1

0
α −β
β α




(λ := α+ iβ (β 6= 0) komplexer Eigenwert von f̃ , mit α, β ∈ R) hat.

Beweis. Wir betrachten die eindeutige Fortsetzung f̃ : Ṽ → Ṽ von f auf
Ṽ . Nach 8.2.1 gilt Ṽ =

⊕
λ∈C

Ṽ λ. Für Ṽ können wir jetzt den Satz über die
Jordansche Normalform anwenden, da C algebraisch abgeschlossen ist. Er
liefert eine Basis, so daß die darstellende Matrix von f Jordan-Normalform
hat. Unser Ansatz ist die Konstruktion einer solchen Basis, und anschließend
ein Abstieg von C nach R.

1. Sei λ ∈ C, λ Eigenwert von f̃ . Wir setzen g := f̃ −λid und betrachten
g := f̃ − λid ∈ HomC(Ṽ , Ṽ ). Dann gilt

gl(x) = gl(x) für alle x ∈ Ṽ , l ≥ 0.

Beweis. Es ist g(x) = f̃(x)− λx = f̃(x) − λx = g(x). Wir führen den
Beweis durch Induktion über l. Basis l = 0. Wegen g0 = g0 = id ist hier
nichts zu zeigen. Schritt l 7→ l + 1.

gl+1(x) = g(gl(x))

= g(gl(x)) nach der Vorbemerkung

= g(gl(x)) nach Induktionsvoraussetzung

= gl+1(x).
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2. Sei λ komplexer Eigenwert von f̃ . Dann ist Ṽ λ → Ṽ λ, x 7→ x bijektiv.

Beweis. Sei x ∈ Ṽ λ, also gl(x) = 0 für ein l. Nach (1) ist gl(x) = gl(x) =

0, also x ∈ Ṽ λ. Genauso zeigt man, daß aus y ∈ Ṽ λ folgt y ∈ Ṽ λ.

3. Sei λ reeller Eigenwert von f̃ (also auch von f). Nach (2) ist Ṽ λ

invariant bei Konjugation. Nach Teil 3 des Satzes in 8.1.6 ist dann Ṽ λ = Ũ
für einen R-Unterraum U ⊆ V , und es gilt

U = {x ∈ Ṽ λ | x = x } = {x ∈ V | ∃l (f̃ − λid)l(x)︸ ︷︷ ︸
=(f−λid)l(x)

= 0 } = V λ.

Also ist Ṽ λ = Ṽ λ. Man wähle man nun wie im Beweis der Jordan-Normal-
form eine

”
gute“ Basis von V λ bezüglich f . Sie ist dann auch Basis von Ṽ λ

bezüglich f̃ .
4. Sei λ komplexer Eigenwert von f̃ mit λ 6= λ. Sei v1 + iw, . . . , vm+ iwm

eine
”
gute“ Basis von Ṽ λ mit vj , wj ∈ V , so daß f̃ bezüglich dieser Basis

durch eine Matrix in Jordanscher Normalform dargestellt wird. Da Ṽ λ →
Ṽ λ, x 7→ x ein Isomorphismus ist, muß v1− iw1, . . . , vm− iwm Basis von Ṽ λ

sein. Also ist v1, w1, . . . , vm, wm eine C-Basis von Ṽ λ ⊕ Ṽ λ (da es sich um

ein Erzeugendensystem aus dim Ṽ λ ⊕ Ṽ λ = 2m Elementen handelt). OBdA
sei

f̃



v1 + iw1

...
vm + iwm


 =




λ 1 0
λ 1

. . .
. . .

λ 1
0 λ






v1 + iw1

...
vm + iwm




(man betrachte jede Jordan-Matrix einzeln). Also gilt für j < m mit λ =:
α+ iβ

f̃(vj + iwj)︸ ︷︷ ︸
f(vj)+if(wj)

= (α+ iβ)(vj + iwj)︸ ︷︷ ︸
αvj−βwj+i(βvj+αwj)

+vj+1 + iwj+1

{
f(vj) = αvj − βwj + vj+1

f(wj) = βvj + αwj + wj+1

f

(
vj
wj

)
=

(
α −β 1 0
β α 0 1

)



vj
wj
vj+1

wj+1


 .

Ebenso erhält man für j = m

f

(
vm
wm

)
=

(
α −β
β α

)(
vm
wm

)
.

5. Konstruiert wurde eine C-Basis von Ṽ =
⊕

λ∈C
Ṽ λ, bestehend aus

Vektoren aus V . Da dimR(V ) = dimC(Ṽ ), und die Familie der C-Basis auch
R-linear unabhängig ist, hat man damit eine R-Basis von V konstruiert. f
hat bezüglich dieser Basis die gewünschte Form.
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8.3. Unitäre Vektorräume

Die komplexen Zahlen kann man als den euklidischen Vektorraum R2

auffassen, indem man ξ = α+ iβ mit dem Paar (α, β) identifiziert (in 1.2.4
waren die komplexen Zahlen so definiert worden). Für den Betrag gilt dann

‖(α, β)‖ =
√
α2 + β2 = |ξ| =

√
ξξ.

Wir betrachten jetzt die folgende Abbildung

σ : C×C→ C

(ξ, ξ′) 7→ ξξ′.

Dann gilt offenbar

σ(ξ, ξ) ≥ 0,

+
√
σ(ξ, ξ) = |ξ|,

σ(ξ, ξ′) = ξξ′ = ξ ξ′ = σ(ξ′, ξ).

Entsprechend erweitern wir jetzt den Begriff eines euklidischen Vektorraums
(über R) zu dem eines unitären Vektorraums (über C).

8.3.1. Hermitesches Skalarprodukt.

Definition. Seien V ein C-Vektorraum und σ : V ×V → C eine Abbil-
dung. σ heißt hermitesches Skalarprodukt , wenn σ linear im ersten Argument
ist, d.h. wenn für alle x, y, z ∈ V und alle α, β ∈ C gilt

σ(αx+ βy, z) = ασ(x, z) + βσ(y, z),

ferner σ eine hermitesche Abbildung ist, d.h. für alle x, y ∈ V gilt

σ(x, y) = σ(y, x),

und σ positiv definit ist, d.h. für alle x ∈ V gilt

σ(x, x) > 0 für x 6= 0.

(V, σ) heißt unitärer Vektorraum, wenn σ ein hermitesches Skalarprodukt
auf V ist.

Bemerkungen. Sei (V, σ) ein unitärer Vektorraum.

(1) Es ist σ(x, x) ∈ R für alle x ∈ V (wegen σ(x, x) = σ(x, x)). Deshalb
ist die Forderung σ(x, x) > 0 in der Definition sinnvoll.

(2) Offenbar gilt σ(x, x) = 0 genau dann, wenn x = 0. Beweis: Aus
σ(x, x) = 0 folgt x = 0 wegen der positiven Definitheit. Umgekehrt
ist σ(0, y) = 0 für alle y, da σ(x, y) linear im ersten Argument ist.

(3) Es gilt σ(x, αy + βz) = ασ(x, y) + βσ(x, z), denn

σ(x, αy + βz) = σ(αy + βz, x)

= ασ(y, x) + β σ(z, x)

= ασ(x, y) + βσ(x, z).

Man sagt deshalb, daß σ semilinear im zweiten Argument ist.
(4) Man nennt Abbildungen σ : V × V → C, die linear im ersten und

semilinear im zweiten Argument sind, auch Sesquilinearformen (lat.

”
anderthalb“).
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Beispiele. (1) Das Standardbeispiel ist V = Cn, wobei für x =
( ξ1

...
ξn

)
und y =

( η1
...
ηn

)
gesetzt wird

σ(x, y) := xty = ξ1η1 + · · ·+ ξnηn.

Man zeigt leicht, daß damit ein hermitesches Skalarprodukt defi-
niert ist: Offenbar ist σ linear im ersten Argument. σ ist hermite-
sche Abbildung, denn

σ(x, y) = xty = xty = ytx = σ(y, x).

σ ist positiv definit, denn

σ(x, x) = xtx = ξ1ξ1 + · · ·+ ξnξn = |ξ1|2 + · · · + |ξn|2 > 0,

falls ein |ξj| 6= 0. Man nennt σ das kanonische Skalarprodukt im
Cn.

(2) Seien (V, σ) ein unitärer Vektorraum, W ein C-Vektorraum und
f : W → V ein C-Monomorphismus (z.B. W ⊆ V ein Unterraum
und f die Einbettung). Setze

σf (x, y) := σ(f(x), f(y))

für alle x, y ∈W . Dann ist (W,σf ) ein unitärer Vektorraum.

Beweis. Offenbar ist σf linear im ersten Argument. σf ist her-
mitesche Abbildung, denn

σf (x, y) = σ(f(x), f(y)) = σ(f(y), f(x)) = σf (y, x).

σf ist positiv definit, denn für x ∈W mit x 6= 0 ist f(x) 6= 0 (da f
ein Monomorphismus ist), also 0 < σ(f(x), f(x)) = σf (x, x).

Viele Definitionen und Sätze mit ihren Beweisen lassen sich leicht von
euklidischen auf unitäre Vektorräume übertragen. Wir wollen dies im fol-
genden durchführen.

8.3.2. Orthogonale Projektion auf einen Vektor. Sei (V, σ) ein

unitärer Vektorraum und x, y ∈ V . Dann nennt man ‖x‖ :=
√
σ(x, x) ≥ 0

die Länge von x. Ferner nennt man x orthogonal zu y und schreibt x ⊥ y,
wenn gilt σ(x, y) = 0. Ist noch y 6= 0, so nennt man ein p ∈ V orthogonale
Projektion von x auf y, wenn gilt

(1) p ∈ Cy und
(2) x− p ⊥ y.

h := x− p heißt Lot von x auf y.

Satz. Sei (V, σ) ein unitärer Vektorraum, x, y ∈ V und y 6= 0. Es gibt
genau eine orthogonale Projektion von x auf y, und zwar

p =
σ(x, y)

σ(y, y)
y.

Beweis. Wie in Abschnitt 5.1.
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8.3.3. Schwarzsche Ungleichung.

Satz. Seien (V, σ) ein unitärer Vektorraum und x, y ∈ V . Dann gilt

(1) ‖x‖ = 0 genau dann, wenn x = 0.
(2) ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ für alle α ∈ C.
(3) (Schwarzsche Ungleichung). |σ(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖. Die Gleichheit

gilt genau dann, wenn x und y linear abhängig sind.
(4) (Dreiecksungleichung). ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Beweis. Wie in Abschnitt 5.1. Nur für die Schwarzsche Ungleichung
und die Dreiecksungleichung muß die frühere Argumentation leicht verändert
werden.

(3) OBdA sei y 6= 0. Sei p = σ(x,y)
σ(y,y)y die orthogonale Projektion von x

auf y und h := x− p das Lot von x auf y. Dann gilt

0 ≤ σ(h, h)

= σ(x− p, x− p)
= σ(x, x)− σ(p, x)− σ(x, p) + σ(p, p)

= σ(x, x)− σ(x, y)

σ(y, y)
σ(y, x)− σ(x, y)

σ(y, y)
σ(x, y) +

σ(x, y)σ(x, y)

σ(y, y)σ(y, y)
σ(y, y)

=
σ(x, x)σ(y, y) − σ(x, y)σ(x, y)

σ(y, y)
,

also |σ(x, y)|2 ≤ σ(x, x)σ(y, y). Für den Zusatz (Gleichheit gilt genau dann,
wenn x und y linear abhängig sind) kann man den Beweis in 5.1 unverändert
übernehmen.

(4) Man erhält aufgrund der Schwarzschen Ungleichung

σ(x+ y, x+ y) = σ(x, x) + σ(x, y) + σ(y, x) + +σ(y, y)

= σ(x, x) + σ(x, y) + σ(x, y) + σ(y, y)

= σ(x, x) + 2Re(σ(x, y)) + σ(y, y)

≤ σ(x, x) + 2|σ(x, y)| + σ(y, y)

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2

= (‖x‖+ ‖y‖)2.
Das war zu zeigen.

8.3.4. Orthonormalsystem und Orthonormalbasis. Eine Familie
(ei)i∈I von Vektoren aus einem unitären Vektorraum heißt Orthonormalsy-
stem (ONS), wenn gilt

σ(ei, ej) = 0 für i, j ∈ I, i 6= j,

σ(ei, ei) = 1 für i ∈ I.
(ei)i∈I heißt Orthonormalbasis (ONB), wenn zusätzlich (ei)i∈I Basis ist. Im
Standardbeispiel (Cn, σ) mit σ(x, y) = xty ist (e1, . . . , en) Orthonormalba-
sis. Ferner gilt wieder: Ist (ei)i∈I Orthonormalsystem, so ist (ei)i∈I linear
unabhängig. Ist x ∈ V und U ⊆ V Unterraum, so heißt p ∈ V orthogonale
Projektion von x auf U , wenn gilt

(1) p ∈ U und
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(2) x− p ⊥ U (d.h. x− p ⊥ u für alle u ∈ U).

h := x− p heißt Lot von x auf U . (Für U = Cy ist das die alte Definition).
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8.3.5. Orthogonale Projektion auf einen Unterraum.

Satz. Seien (V, σ) ein unitärer Vektorraum, x ∈ V , ferner U ⊆ V
ein Unterraum und (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von U . Dann gibt es
genau eine orthogonale Projektion von x auf U , und zwar

p =

n∑

i=1

σ(x, ei)ei.

Beweis. Wie in Abschnitt 5.1.

8.3.6. Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren.

Satz. Seien (V, σ) ein unitärer Vektorraum, x1, x2, x3, . . . linear unab-
hängig (endlich oder abzählbar unendlich viele Vektoren). Dann kann man
ein Orthonormalsystem e1, e2, e3, . . . konstruieren (soviele wie die xn’s) so
daß für jedes n gilt: (e1, . . . , en) ist Orthonormalbasis von Un := 〈x1, . . . , xn〉.

Beweis. Wie in Abschnitt 5.1.

Jeder endlichdimensionale unitäre Vektorraum besitzt also eine Ortho-
normalbasis.

8.3.7. Orthogonales Komplement.

Satz. Seien V ein unitärer Vektorraum und U ⊆ V ein endlichdimen-
sionaler Unterraum. Dann gilt

(1) V = U ⊕ U⊥.
(2) U = U⊥⊥.

Beweis. (1) V = U+U⊥. Seien x ∈ V und p die orthogonale Projektion
von x auf U . Dann ist

x = p︸︷︷︸
∈U

+(x− p︸ ︷︷ ︸
∈U⊥

) ∈ U + U⊥.

U ∩ U⊥ = 0. Sei x ∈ U ∩ U⊥. Dann ist x ⊥ x, also σ(x, x) = 0 und damit
x = 0.

(2) U ⊆ U⊥⊥ gilt stets (auch für eine Menge M statt U). U⊥⊥ ⊆ U : Sei
x ∈ U⊥⊥. Dann gilt

x = p︸︷︷︸
∈U

+(x− p︸ ︷︷ ︸
∈U⊥

) nach Teil (1)
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{
x− p ⊥ x da x− p ∈ U⊥ und x ∈ U⊥⊥

x− p ⊥ p da x− p ∈ U⊥ und p ∈ U
σ(x− p, x− p) = 0

x− p = 0

x = p ∈ U.

8.3.8. Komplexifizierung. Einen euklidischen Vektorraum kann man
stets in eindeutiger Weise zu einem unitären Vektorraum machen.

Satz. Seien (V, σ) euklidischer Vektorraum und Ṽ die Komplexifizie-

rung von V . Dann gibt es genau ein hermitesches Skalarprodukt σ̃ auf Ṽ
mit σ̃�V = σ.

Beweis. Es war V ⊆ Ṽ = {x+ iy | x, y ∈ V }.
Eindeutigkeit von σ̃. Sei σ̃ hermitesches Skalarprodukt mit σ̃�V = σ.

Dann gilt für alle x, y, u, v ∈ V
σ̃(x+ iy, u+ iv) = σ̃(x, u) + iσ̃(y, u)− iσ̃(x, v) + σ̃(y, v)

= σ(x, u) + σ(y, v) + i(σ(y, u) − σ(x, v)).

Also ist σ̃ nur von σ abhängig.
Existenz von σ̃. Für x, y, u, v ∈ V setze

σ̃(x+ iy, u+ iv) := σ(x, u) + σ(y, v) + i(σ(y, u) − σ(x, v)).

Durch Nachrechnen zeigt man, daß dann σ̃ ein hermitesches Skalarprodukt
ist:

1. σ̃ ist linear im ersten Argument: Die Additivität im ersten Argument
ist klar. Ferner gilt

σ̃((α + iβ)(x+ iy), u+ iv)

= σ̃(αx− βy + i(αy + βx), u+ iv)

= σ(αx − βy, u) + σ(αy + βx, v) + i(σ(αy + βx, u)− σ(αx− βy, v)).
Andererseits ist

(α + iβ)σ̃(x+ iy, u+ iv)

= ασ(x, u) + ασ(y, v) − βσ(y, u) + βσ(x, v)

+ i(βσ(x, u) + βσ(y, v) + ασ(y, u) − ασ(x, v)).

2. σ̃ ist hermitesch: Es gilt

σ̃(u+ iv, x+ iy) = σ(u, x) + σ(v, y) + i(σ(v, x) − σ(u, y))

= σ(x, u) + σ(y, v) + i(σ(x, v) − σ(y, u))

= σ̃(x+ iy, u+ iv).

3. σ̃ ist positiv definit: Es gilt

σ̃(x+ iy, x+ iy) = σ(x, x) + σ(y, y) + i(σ(y, x) − σ(x, y)︸ ︷︷ ︸
=0

) > 0,

falls x 6= 0 oder y 6= 0.
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Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt: Ist (e1, . . . , en)
eine Orthonormalbasis von V , so ist (e1, . . . , en) auch eine Orthonormalbasis

von Ṽ . Beweis. Nach Lemma 8.1.4 ist (e1, . . . , en) eine C-Basis von Ṽ , und
außerdem gilt σ̃(er, es) = σ(er, es) = δrs.

Beispiel. Auf V = Rn sei σ(x, y) = xty für x, y ∈ Rn. Auf Ṽ = Cn gilt
dann σ̃(a, b) = atb für a, b ∈ Cn. Dies kann man wie früher durch Verifikation
beweisen, indem man zeigt, daß σ̃ ein hermitesches Skalarprodukt ist. Eine
andere Möglichkeit ist die folgende. Nach dem Satz existiert σ̃ so daß σ̃�V =
σ. Für a =

∑n
j=1 αjej und b =

∑
l βlel ist dann

σ̃(a, b) =
∑

j,l

αjβlσ(ej , el) = atb.

8.3.9. Darstellungssatz.

Satz. Seien (V, σ) ein endlichdimensionaler unitärer (bzw. euklidischer)
Vektorraum und g ∈ V ∗ = HomC(V,C) (bzw. = HomR(V,R)). Dann gibt es
genau ein y ∈ V so daß für alle x ∈ V gilt

g(x) = σ(x, y).

Ist (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von V , so gilt y =
∑n

j=1 g(ej)ej .

Beweis. Sei (V, σ) ein unitärer Vektorraum (ebenso geht es im Fall eines
euklidischen Vektorraums).

Existenz von y. Seien (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von V und
x ∈ V . Dann gilt

x =

n∑

j=1

σ(x, ej)ej

g(x) =
n∑

j=1

σ(x, ej)g(ej) = σ(x,
n∑

j=1

g(ej)ej

︸ ︷︷ ︸
=:y

).

Eindeutigkeit von y. Seien y, y′ mit den im Satz formulierten Eigenschaf-
ten gegeben. Dann gilt

σ(x, y) = σ(x, y′) für alle x ∈ V
σ(x, y − y′) = 0 für alle x ∈ V
σ(y − y′, y − y′) = 0

y − y′ = 0.

8.3.10. Adjungierter Endomorphismus. Für A = (αij) ∈ Cn×n

definieren wir

A := (αij) und A∗ := A
t
= (αji)ij .

A heißt die konjugierte Matrix und A∗ die adjungierte Matrix zu A.

Satz. Seien (V, σ) ein endlichdimensionaler unitärer (bzw. euklidischer)
Vektorraum und f ∈ HomC(V, V ) (bzw. ∈ HomR(V, V )).
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(1) Es gibt genau ein f∗ ∈ HomC(V, V ) (bzw. ∈ HomR(V, V )) so daß
für alle x, y ∈ V gilt

σ(f(x), y) = σ(x, f∗(y)).

f∗ heißt der zu f adjungierte Endomorphismus. Ist (e1, . . . , en) eine
Orthonormalbasis von V , so gilt

f∗(y) =

n∑

j=1

σ(y, f(ej))ej .

(2) Ist A ∈ Cn×n (bzw. ∈ Rn×n) die darstellende Matrix von f bzgl.
einer Orthonormalbasis A = (e1, . . . , en) von V , so ist A∗ die dar-
stellende Matrix von f∗ bzgl. (e1, . . . , en), also

MA(f∗) =MA(f)∗.

Beweis. (1) Existenz von f∗. Sei y ∈ V fest. Betrachte

g : V → C (bzw. R)

x 7→ σ(f(x), y).

Es ist g ∈ V ∗. Sei (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von V . Nach dem
Darstellungssatz gilt

σ(f(x), y) = g(x) = σ(x,
n∑

j=1

g(ej)ej) = σ(x,
n∑

j=1

σ(f(ej), y)ej).

Setze

f∗(y) :=

n∑

j=1

σ(f(ej), y)ej =

n∑

j=1

σ(y, f(ej))ej .

Dann ist offenbar f∗ ∈ HomC(V, V ), und für alle x, y ∈ V gilt σ(f(x), y) =
σ(x, f∗(y)).

Eindeutigkeit von f∗. f∗(y) ist eindeutig bestimmt nach dem Darstel-
lungssatz.

(2) Sei A = (αij) ∈ Cn×n (bzw. ∈ Rn×n) darstellende Matrix von f bzgl.
der Orthonormalbasis (e1, . . . , en), also

f(ej) =

n∑

i=1

αijei.

Dann gilt

f∗(ej) =
∑

s

σ(ej , f(es)︸ ︷︷ ︸∑
i αisei

)es =
∑

s,i

αis σ(ej , ei)︸ ︷︷ ︸
δji

es =
∑

s

αjses.

Das war zu zeigen.

Bemerkung. Seien (V, σ) ein endlichdimensionaler unitärer (bzw. eu-
klidischer) Vektorraum, f, g ∈ HomC(V, V ) (bzw. ∈ HomR(V, V )) und α ∈ C
(bzw. ∈ R). Dann gilt

(1) (f + g)∗ = f∗ + g∗.
(2) (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗.
(3) (αf)∗ = αf∗.
(4) f∗∗ = f .
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(5) Ist f ein Isomorphismus, so gilt (f−1)∗ = (f∗)−1.

Die Abbildung f 7→ f∗ für f ∈ HomC(V, V ) (bzw. ∈ HomR(V, V )) hat also
ähnliche Eigenschaften wie die Konjugation α 7→ α für α ∈ C.

Beweis. (1) Für alle x, y ∈ V gilt

σ((f + g)(x), y) = σ(f(x) + g(x), y)

= σ(f(x), y) + σ(g(x), y)

= σ(x, f∗(y)) + σ(x, g∗(y))

= σ(x, f∗(y) + g∗(y))

= σ(x, (f∗ + g∗)(y)).

Also ist (f + g)∗ = f∗ + g∗.
(2) Für alle x, y ∈ V gilt

σ((f ◦ g)(x), y) = σ(g(x), f∗(y)) = σ(x, (g∗ ◦ f∗)(y)).
Also ist (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗.

(3) Für alle x, y ∈ V gilt

σ(αf(x), y) = ασ(f(x), y) = ασ(x, f∗(y)) = σ(x, αf∗(y)).

Also ist (αf)∗ = αf∗.
(4) Zu zeigen ist

σ(f∗(x), y) = σ(x, f(y))

für alle x, y ∈ V , denn nach der Definition adjungierter Abbildungen folgt
daraus die Behauptung. Es gilt aber

σ(f∗(x), y) = σ(y, f∗(x)) = σ(f(y), x) = σ(x, f(y)).

(5) Sei f ein Isomorphismus. Dann ist f ◦ f−1 = id, also wegen der
Eindeutigkeit des adjungierten Endomorphismus auch (f ◦f−1)∗ = id∗ = id.
Nach (2) ist aber (f ◦ f−1)∗ = (f−1)∗ ◦ f∗. Daraus folgt die Behauptung
(f−1)∗ = (f∗)−1.

Bemerkung. Teil (4) kann man auch leicht über darstellende Matrizen
beweisen: Ist A ∈ Cn×n darstellende Matrix von f bzgl. einer Orthonor-
malbasis (e1, . . . , en), so ist nach Teil (2) des Satzes 8.3.10 über adjungierte
Endomorphismen A∗ die darstellende Matrix von f∗ bzgl. derselben Ortho-
normalbasis (e1, . . . , en), und auch A∗∗ = A die darstellende Matrix von f∗∗

bzgl. (e1, . . . , en). Also muß f∗∗ = f sein.

8.3.11. Darstellende Matrizen von Endomorphismen. Wir stel-
len einige Eigenschaften darstellender Matrizen von Endomorphismen zu-
sammen, die wir im folgenden verwenden. Seien V ein n-dimensionaler K-
Vektorraum und A = (x1, . . . , xn) eine Basis von V . In 3.4.3 hatten wir
gesehen, daß

MA : HomK(V, V )→ Kn×n

MA(f) = die Matrix A = (αij) mit f(xj) =

n∑

i=1

αijxi für 1 ≤ j ≤ n
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ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Nun trägt HomK(V, V ) = EndK(V )
wie Kn×n sogar eine Ringstruktur: die (nicht kommutative) Multiplikati-
on ist die Komposition ◦ zweier Endomorphismen, und die Identität id das
Einselement. Wir wollen uns überlegen, daß der Vektorraum-Isomorphismus
MA auch mit der Ringstruktur verträglich ist. Seien also f, g ∈ EndK(V )
mit darstellenden Matrizen A = (αij) und B = (βjs) bzgl. derselben Basis
A = (x1, . . . , xn) gegeben. Wir zeigen

MA(f ◦ g) =MA(f) ◦MA(g),

MA(id) = E.

Beweis. Die zweite Geichung gilt offensichtlich. Für die erste haben wir
zunächst

f(xj) =
∑

i

αijxi und g(xs) =
∑

j

βjsxj ,

also

f(g(xs)) = f(
∑

j

βjsxj) =
∑

j

βjsf(xj) =
∑

j

βjs
∑

i

αijxi

=
∑

i

(∑

j

αijβjs

)
xi.

Ist also der Endomorphismus f oder die MatrixMA(f) invertierbar, so
gilt

MA(f−1) = (MA(f))−1.

8.3.12. Unitäre Endomorphismen.

Satz. Sei (V, σ) ein unitärer (bzw. euklidischer) Vektorraum, ferner
A = (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von V und A ∈ Cn×n (bzw. ∈ Rn×n)
die darstellende Matrix von f bzgl. (e1, . . . , en). Dann sind folgende Aussa-
gen äquivalent.

(1) f∗ = f−1 (insbesondere also: f ist Isomorphismus).
(2) A∗ = A−1 (insbesondere also: A ist invertierbar).
(3) σ(x, y) = σ(f(x), f(y)) für alle x, y ∈ V .
(4) ‖x‖ = ‖f(x)‖ für alle x ∈ V .
(5) (f(e1), . . . , f(en)) ist eine Orthonormalbasis von V .

Beweis. (1) ⇒ (2). Sei f ein Isomorphismus und es gelte f∗ = f−1.
Dann ist

MA(f)∗ =MA(f∗) nach 8.3.10

=MA(f−1) da f∗ = f−1

=MA(f)−1 nach 8.3.11.

(2) ⇒ (1). Sei A = MA(f) invertierbar und es gelte A∗ = A−1. Dann
ist

MA(f−1) =MA(f)−1 nach 8.3.11

=MA(f)∗ nach Voraussetzung

=MA(f∗) nach 8.3.10,
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also f∗ = f−1.
(1)⇔ (3). (3) ist äquivalent zu

σ(x, y) = σ(f(x), f(y)) = σ(x, (f∗ ◦ f)(y)) für alle x, y ∈ V .
Nach dem Eindeutigkeitsteil des Darstellungssatzes 8.3.9 ist dies äquivalent
zu f∗ ◦ f = id, also zu (1).

(3)⇔ (4). Dies folgt aus der Linearität von f und

‖x‖ =
√
σ(x, x)

σ(x, y) =
1

4
‖x+ y‖2 − 1

4
‖x− y‖2 +

i

4
‖x+ iy‖2 − i

4
‖x− iy‖2,

was man durch Nachrechnen leicht verifiziert.
(3)⇔ (5). Folgende Aussagen sind äquivalent.

∀x, y∈V : (σ(x, y) = σ(f(x), f(y)))

∀s, t : (σ(es, et)︸ ︷︷ ︸
δst

= σ(f(es), f(et)))

(f(e1), . . . , f(en)) ist Orthonormalsystem

(f(e1), . . . , f(en)) ist Orthonormalbasis.

Definition. Seien (V, σ) ein unitärer (bzw. euklidischer) Vektorraum
und f ∈ HomC(V, V ) (bzw. f ∈ HomR(V, V )). f heißt unitär (bzw. ortho-
gonal), wenn f eine Bedingung (und damit alle) des vorangehenden Satzes
erfüllt, etwa f∗ = f−1. Eine Matrix A ∈ Cn×n heißt unitär (bzw. orthogo-
nal), wenn A∗ = A−1. Folgende Bezeichnungen sind gebräuchlich.

U(n) := {A ∈ GL(n,C) | AtA = E } unitäre Gruppe

SU(n) := {A ∈ U(n) | detA = +1 } spezielle unitäre Gruppe.

O(n) := {A ∈ GL(n,R) | AtA = E } orthogonale Gruppe

SO(n) := {A ∈ O(n) | detA = +1 } spezielle orthogonale Gruppe

Bemerkung. Es gelten die Untergruppenbeziehungen

SO(n) ⊆ O(n) ⊆ GL(n,R),

SU(n) ⊆ U(n) ⊆ GL(n,C).

8.3.13. Selbstadjungierte Endomorphismen. Seien (V, σ) ein end-
lichdimensionaler unitärer (bzw. euklidischer) Vektorraum und ferner f ∈
HomC(V, V ) (bzw. ∈ HomR(V, V )). f heißt selbstadjungiert , wenn f = f∗

ist. Eine Matrix A ∈ Cn×n (bzw. ∈ Rn×n) heißt hermitesch (bzw. symme-

trisch), wenn A∗ = A ist, also A
t
= A (bzw. At = A).

Beispiel.
(

1 i
−i 0

)
ist hermitesch.

Satz. Seien (V, σ) ein endlichdimensionaler unitärer Vektorraum, f ∈
HomC(V, V ) und λ ∈ C ein Eigenwert von f . Dann gilt

(1) Ist f selbstadjungiert, so ist λ ∈ R.
(2) Ist f unitär, so ist |λ| = 1.
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Beweis. Seien x ∈ V , x 6= 0 und f(x) = λx. Dann erhält man folgendes.
(1)

f = f∗

σ(f(x), x) = σ(x, f(x))

σ(λx, x) = σ(x, λx)

λσ(x, x) = λσ(x, x)

λ = λ, da x 6= 0.

(2)

σ(f(x), f(x)) = σ(x, x)

σ(λx, λx) = σ(x, x)

λλσ(x, x) = σ(x, x)

λλ = 1, da x 6= 0

|λ| = 1.

8.3.14. Diagonalisierung. Im nächsten Kapitel 9 wollen wir uns mit
dem Problem befassen, wann ein Endomorphismus f eines gegebenen end-
lichdimensionalen unitären (bzw. euklidischen) Vektorraums (V, σ) diago-
nalisierbar ist, d.h. eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f besitzt.
Dafür zunächst einige vorbereitende Anmerkungen.

Bemerkungen. Sei (V, σ) ein endlichdimensionaler unitärer (bzw. eu-
klidischer) Vektorraum.

(1) Seien (e1, . . . , en) und (e′1, . . . , e
′
n) Orthonormalbasen von V . Nach

dem Satz in 8.3.12 über orthogonale Endomorphismen (insbeson-
dere der Äquivalenz von (2) und (5)) gilt


e1
...
en


 = C



e′1
...
e′n


 für ein C ∈ U(n) (bzw. ∈ O(n)).

(2) Seien A,B ∈ Cn×n (bzw. ∈ Rn×n). Dann sind folgende Aussagen
äquivalent.
• A undB sind darstellende Matrizen desselben f ∈ HomC(V, V )

(bzw. ∈ HomR(V, V )) f bezüglich evtl. verschiedener Ortho-
normalbasen.
• B = C−1AC für ein C ∈ U(n) (bzw. ∈ O(n)), d.h. A und B

sind unitär (bzw. orthogonal) äquivalent .

Beweis. Seien A,B darstellende Matrizen desselben Endomor-
phismus f ∈ HomC(V, V ) (bzw. ∈ HomR(V, V )) bezüglich der Or-
thonormalbasen (e1, . . . , en) und (e′1, . . . , e

′
n). Dann gilt

f



e1
...
en


 = At



e1
...
en


 und f



e′1
...
e′n


 = Bt



e′1
...
e′n


 .
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Nach (1) hat man ein C ∈ U(n) mit


e1
...
en


 = C



e′1
...
e′n


 .

Es folgt

At



e1
...
en


 = f



e1
...
en


 = Cf



e′1
...
e′n


 = CBt



e′1
...
e′n


 = CBtC−1



e1
...
en


 .

Also ist

At = CBtC−1

Bt = C−1AtC

B = CtA(C−1)t = D−1AD mit D = (Ct)−1 ∈ U(n) (bzw. ∈ O(n)).

Sei umgekehrt B = C−1AC für ein C ∈ U(n) (bzw. ∈ O(n)).
Man wähle eine Orthonormalbasis (e′1, . . . , e

′
n) und setze



e′1
...
e′n


 = Ct



e1
...
en


 .

Dann gilt für den durch

f



e1
...
en


 = At



e1
...
en




definierten Endomorphismus

f



e′1
...
e′n


=Ctf



e1
...
en


=CtAt



e1
...
en


=CtAt(Ct)−1



e′1
...
e′n


=(C−1AC)t



e′1
...
e′n


 .

Also sind A und B darstellende Matrizen von f bezüglich verschie-
dener Orthonormalbasen.

(3) Sei A darstellende Matrix von f bezüglich einer Orthonormalbasis.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent.
• V hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f .
•

C−1AC =



γ1 0

. . .

0 γn




für ein C ∈ U(n) (bzw. ∈ O(n)), mit γj ∈ C (bzw. ∈ R).

Beweis. Dies folgt aus (1) und (2), da die darstellende Matrix
bezüglich einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren eine Diagonal-
matrix ist.
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(4) Nach der Hauptachsentransformation in 5.4 gilt für jeden Endomor-
phismus f eines endlichdimensionalen euklidischen Vektorraums V :

Ist f selbstadjungiert, so hat V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Für Matrizen bedeutet dies: Ist A ∈ Rn×n symmetrisch, so gibt es
C ∈ O(n), γj ∈ R mit

C−1AC =



γ1 0

. . .

0 γn


 .

Der damalige Beweis verwendete Jacobische Rotationsmatrizen und
etwas Analysis. Im folgenden werden wir einen neuen Beweis dieses
Satzes geben, der die Komplexifizierung und den Fundamentalsatz
der Algebra benutzt. Gleichzeitig wird sich dabei eine Verallgemei-
nerung auf unitäre Räume ergeben.



KAPITEL 9

Endomorphismen

Wir wollen in diesem Kapitel die Endomorphismen von endlichdimen-
sionalen unitären (bzw. euklidischen) Vektorräumen genauer studieren. Als
erstes erhalten wir eine Charakterisierung derjenigen Endomorphismen, die
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren besitzen. In Abschnitt 9.2 befas-
sen wir uns mit der Zerlegung eines Endomorphismus in geometrisch einfach
zu beschreibende Bestandteile (Drehungen oder Spiegelungen, Streckungen
und orthogonale Projektionen). Es wird sich zeigen, daß eine solche Zerle-
gung immer eindeutig möglich ist. Im letzten Abschnitt 9.3 verschaffen wir
uns eine Übersicht über die orthogonalen Endomorphismen eines endlichdi-
mensionalen euklidischen Vektorraums.

9.1. Normale Endomorphismen

Wir geben jetzt eine Charakterisierung der diagonalisierbaren Endomor-
phismen f eines endlichdimensionalen unitären (bzw. euklidischen) Vektor-
raums (V, σ); ein Endomorphismus f heißt diagonalisierbar, wenn (V, σ) ei-
ne Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f besitzt. Dazu benötigen wir
einen etwas technischen Begriff, nämlich den eines normalen Endomorphis-
mus. Wir werden zeigen:

• In einem unitären Vektorraum ist ein Endomorphismus genau dann
diagonalisierbar, wenn er normal ist.
• In einem euklidischen Vektorraum ist ein Endomorphismus genau

dann diagonalisierbar, wenn er selbstadjungiert ist.

9.1.1. Normale Endomorphismen. Sei (V, σ) ein endlichdimensio-
naler unitärer (bzw. euklidischer) Vektorraum und f ∈ HomC(V, V ) (bzw.
∈ HomR(V, V )). f heißt normal , wenn

f∗ ◦ f = f ◦ f∗.
Eine Matrix A ∈ Cn×n (bzw. ∈ Rn×n) heißt normal , wenn A∗A = AA∗ ist.

Bemerkungen. Sei (V, σ) ein endlichdimensionaler unitärer (bzw. eu-
klidischer) Vektorraum und f ∈ HomC(V, V ) (bzw. ∈ HomR(V, V )).

(1) Sei A darstellende Matrix von f bzgl. einer Orthonormalbasis.
Dann gilt: f ist normal (selbstadjungiert) genau dann, wenn A
normal (hermitesch bzw. symmetrisch) ist. Dies folgt aus dem Satz
(in 8.3.10) über adjungierte Endomorphismen.

(2) Ist f selbstadjungiert, so ist f auch normal, denn aus f = f∗ folgt
offenbar f∗ ◦ f = f ◦ f∗.

(3) Ist f unitär (bzw. orthogonal), so ist f auch normal, denn aus
f∗ = f−1 folgt wieder f∗ ◦ f = f ◦ f∗.

165
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(4) Seien Ui ⊆ V Unterräume mit U1 ⊥ U2 und V = U1 ⊕ U2. Wir
setzen voraus, daß f [Ui] ⊆ Ui für i = 1, 2. Dann gilt:

f normal ⇐⇒ f�Ui : Ui → Ui (i = 1, 2) normal;

f selbstadjungiert ⇐⇒ f�Ui : Ui → Ui (i = 1, 2) selbstadjungiert.

Dies sieht man wie folgt. Sei e1, . . . , em eine Orthonormalbasis von
U1 und em+1, . . . , en Orthonormalbasis von U2. Dann ist e1, . . . , en
Orthonormalbasis von V = U1 ⊕ U2 , da U1 ⊥ U2. Sei Ai die
transponierte der darstellenden Matrix von f�Ui bzgl. obiger Or-
thonormalbasis von Ui. Dann ist

f



e1
...
en


 =

(
A1 0
0 A2

)


e1
...
en




und damit

A =

(
A1 0
0 A2

)

die transponierte der darstellenden Matrix von f bzgl. e1, . . . , en.
Weiter gilt

A∗ =

(
A∗

1 0
0 A∗

2

)
.

Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

f ist normal

A ist normal nach Bemerkung (1)

AA∗ = A∗A

AiA
∗
i = A∗

iAi für i = 1, 2

f�Ui sind normal für i = 1, 2.

Entsprechend schließt man für selbstadjungierte Endomorphismen.

9.1.2. Charakterisierung normaler Endomorphismen.

Satz. Sei (V, σ) ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (K ∈ {R,C})
und σ : V × V → K ein Skalarprodukt. Sei f ∈ HomK(V, V ). Das charakte-
ristische Polynom f zerfalle über K in Linearfaktoren. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent.

(1) f ist normal.
(2) V hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f .

Beweis. (1)⇒ (2). Für λ ∈ K sei

Vλ := {x ∈ V | f(x) = λx }
der Eigenraum von f zu λ.

Schritt (a). Ist g ∈ HomK(V, V ) und U ⊆ V ein Unterraum mit g[U ] ⊆
U , so ist g∗[U⊥] ⊆ U⊥; dies gilt, da für alle x ∈ U und y ∈ U⊥

σ(g(x)︸︷︷︸
∈U

, y) = σ(x, g∗(y)) = 0, also g∗(y) ∈ U⊥ für y ∈ U⊥.
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Schritt (b). Ist λ ∈ K und g ∈ HomK(V, V ) mit f ◦ g = g ◦ f , so ist
g[Vλ] ⊆ Vλ; dies gilt, da man für alle x ∈ Vλ hat

f(x) = λx

f(g(x)) = g(f(x)) = g(λx) = λg(x) wegen f ◦ g = g ◦ f
g(x) ∈ Vλ.

Schritt (c). Ist f normal, so gilt f [V ⊥
λ ] ⊆ V ⊥

λ für alle λ ∈ K, denn man
hat

f∗[Vλ] ⊆ Vλ nach Schritt (b)

f∗∗[V ⊥
λ ] ⊆ V ⊥

λ nach Schritt (a)

f [V ⊥
λ ] ⊆ V ⊥

λ wegen f = f∗∗.

Schritt (d). Wir zeigen (1)⇒ (2) durch Induktion über dimV .
Fall dimV = 1. Man wähle ein e ∈ V mit ‖e‖ = 1. Dann ist (e) Basis

von V , und e ist Eigenvektor von f wegen f(e) ∈ Ke = V .
Fall dimV > 1. Da das charakteristische Polynom von f über K in

Linearfaktoren zerfällt, hat f einen Eigenwert, etwa λ ∈ K. Es gilt V =
Vλ⊕V ⊥

λ , und wegen dimVλ > 0 folgt dimV ⊥
λ < dimV . Vλ hat trivialerweise

ein Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f , da ja Vλ Eigenraum ist.
Weiter hat V ⊥

λ eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f ; dies
sieht man wie folgt. Offenbar ist f [Vλ] ⊆ Vλ und nach Schritt (c) auch
f [V ⊥

λ ] ⊆ V ⊥
λ . Nach der obigen Bemerkung (4) ist dann auch f�V ⊥

λ normal.
Ferner teilt nach Bemerkung (3) in 7.2.2 das charakteristische Polynom von
f�V ⊥

λ dasjenige von f . Da nach Voraussetzung pf in Linearfaktoren zerfällt,
muß dies also auch für pf�V ⊥

λ
gelten (dies zeigt man leicht allgemein mit

Hilfe des Lemmas in 7.1.3, und zwar durch Induktion über den Grad). Nach
Induktionsvoraussetzung hat also V ⊥

λ eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-

toren von f�V ⊥
λ (und damit von f). Wegen V = Vλ ⊕ V ⊥

λ hat also auch V
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f .

(2) ⇒ (1). Sei e1, . . . , en eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von
f . Dann gilt

f



e1
...
en


 = A



e1
...
en


 mit A =



λ1 0

. . .

0 λn


 .

A ist normal, da

A∗ =



λ1 0

. . .

0 λn




und deshalb AA∗ = A∗A. Also ist f normal nach Bemerkung (1).

Korollar. Sei (V, σ) ein endlichdimensionaler unitärer Vektorraum
und f ∈ HomC(V, V ). Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(1) f ist normal.
(2) V hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f .
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Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfällt das charak-
teristische Polynom f über C in Linearfaktoren. Also ergibt sich aus dem
obigen Satz die Behauptung.

9.1.3. Hauptachsentransformation. Als Folgerung aus dem gerade
bewiesenen Satz ergibt sich jetzt leicht ein neuer Beweis der Hauptachsen-
transformation für euklidische Vektorräume. Er beruht auf dem folgenden
einfachen Lemma.

Lemma. Sei (V, σ) endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und
f ∈ HomR(V, V ) selbstadjungiert. Dann zerfällt das charakteristische Poly-
nom von f über R in Linearfaktoren.

Beweis. Sei A die darstellende Matrix von f bzgl. irgendeiner Ortho-
normalbasis von V . Dann ist A symmetrisch, nach Bemerkung (1). Faßt man
A als Cn×n-Matrix auf, so ist A hermitesch und damit hat (nach dem Satz
in 8.3.13) das charakteristische Polynom det(A − tE) nur reelle Nullstellen
über C (denn A ist darstellende Matrix eines selbstadjungierten Endomor-
phismus). Andererseits zerfällt pf nach dem Fundamentalsatz der Algebra
über C in Linearfaktoren. Insgesamt hat man, daß pf über R in Linearfak-
toren zerfällt.

Korollar (Hauptachsentransformation). Sei (V, σ) endlichdimensio-
naler euklidischer Vektorraum und f ∈ HomR(V, V ). Dann sind folgende
Aussagen äquivalent.

(1) f ist selbstadjungiert.
(2) V hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f .

Beweis. (1) ⇒ (2). Die Behauptung folgt sofort aus dem Satz in 9.1.2
zusammen mit obigem Lemma; man braucht noch, daß jeder selbstadjun-
gierte Endomorphismus normal ist.

(2) ⇒ (1). Sei e1, . . . , en eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von
f . Dann gilt

f



e1
...
en


 = A



e1
...
en


 mit A =



λ1 0

. . .

0 λn


 und λj ∈ R.

Also ist A = At.

9.2. Zerlegung von Endomorphismen; geometrische Deutung

9.2.1. Charakterisierung orthogonaler Projektionen. Sei V ein
K-Vektorraum und f ein Endomorphismus. f heißt Projektion, wenn es
Unterräume U,W ⊆ V gibt mit V = U ⊕W , so daß für alle u ∈ U und
w ∈W gilt: f(u+w) = u. Man nennt f Parallelprojektion von U in Richtung
W .

Sei (V, σ) endlichdimensionaler unitärer (bzw. euklidischer) Vektorraum
und f ein Endomorphismus. f heißt orthogonale Projektion, wenn es einen
Unterraum U ⊆ V gibt, so daß für alle p ∈ U und h ∈ U⊥ gilt f(p+ h) = p.

Lemma. Sei (V, σ) ein endlichdimensionaler unitärer (bzw. euklidischer)
Vektorraum und f ein Endomorphismus. Folgende Aussagen sind äquivalent.
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(1) f ist orthogonale Projektion.
(2) f ist selbstadjungiert und es gilt f2 = f .

Beweis. (1)⇒ (2). Sei V = U ⊕ U⊥ und f orthogonale Projektion auf
U . Sei e1, . . . , em Orthonormalbasis von U und em+1, . . . , en Orthonormal-
basis von U⊥. Dann ist e1, . . . , en Orthonormalbasis von V , und es gilt

f




e1
...
em
em+1

...
en




=




1
. . .

1
0

. . .

0







e1
...
em
em+1

...
en




.

Daraus folgt f2 = f sowie die Selbstadjungiertheit von f .
(2)⇒ (1). Sei f selbstadjungiert mit f2 = f . Nach der Folgerung in 9.1.2

(bzw. in 9.1.3) hat V eine Orthonormalbasis e1, . . . , en aus Eigenvektoren
von f . Sei x 6= 0 Eigenvektor von f zum Eigenwert λ. Dann gilt

f(x) = λx

f(x) = f2(x) = λf(x) = λ2x, wegen f2 = f

also

λ = λ2 da x 6= 0

0 = λ(λ− 1)

λ = 0 oder λ = 1.

Seien e1, . . . , em die ej mit λj = 1. Dann

f




e1
...
em
em+1

...
en




=




1
. . .

1
0

. . .

0







e1
...
em
em+1

...
en




.

Also ist f orthogonale Projektion auf 〈e1, . . . , em〉 (insbesondere f = 0, falls
alle λj = 0).

9.2.2. Streckungen, Drehungen und Spiegelungen. Sei (V, σ) ein
endlichdimensionaler unitärer (bzw. euklidischer) Vektorraum und f ein En-
domorphismus von V . f heißt Streckung (oder Dehnung) genau dann, wenn
f selbstadjungiert ist und alle Eigenwerte von f größer als 0 sind.

Sei f eine Streckung. Dann gibt es nach der Folgerung in 9.1.2 (bzw. in
9.1.3) eine Orthonormalbasis e1, . . . , en von V aus Eigenvektoren von f und
λ1, . . . , λn ∈ R mit λi > 0 für 1 ≤ i ≤ n, so daß

f



e1
...
en


 =



λ1

. . .

λn






e1
...
en


 .
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f bewirkt also in der Richtung ej eine Streckung, falls λj ≥ 1, oder eine
Stauchung, falls λj ≤ 1 ist.

Definition. Sei (V, σ) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektor-
raum und f ein Endomorphismus.

(1) f heißt Drehung , falls f orthogonal und det f = 1 ist.
(2) f heißt Spiegelung , falls f orthogonal und det f = −1 ist.

Bemerkungen. (1) Ist f orthogonal, so gilt stets det f = +1 oder
det f = −1. Dies sieht man wie folgt. Sei A die darstellende Matrix
von f bzgl. der Orthonormalbasis e1, . . . , en. Dann gilt:

A∗ = At = A−1 da f orthogonal

AAt = E

det(AAt) = detA · det(At)︸ ︷︷ ︸
=detA

= det(E) = 1

detA = 1 oder detA = −1.

(2) Sei (V, σ) endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum, U ⊆ V
Untervektorraum und V = U ⊕ U⊥. Dann definiere

f : V → V

x = p+ h 7→ p− h mit p ∈ U und h ∈ U⊥.

Sei etwa e1, . . . , em eine Orthonormalbasis von U und em+1, . . . , en
eine Orthonormalbasis von U⊥. Dann gilt

f




e1
...
em
em+1

...
en




=




1
. . .

1

︸ ︷︷ ︸
m

−1
. . .

−1︸ ︷︷ ︸
n−m




︸ ︷︷ ︸
=:A




e1
...
em
em+1

...
en




,

also detA = (−1)n−m. Demnach ist f Drehung, falls n−m gerade
ist, und Spiegelung, falls n−m ungerade ist.

Ist zum Beispiel V = R3 und U = Re1, so folgt U⊥ = 〈e2, e3〉
und wir haben eine Drehung um Re1. Ist U = 〈e1, e2〉, so folgt
U⊥ = Re3. und wir haben eine Spiegelung an der Ebene 〈e1, e2〉.

Im Spezialfall, daß U eine Hyperebene ist (d.h. m := dimU =
n− 1), heißt f Hyperebenenspiegelung .

(3) Normalformen für Drehungen und Spiegelungen folgen im nächsten
Abschnitt. Beispiel: Sei V zweidimensional, e1, e2 eine Orthonor-
malbasis von V und

f

(
e1
e2

)
=

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

︸ ︷︷ ︸
A

(
e1
e2

)
mit 0 ≤ ϕ < 2π.
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Dann gilt AAt = E, also ist f orthogonal. Es gilt detA = cos2 ϕ+
sin2 ϕ = 1, also ist f eine Drehung. Es handelt sich um eine Drehung
gegen den Uhrzeigersinn um den Winkel ϕ.

9.2.3. Zerlegung von Endomorphismen. Wir wollen uns jetzt über-
legen, daß man in einem endlichdimensionalen euklidischen Vektorraum je-
den Endomorphismus darstellen kann

• als Hintereinanderausführung einer orthogonalen Projektion, einer
Streckung und einer anschließenden Drehung oder Spiegelung, oder
auch
• als Hintereinanderausführung einer Drehung oder Spiegelung, einer

Streckung und einer anschließenden orthogonalen Projektion.

Für unitäre Vektorräume gilt eine entsprechende Aussage.

Satz. Sei (V, σ) ein endlichdimensionaler unitärer (bzw. euklidischer)
Vektorraum und f ein Endomorphismus von V . Dann gibt es Endomorphis-
men p, p′, s, s′, d, d′ mit p, p′ orthogonale Projektionen, s, s′ selbstadjungiert
mit reellen, positiven Eigenwerten und d, d′ unitär (bzw. orthogonal), so daß

f = d ◦ s ◦ p
= p′ ◦ s′ ◦ d′.

Beweis. f∗ ◦ f ist selbstadjungiert, da (f∗ ◦ f)∗ = f∗ ◦ f∗∗ = f∗ ◦ f .
Mit der Folgerung in 9.1.2 (bzw. in 9.1.3) erhält man eine Orthonormalbasis
e1, . . . , en von V aus Eigenvektoren von f∗ ◦ f . Es gilt also

(f∗ ◦ f)



e1
...
en


 =



λ1

. . .

λn






e1
...
en


 mit λi ∈ R.

OBdA seien λ1, . . . , λm 6= 0 und λm+1, . . . , λn = 0 für 0 ≤ m ≤ n. Für
1 ≤ i, j ≤ m gilt

σ(f(ei), f(ej)) = σ(ei, (f
∗ ◦ f)(ej)︸ ︷︷ ︸
=λjej

) = λjδij ,

also

f(ei) 6= 0 für 1 ≤ i ≤ m
f(ei) ⊥ f(ej) für 1 ≤ i, j ≤ m, i 6= j.

Nun normiere man die f(ei) für 1 ≤ i ≤ m; man erhält

e′i :=
f(ei)

‖f(ei)‖
für 1 ≤ i ≤ m.

Also ist e′1, . . . , e
′
m ein Orthonormalsystem. Nach dem Schmidtschen Ortho-

normalisierungsverfahren existiert eine Orthonormalbasis e′1, . . . , e
′
m, e′m+1,

. . . e′n von V . Damit erhält man eine Matrix C ∈ Cn×n (bzw. ∈ Rn×n) mit
C∗ = C−1 und 


e′1
...
e′n


 = C



e1
...
en


 .
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Es gilt f(ei) = γie
′
i mit γi := ‖f(ei)‖ ∈ R sogar für 1 ≤ i ≤ n (mit

γm+1 = · · · = γn = 0). Also

f



e1
...
en


 =



γ1

. . .

γn






e′1
...
e′n




=



γ1

. . .

γn


C



e1
...
en




=




1
. . .

1
0

. . .

0







γ1

. . .

γm
1

. . .

1




C

︸ ︷︷ ︸
=:A




e1
...
em
em+1

...
en




Es seien d, s, p wie folgt definiert.

d



e1
...
en


 = C



e1
...
en




s




e1
...
em
em+1

...
en




=




γ1

. . .

γm
1

. . .

1







e1
...
em
em+1

...
en




p




e1
...
em
em+1

...
en




=




1
. . .

1

︸ ︷︷ ︸
m

0
. . .

0︸ ︷︷ ︸
n−m







e1
...
em
em+1

...
en




Also ist d unitär (orthogonal), s selbstadjungiert mit positiven Eigenwerten
und p die orthogonale Projektion auf 〈e1, . . . , em〉. Es folgt f = d ◦ s ◦ p,
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denn es gilt:

(d ◦ s ◦ p)



e1
...
en




= (d ◦ s)(




1
. . .

1
0

. . .

0







e1
...
em
em+1

...
en




)

=




1
. . .

1
0

. . .

0




d(s



e1
...
en


)

=




1
. . .

1
0

. . .

0




d(




γ1

. . .

γm
1

. . .

1







e1
...
em
em+1

...
en




)

=




1
. . .

1
0

. . .

0







γ1

. . .

γm
1

. . .

1




d




e1
...
em
em+1

...
en




︸ ︷︷ ︸

C




e1
...
en




= f



e1
...
en


 .

Die zweite Zerlegung ergibt sich durch Anwendung der ersten auf f∗ anstelle
von f .

f∗ = d ◦ s ◦ p
f = f∗∗ = p∗︸︷︷︸

=p

◦ s∗︸︷︷︸
=s

◦d∗.
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Es genügt also zu zeigen, daß d∗ unitär (bzw. orthogonal) ist; dies folgt aber
aus d∗∗ = (d−1)∗ = (d∗)−1.

Bemerkungen. (1) Sei (V, σ) ein endlichdimensionaler unitärer
(bzw. euklidischer) Vektorraum und f ein Endomorphismus von
V . Dann gibt es

g selbstadjungierter Endomorphismus mit Eigenwerten ≥ 0

d unitärer (bzw. orthogonaler) Endomorphismus

so daß

f = d ◦ g (siehe vorheriger Satz; setze g := s ◦ p)
Dabei ist g eindeutig bestimmt. (Ebenso für f = g′ ◦ d′ mit g′

selbstadjungiert und alle Eigenwerte von g′ ≥ 0, sowie d′ unitär
bzw. orthogonal).

Beweis. Seien g1, g selbstadjungiert, alle ihre Eigenwerte ≥ 0
und d1, d unitär (bzw. orthogonal), so daß f = d ◦ g = d1 ◦ g1 ist.
Man erhält:

f∗ ◦ f = g∗︸︷︷︸
=g

◦ d∗︸︷︷︸
=d−1

◦d ◦ g = g2

= g∗1 ◦ d∗1 ◦ d1 ◦ g1 = g2
1 .

Da g1 selbstadjungiert ist, existiert nach der Folgerung in 9.1.2
(bzw. in 9.1.3) eine Orthonormalbasis e1, . . . , en von V aus Eigen-
vektoren von g1.

g1



e1
...
en


 =



λ1

. . .

λn






e1
...
en


 mit λj ≥ 0 für 1 ≤ j ≤ n.

Also gilt

g2
1(ej) = λ2

jej = g2(ej)

Nach (9.1) (siehe unten) folgt somit

g1(ej) = λjej = g(ej) für 1 ≤ j ≤ n,
g = g1

Zu zeigen bleibt, daß für jeden selbstadjungierten Endomor-
phismus g, dessen sämtliche Eigenwerte ≥ 0 sind, jedes x ∈ V mit
x 6= 0 und jedes λ ∈ R mit λ ≥ 0 gilt

(9.1) g(x) = λx genau dann, wenn g2(x) = λ2x.

Dies beweisen wir wie folgt. ⇒. Klar. ⇐. Sei e1, . . . , en eine Ortho-
normalbasis von V aus Eigenvektoren von g, also

g



e1
...
en


 =



λ1

. . .

λn






e1
...
en


 mit λj ≥ 0 für 1 ≤ j ≤ n.
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Sei x =
∑n

j=1 αjej. Dann gilt

g2(x) = λ2x
n∑

j=1

αjλ
2
jej =

n∑

j=1

αjλ
2ej

αjλ
2
j = αjλ

2 für 1 ≤ j ≤ n
λj = λ für 1 ≤ j ≤ n mit αj 6= 0, da λj , λ ≥ 0.

Also ergibt sich
∑n

j=1 αjλjej =
∑n

j=1 αjλej und damit g(x) =
λx.

(2) Ist in (1) speziell f ein Isomorphismus, so sind die nach (1) exi-
stierenden Endomorphismen d, g mit f = d ◦ g offenbar eindeutig
bestimmt.

9.2.4. Praktische Durchführung der Hauptachsentransformati-
on und der Zerlegung von Endomorphismen. Sei (V, σ) ein endlich-
dimensionaler euklidischer Vektorraum, f ein selbstadjungierter Endomor-
phismus, e1, . . . , en eine Orthonormalbasis von V und A ∈ Rn×n mit

f



e1
...
en


 = A



e1
...
en


 .

Wir betrachten das folgende Problem.
(9.2)

Gesucht: Orthonormalbasis e′1, . . . , e
′
n von V aus Eigenvektoren von f.

Ein äquivalentes Problem ist
(9.3)

Gesucht: C ∈ O(n) und γ1, . . . , γn ∈ R mit CtAC =



γ1

. . .

γn


.

Wir erinnern noch einmal an den Beweis der Äquivalenz: (9.2)⇒(9.3). Sei
e′1, . . . , e

′
n eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f , also

f



e′1
...
e′n


 =



γ1

. . .

γn






e′1
...
e′n


 .

Es gibt ein C ∈ O(n) mit



e′1
...
e′n


 = Ct



e1
...
en


 .
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Also:

f



e′1
...
e′n


 = Ctf



e1
...
en


 = CtA



e1
...
en


 = CtAC



e′1
...
e′n




CtAC =



γ1

. . .

γn


 .

(9.3)⇒(9.2): Sei C ∈ O(n) gegeben mit CtAC =



γ1

. . .

γn


. Setze



e′1
...
e′n


 := Ct



e1
...
en


. Dann gilt

f



e′1
...
e′n


 = Ctf



e1
...
en


 = CtA



e1
...
en


 = CtAC



e′1
...
e′n




=



γ1

. . .

γn






e′1
...
e′n


 .

Nun wollen wir eine Lösung für das Problem (9.2) bzw. (9.3) konstruie-
ren:

Schritt 1. Bestimme alle Eigenwerte von A als Nullstellen von det(A −
tE). (Dies ist insbesondere für n = 2, 3 möglich).

Schritt 2. Bestimme zu jedem Eigenwert λ von A eine Basis des Eigen-
raums

Uλ = {x ∈ Rn | Ax = λx }.
Dies entspricht der Lösung eines homogenen Gleichungssystems mit der Ma-
trix A− λE.

Schritt 3. Bestimme nach dem Schmidtschen Orthonormalisierungsver-
fahren eine Orthonormalbasis in jedem Eigenraum Uλ. Sei C die Matrix aus
Rn×n, deren Spalten die Orthonormalbasen der Uλ sind, λ Eigenwert von
A. Dann gilt:

(a) C ∈ O(n)

(b) CtAC =



γ1

. . .

γn


 mit γi Eigenwert von A (wobei mehrfache Ei-

genwerte entsprechend mehrfach aufgeschrieben sind).

Beweis. (a) Wir zeigen C ∈ O(n). Nach Bemerkung (1) (s.u.) gilt Rn =⊕
Uλ, λ Eigenwert von A, und Uλ ⊥ Uγ für λ 6= γ. (Denn Uλ ist Eigenraum

zum Eigenwert λ der Abbildung Rn → Rn, x 7→ Ax). Also bilden die Spalten
von C eine Orthonormalbasis von Rn und somit ist C ∈ O(n).
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(b) Wir zeigen, daß CtAC Diagonalmatrix ist. Folgende Aussagen sind
äquivalent.

CtAC =



γ1

. . .

γn




AC = C



γ1

. . .

γn




Aci = ciγi (ci i-te Spalte von C) für 1 ≤ i ≤ n.

Solche γi existieren nach Konstruktion von C.

Bemerkungen. (1) Umformulierung der Folgerung in 9.1.2 (bzw.
in 9.1.3). Seien (V, σ) ein endlichdimensionaler unitärer (bzw. eukli-
discher) Vektorraum, f ein Endomorphismus von V und λ1, . . . , λm
die verschiedenen Eigenwerte von f . (Also λi 6= λj für i 6= j). Sei

Vλ = {x ∈ V | f(x) = λx }
der Eigenraum von f zum Eigenwert λ. f ist genau dann normal
(bzw. selbstadjungiert), wenn V =

⊕m
i=1 Vλi

und Vλi
⊥ Vλj

(i 6= j).
Dies beweist man wie folgt. ⇐. V hat dann eine Orthonormal-

basis aus Eigenvektoren von f .⇒. Sei e1, . . . , en eine Orthonormal-
basis von V aus Eigenvektoren von f und seien Räume Vi definiert
durch

Vi := 〈{ ej | ej Eigenvektor zum Eigenwert λi }〉.
Dann ist V =

⊕m
i=1 Vi und Vi ⊥ Vj für i 6= j. Außerdem gilt:

Vi ⊆ Vλi

dimVi ≤ dimVλi

dimV =
m∑

i=1

dimVi ≤
m∑

i=1

dimVλi
≤ dimV nach dem Satz in 7.2.1

dimVi = dimVλi

Vi = Vλi
.

(2) Entsprechend berechnet man eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren eines normalen Endomorphismus f eines unitären Vektor-
raums (V, σ).

(3) Zur Folgerung über die Zerlegung von Endomorphismen: Die Zer-
legung läßt sich explizit angeben, falls eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von f∗ ◦ f (selbstadjungiert) bekannt ist.

9.2.5. Simultanes Diagonalisieren. Es folgt nun eine für die Anwen-
dungen wichtige Verallgemeinerung der Folgerung in 9.1.2 (bzw. in 9.1.3).

Satz. Sei (V, σ) ein endlichdimensionaler unitärer (bzw. euklidischer)
Vektorraum und M ⊆ HomC(V, V ) (bzw. M ⊆ HomR(V, V )) eine Teilmen-
ge. Dann sind äquivalent:

(1) (a) Für alle f ∈M gilt: f ist normal (bzw. selbstadjungiert).
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(b) Für alle f, g ∈M gilt: f ◦ g = g ◦ f .
(2) Es existiert eine Orthonormalbasis e1, . . . , en von V , so daß für alle

f ∈M gilt: e1, . . . , en sind Eigenvektoren von f . (e1, . . . , en ist also
eine

”
simultane“ Orthonormalbasis).

Beweis. (2)⇒ (1). (a) gilt nach der Folgerung 9.1.2 (bzw. in 9.1.3). (b)
Seien f, g ∈M . Dann existieren γi, λi für 1 ≤ i ≤ n mit:

f



e1
...
en


 =



γ1

. . .

γn






e1
...
en


 und g



e1
...
en


 =



λ1

. . .

λn






e1
...
en


 .

Also folgt f ◦ g = g ◦ f .
(1)⇒ (2). Sei (V, σ) unitär. (Den euklidischen Fall behandelt man ana-

log).
Schritt 1. Sei U der von M erzeugte Unterraum von HomC(V, V ). Es ist

dimU < ∞, denn es gilt dimHomC(V, V ) = (dimV )2 < ∞. Sei f1, . . . , fm
eine Basis von U . Es genügt, eine simultane Orthonormalbasis e1, . . . , en aus
Eigenvektoren für f1, . . . , fm zu finden. Ist nämlich e1, . . . , en eine solche
Orthonormalbasis und ist f ∈ M , so ist f =

∑m
j=1 αjfj mit αj ∈ C und

damit folgt für 1 ≤ i ≤ n:

f(ei) =
m∑

j=1

αjfj(ei)

=

m∑

j=1

αjγijei γij Eigenwert von fj zum Eigenvektor ei

=
( m∑

j=1

αjγij
)

︸ ︷︷ ︸
∈C

ei.

Also ist ei Eigenvektor von f .
Schritt 2. Nach Schritt 1 können wir also ohne Einschränkung M =

{f1, . . . , fm} setzen. Wir beweisen nun die Aussage des Satzes durch Induk-
tion nach m.

m = 1. Siehe Folgerung 9.1.2.
m−1⇒ m. Seien λ1, . . . , λt die verschiedenen Eigenwerte von f1 und Vλi

der Eigenraum zum Eigenwert λi. Nach der vorangegangenen Bemerkung (1)

(Umformulierung der Folgerung in 9.1.2) gilt V =
⊕t

i=1 Vλi
und Vλi

⊥ Vλj

für i 6= j. Wegen f1 ◦ fj = fj ◦ f1 gilt fj[Vλ] ⊆ Vλ für jeden Eigenwert λ von
f1, denn für x ∈ Vλ haben wir

f1(x) = λx

f1(fj(x)) = fj(f1(x)) = fj(λx) = λfj(x)

fj(x) ∈ Vλ.
Sei nun λ ein fest gewählter Eigenwert von f1 und 2 ≤ j ≤ t. Setze

gj := fj�Vλ : Vλ → Vλ

x 7→ fj(x).
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Nach den Bemerkungen in 9.1.2 gilt:

• gj ist normal, da V =
⊕t

i=1 Vλi
und Vλi

⊥ Vλj
für i 6= j, und

• gs ◦ gt = gt ◦ gs für 2 ≤ s, t ≤ n, da fs ◦ ft = ft ◦ fs.
Nach Induktionsvoraussetzung hat Vλ eine simultane Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von gj , j = 2, . . . ,m. Die Vereinigung dieser Orthonormalba-
sen für alle Vλ, λ Eigenwert von f1, liefert die Behauptung.

Bemerkungen. (1) Genauso zeigt man: Sei V ein endlichdimen-
sionaler K-Vektorraum und M ⊆ HomK(V, V ) eine Teilmenge.
Dann sind äquivalent:
(a) (i) Für alle f ∈M gilt: f ist diagonalisierbar.

(ii) Für alle f, g ∈M gilt: f ◦ g = g ◦ f .
(b) Es existiert eine simultane Basis von V aus Eigenvektoren aller

f ∈M .
(2) Matrizenformulierung des Satzes: Sei M ⊆ Cn×n (bzw. M ⊆ Rn×n)

eine Teilmenge. Dann sind äquivalent:
(a) (i) Für alle A ∈ M gilt: A ist normal (bzw. selbstadjun-

giert).
(ii) Für alle A,B ∈M gilt: AB = BA.

(b) Es existiert ein C ∈ U(n) (bzw. ∈ O(n)), so daß für alle A ∈M
gilt: C∗AC ist eine Diagonalmatrix.

9.3. Orthogonale Endomorphismen

Wir wollen uns eine Übersicht über alle orthogonalen Endomorphismen
eines endlichdimensionalen euklidischen Vektorraums verschaffen. Zunächst
zeigen wir, daß jeder orthogonale Endomorphismus als Hintereinanderaus-
führung von Hyperebenenspiegelungen dargestellt werden kann. Wir be-
trachten dann den zwei- und dreidimensionalen Fall und können dort leicht
die orthogonalen Endomorphismen klassifizieren. Mit der reellen Jordan-
schen Normalform ergibt sich, daß damit auch schon der allgemeine Fall
einer beliebigen endlichen Dimension erledigt ist. Abschließend verschaffen
wir uns noch eine Parameterdarstellung der SO(n), unter Verwendung der
schon in 5.4 benutzten Jacobischen Rotationsmatrizen.

9.3.1. Zerlegung in Hyperebenenspiegelungen. Sei (V, σ) ein end-
lichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Wir definieren

O(V ) := O(V, σ) := { f ∈ HomR(V, V ) | f orthogonal },
SO(V ) := SO(V, σ) := { f ∈ O(V ) | det f = 1 }.

Wir wollen uns zunächst überlegen, daß sich jede Hyperebenenspiegelung
auf einem Unterraum von V zu einer Hyperebenenspiegelung auf ganz V
fortsetzen läßt.

Beweis. Sei etwa dimV = n. Unter einer Hyperebene verstehen wir
einen Unterraum U ⊆ V mit dimU = n − 1. Sei U⊥ = 〈v〉, also U = 〈v〉⊥
und V = 〈v〉⊥ ⊕ 〈v〉. Als Hyperebenenspiegelung hatten in wir in 9.2.2
Endomorphismen der Gestalt

fv : V → V

x = p+ h 7→ p− h mit p ∈ 〈v〉⊥ und h ∈ 〈v〉
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bezeichnet.
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?

p

hv

−h

x

U = 〈v〉⊥

Es gilt

(9.4) fv(x) = x− 2
σ(x, v)

σ(v, v)
v,

denn für x = p+ αv mit p ∈ 〈v〉⊥ und α ∈ R ist

σ(x, v) = ασ(v, v) da p ⊥ v,
fv(x) = p− αv

= x− 2αv

= x− 2
σ(x, v)

σ(v, v)
v.

Aus (9.4) folgt offenbar unsere Behauptung, daß sich nämlich jede Hyperebe-
nenspiegelung auf einem Unterraum von V zu einer Hyperebenenspiegelung
auf ganz V fortsetzen läßt.

Satz (Zerlegung in Hyperebenenspiegelungen). Sei (V, σ) ein euklidi-
scher Vektorraum mit dimV = n < ∞, sei f ∈ O(V ) und f 6= id. Dann
existieren ein r ≤ n und Hyperebenenspiegelungen f1, . . . , fr ∈ O(V ) mit
f = f1 ◦ · · · ◦ fr.

Beweis. Durch Induktion nach n.
Basis n = 1. Sei e eine Orthonormalbasis von V . Dann

f(e) = ±e da f orthogonal,

f(e) = −e da f 6= id,

f(αe) = −αe für alle α ∈ R.

Also ist f = fe.
Schritt n− 1⇒ n (für n > 1).

(1) Annahme: Es existiert ein v ∈ V mit f(v) = v und v 6= 0. Es ist

V = 〈v〉⊥︸︷︷︸
=:U

⊕〈v〉.

Zunächst zeigen wir: f [〈v〉⊥] ⊆ 〈v〉⊥. Sei dazu u ∈ 〈v〉⊥. Dann gilt:

σ(f(u), v) = σ(f(u), f(v)) = σ(u, v) = 0 und deshalb

f(u) ∈ 〈v〉⊥.
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Also ist f�U ∈ O(U). Nach Induktionsvoraussetzung existieren
v1, . . . , vr ∈ U , r ≤ n− 1 mit

f�U = (fv1�U) ◦ · · · ◦ (fvr�U) (oder f�U = id, r = 0)

(siehe vorige Bemerkung). Damit folgt f = fv1 ◦ · · · ◦ fvr , denn für
ein u ∈ U gilt nach Konstruktion f(u) = (fv1 ◦ · · · ◦ fvr)(u), für v
gilt f(v) = v = fv1(. . . fvr(v) . . . ), da v ⊥ vi für alle 1 ≤ i ≤ r, und
V = U ⊕ 〈v〉.

(2) Reduktion des allgemeinen Falls auf (1). Es ist f 6= id, also existiert
ein v ∈ V mit f(v) 6= v. Setze w := f(v)−v. Wir zeigen (fw◦f)(v) =
v.

Zum Beweis beachte man, daß 2f(v) = f(v) + v+ f(v)− v︸ ︷︷ ︸
w

. Es

gilt (f(v) + v) ⊥ w, denn

σ(f(v) + v, f(v)) = σ(f(v), f(v))︸ ︷︷ ︸
=σ(v,v)

+σ(v, f(v))

= σ(v, v + f(v))

= σ(v + f(v), v).

Also folgt nach der Definition von fw

fw(2f(v)) = f(v) + v + −w︸︷︷︸
v−f(v)

= 2v

fw(f(v)) = v.

Nach (1) folgt nun wegen fw ◦ f ∈ O(V ), daß es Hyperebenenspie-
gelungen f1, . . . , fr ∈ O(V ) gibt (r ≤ n− 1) mit

fw ◦ f = f1 ◦ · · · ◦ fr
f = fw ◦ f1 ◦ · · · ◦ fr, da f2

w = id.

9.3.2. Fixräume.

Definition. Sei V einK-Vektorraum und f ein Endomorphismus. Dann
heißt {x ∈ V | f(x) = x } Fixraum von f .

Korollar. Es sei (V, σ) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektor-
raum und f ∈ O(V ).

(1) Sind f1, . . . , fr (r ≤ n) Hyperebenenspiegelungen in O(V ) mit f =
f1 ◦ · · · ◦ fr, so hat der Fixraum von f eine Dimension ≥ n− r.

(2) Sei dimV = n ungerade.
• Gilt det f = +1, so ist +1 Eigenwert von f .
• Gilt det f = −1, so ist −1 Eigenwert von f .

Beweis. (1) Sei fi = fvi
mit vi ∈ V für 1 ≤ i ≤ r. Es ist V =

〈v1. . . . , vr〉⊕〈v1, . . . , vr〉⊥, also dim 〈v1, . . . , vr〉 ≤ r und dim 〈v1, . . . , vr〉⊥ ≥
n− r. Ferner gilt

〈v1, . . . , vr〉⊥ ⊆ {x ∈ V | f(x) = x },
denn aus x ⊥ vi für alle 1 ≤ i ≤ r folgt (fv1 ◦ · · · ◦ fvr)(x) = x.
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(2) Sei dimV = n ungerade. Nach dem Satz existieren Hyperebenen-
spiegelungen f1, . . . , fr, r ≤ n mit f = f1 ◦ · · · ◦ fr. Also ist det f =
det(f1) . . . det(fr) = (−1)r.

Fall det f = +1. Dann ist r gerade, also r < n. Nach (1) hat f einen
Fixpunkt 6= 0. Also ist 1 Eigenwert von f .

Fall det f = −1. Dann ist det(−f) = (−1)n det f = (−1)(−1) = 1. Also
hat −f einen Fixpunkt x 6= 0, d.h. (−f)(x) = x, d.h. f(x) = −x. Also ist
−1 ein Eigenwert von f .

9.3.3. Geometrische Veranschaulichung im Fall dimV = 2 oder
= 3. Sei (V, σ) ein euklidischer Vektorraum mit dimV = 2. Es seien e1, e2
eine Orthonormalbasis von V und v = α1e1 + α2e2 ∈ V (α1, α2 ∈ R). Es
gelte ‖v‖ = 1, d. h. α2

1 + α2
2 = 1. Wir betrachten die Geradenspiegelung

fv : V → V

fv(x) = x− 2σ(x, v)v (da σ(v, v) = 1).

Man erhält

fv(e1) = e1 − 2α1(α1e1 + α2e2)

fv(e2) = e2 − 2α2(α1e1 + α2e2)

und damit

fv

(
e1
e2

)
=

(
1− 2α2

1 −2α1α2

−2α1α2 1− 2α2
2

)(
e1
e2

)
.

Es gilt 1 = α2
1 +α2

2, also 1−2α2
1 = α2

2−α2
1. Wegen α2

1 +α2
2 = 1 kann man ein

ϕ ∈ R wählen mit cos ϕ2 = α2 und sin ϕ
2 = −α1. Nach dem Additionstheorem

für sin und cos erhält man dann:

1− 2α2
1 = α2

2 − α2
1 = cos2 ϕ

2
− sin2 ϕ

2
= cosϕ

− 2α1α2 = 2cos
ϕ

2
sin

ϕ

2
= sinϕ

1− 2α2
2 = α2

1 − α2
2 = − cosϕ.

Also ergibt sich

fv

(
e1
e2

)
=

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)(
e1
e2

)
.

Geometrisch handelt es sich um eine Spiegelung an 〈v〉⊥, v = − sinϕ2 e1 +
cosϕ2 e2.

-

6

A
A

A
A

A
AAK

�������������������v
e2

e1

ϕ
2

Spiegelachse

•x

• f(x)

A
A

A
A
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Komposition von Geradenspiegelungen: Seien ϕ,ψ ∈ R.
(

cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)(
cosψ sinψ
sinψ − cosψ

)

=

(
cosϕ cosψ + sinϕ sinψ cosϕ sinψ − sinϕ cosψ
sinϕ cosψ − cosϕ sinψ sinϕ sinψ + cosϕ cosψ

)

=

(
cos(ψ − ϕ) sin(ψ − ϕ)
− sin(ψ − ϕ) cos(ψ − ϕ)

)

bedeutet eine Drehung um den Winkel ψ−ϕ gegen den Uhrzeigersinn, denn

f

(
e1
e2

)
=

(
cosχ sinχ
− sinχ cosχ

)(
e1
e2

)

bedeutet geometrisch

-

6

������*

A
A

A
A

AAK

e2

e1

f(e1)

f(e2)

χ

Ergebnis: Sei e1, e2 eine Orthonormalbasis von V und f ∈ O(V ). Dann gilt:

det f = −1 ⇒ f Geradenspiegelung , es existiert ein ϕ ∈ R mit

f

(
e1
e2

)
=

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)(
e1
e2

)
(−π < ϕ ≤ π).

det f = +1 ⇒ f Drehung , es existiert ein ϕ ∈ R mit

f

(
e1
e2

)
=

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)(
e1
e2

)
(−π < ϕ ≤ π).

f ist Komposition zweier Geradenspiegelungen.

Bemerkung. Diese Gestalt der darstellenden Matrizen kann man auch
leicht direkt einsehen.

A =

(
α β
γ δ

)
∈ O(2)

⇒ A =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
oder A =

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
für ein ϕ ∈ R.

Beweis. A ist orthogonal, also gilt

α2 + β2 = 1

γ2 + δ2 = 1

αγ + βδ = 0.
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Annahme: α, β 6= 0.

γ

β
= − δ

α
=: χ

γ = βχ , δ = −αχ
1 = γ2 + δ2 = χ2(β2 + α2) = χ2

χ = ±1.

Damit folgt

A =

(
α β
β −α

)
oder A =

(
α β
−β α

)
.

Wegen α2 + β2 = 1 gibt es ein ϕ ∈ R mit α = cosϕ und β = sinϕ.
Falls α = 0: β = ±1, δ = 0, γ = ±1.
Falls β = 0: α = ±1, γ = 0, δ = ±1.

Wir behandeln jetzt den dreidimensionalen Fall. Sei also (V, σ) ein eu-
klidischer Vektorraum, dimV = 3 und f ∈ O(V ).

Fall det f = 1. Nach der Folgerung in 9.3.1 ist 1 Eigenwert von f , da
dimV = 3 ungerade ist. Sei e1 Eigenvektor zum Eigenwert 1 mit ‖e1‖ = 1,
und e2, e3 eine Orthonormalbasis von 〈e1〉⊥. Dann ist

f�〈e2, e3〉 : 〈e2, e3〉 → 〈e2, e3〉
eine orthogonale Abbildung mit det(f�〈e2, e3〉) = 1. Nach der vorangehen-
den Überlegung im zweidimensionalen Fall gibt es ein ϕ ∈ R mit

f



e1
e2
e3


 =




1 0 0
0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ





e1
e2
e3


 , −π < ϕ ≤ π.

f ist eine Drehung mit Drehachse Re1, Drehebene Re2 ⊕ Re3 = 〈e1〉⊥ und
Drehwinkel ϕ.
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.

.

.

.

.

.

.

.

Fall det f = −1. Nach der Folgerung in 9.3.1 ist −1 Eigenwert von f .
Sei e1 Eigenvektor von f zum Eigenwert −1 mit ‖e1‖ = 1, und e2, e3 eine
Orthonormalbasis von 〈e1〉⊥. Dann ist

f�〈e2, e3〉 : 〈e2, e3〉 → 〈e2, e3〉
eine orthogonale Abbildung mit det(f�〈e2, e3〉) = 1, da det f = −1. Nach der
vorangehenden Überlegung im zweidimensionalen Fall existiert ein ϕ ∈ R
mit

f



e1
e2
e3


 =



−1 0 0
0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ





e1
e2
e3


 , −π < ϕ ≤ π.
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f ist eine Drehspiegelung , d.h. eine Drehung um die Achse Re1 um den
Winkel ϕ und eine anschließende Spiegelung an der Drehebene Re2 ⊕ Re3.
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.

b

b

b

b

Grenzfälle: ϕ = 0.

f



e1
e2
e3


 =



−1 0 0
0 1 0
0 0 1





e1
e2
e3




Es handelt sich um eine Spiegelung an der Ebene 〈e2, e3〉, und zwar um die
Hyperebenenspiegelung fe1.
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.
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.
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.

b

b

b

ϕ = π.

f



e1
e2
e3


 =



−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1





e1
e2
e3




Hier hat man eine Spiegelung am Ursprung.
Wir zeigen jetzt, daß der Drehwinkel ϕ nur von der Orientierung der

gewählten Orthonormalbasis abhängt.

Korollar. Es sei (V, σ) ein euklidischer, orientierter Vektorraum mit
dimV = 2 und f ∈ SO(V ). Dann existiert genau ein ϕ ∈ R, −π < ϕ ≤ π,
so daß für alle positiv orientierten Orthonormalbasen e1, e2 von V gilt

f

(
e1
e2

)
=

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)(
e1
e2

)
.

ϕ heißt orientierter Drehwinkel und |ϕ| absoluter Drehwinkel.
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Beweis. Sei e1, e2 eine fest gewählte, positiv orientierte Orthonormal-
basis von V . Dann existiert nach obiger Bemerkung genau ein ϕ ∈ R,
−π < ϕ ≤ π, mit

f

(
e1
e2

)
=

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)(
e1
e2

)

(ϕ ist eindeutig bestimmt nach dem Verlauf von sin und cos). Sei e′1, e
′
2

eine beliebige, positiv orientierte Orthonormalbasis von V . Dann gibt es ein
A ∈ SO(2) mit (

e′1
e′2

)
= A

(
e1
e2

)
.

A vertauscht mit

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
, da A =

(
cosψ sinψ
− sinψ cosψ

)
für ein ψ ∈ R

ist, d.h.
(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
A =

(
cos(ϕ+ ψ) sin(ϕ+ ψ)
− sin(ϕ+ ψ) cos(ϕ+ ψ)

)
= A

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
.

Daraus folgt

f

(
e′1
e′2

)
= A

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
At

︸ ︷︷ ︸
(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

(
e′1
e′2

)
.

Definition. Für A = (αij) ∈ Kn×n ist die Spur von A definiert durch
SpurA :=

∑n
i=1 αii.

Bemerkung. Sei (V, σ) ein euklidischer, orientierter Vektorraum mit
dimV = 2 und f ∈ SO(V ). Sei v1, v2 eine beliebige Basis von V und A ∈
R2×2 mit

f

(
v1
v2

)
= A

(
v1
v2

)

Dann ist SpurA = 2cosϕ, also ist der Drehwinkel |ϕ| durch SpurA festgelegt.

Beweis. A ist ähnlich zu

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
. Es genügt also zu zeigen,

daß ähnliche Matrizen dieselbe Spur haben.

SpurCAC−1 = SpurAC−1C = SpurA für A,C ∈ Kn×n und C ∈ GL(n,K),

denn allgemein gilt für A = (αij), B = (βij) ∈ Kn×n:

SpurAB =
n∑

i=1

n∑

j=1

αijβji = SpurBA.

Korollar. Sei (V, σ) ein euklidischer Vektorraum mit dimV = 3 und
f ∈ SO(V ). Sei e1 ein Eigenvektor von f zum Eigenwert 1 mit ‖e1‖ = 1 (e1
existiert nach der Folgerung in 9.3.1) und sei 〈e1〉⊥ orientiert. Dann existiert
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genau ein ϕ ∈ R mit −π < ϕ ≤ π, so daß für alle positiv orientierten
Orthonormalbasen e2, e3 von Re⊥1 gilt:

f



e1
e2
e3


 =




1 0 0
0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ





e1
e2
e3


 .

Beweis. f induziert eine Drehung in 〈e1〉⊥. Also folgt die Behauptung
unmittelbar aus dem obigen Korollar.

Bemerkung. Sei A ∈ R3×3 beliebige darstellende Matrix von f bzgl.
einer beliebigen Basis. Dann ist SpurA = 1 + 2 cosϕ, da A ähnlich ist zu




1 0 0
0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ




(Beweis wie zuvor). Also ist der absolute Drehwinkel |ϕ| durch SpurA fest-
gelegt.

9.3.4. Geometrische Veranschaulichung im allgemeinen Fall.
Aus den bisher behandelten Spezialfällen ergibt sich jetzt mit Hilfe des
Satzes 8.2.2 von der reellen Jordanschen Normalform eine entsprechende
Aussage für den allgemeinen Fall.

Satz. Sei (V, σ) ein euklidischer Vektorraum mit 1 ≤ dimV < ∞ und
sei f ∈ O(V ). Dann existieren eine Orthonormalbasis e1, . . . , en von V ,
r, s, t ∈ N, und ϕ1, . . . , ϕt ∈ R mit

f



e1
...
en




=




1
...

1︸ ︷︷ ︸
r−mal

−1

...
−1︸ ︷︷ ︸

s−mal

cosϕ1 sinϕ1
− sinϕ1 cosϕ1

. . .

cosϕt sinϕt

− sinϕt cosϕt






e1
...
en


 .

Beweis. (1) Gezeigt wird: Es existieren Unterräume Ui ⊆ V , 1 ≤
i ≤ m mit V =

⊕m
i=1 Ui, f [Ui] ⊆ Ui, dimUi = 1, 2 und Ui ⊥ Uj für

alle i 6= j. Dies beweisen wir durch Induktion nach dimV .
dimV = 1. Klar.
Induktionsschritt. Nach der reellen Jordanschen Normalform

8.2.2 gibt es zu jedem f ∈ HomR(V, V ) einen Unterraum U ⊆ V
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mit dimU = 1, 2 und f [U ] ⊆ U . Denn ist etwa

J =




α −β
β α

1 0
0 1

. . .
. . .

α −β
β α

1 0
0 1

α −β
β α




,

die Matrix aus 8.2.2 und ist U der von den beiden Basisvektoren,

die zu dem letzten Kästchen α −β
β α gehören, erzeugte Unterraum,

so ist dimU = 2 und es gilt f [U ] ⊆ U . Es folgt f [U⊥] ⊆ U⊥, denn
f [U ] = U da f ein Isomorphismus ist. Also ist f−1�U : U → U
orthogonal. Sei v ∈ U⊥, u ∈ U . Dann ist

σ(f(v), u) = σ(f−1(f(v)), f−1(u)) = σ(v, f−1(u)) = 0,

also f(v) ∈ U⊥. Daraus folgt V = U ⊕ U⊥, f�U⊥ : U⊥ → U⊥,
dimU = 1 oder dimU = 2, dimU⊥ < dimV und U ⊥ U⊥. Auf
U⊥ läßt sich also die Induktionsvoraussetzung anwenden, woraus
die Behauptung folgt.

(2) Nach (1) genügt es wegen 9.3.3, den Satz für dimV = 1, 2 zu be-
weisen. Für dimV = 1 gilt er offensichtlich, und für dimV = 2
beachte man, daß die Matrix

( cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
nach 9.3.3 eine Spie-

gelung an 〈v〉⊥, v = − sinϕ2 e1 + cosϕ2 e2 darstellt und deshalb

durch Wahl einer geeigneten Orthonormalbasis in die Form
(
−1 0
0 1

)

gebracht werden kann.

9.3.5. Parameterdarstellung der SO(n). Nach 9.3.3 ist R→ SO(2),

ϕ 7→
(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
surjektiv; diese Abbildung heißt Parameterdarstel-

lung von SO(2).
Gesucht ist eine ähnliche Parameterdarstellung für SO(n). Heuristisch

betrachtet erkennt man:
”
Für SO(n) braucht man n(n−1)

2 Parameter“. Denn
für A = (αij) ∈ Rn×n sind äquivalent

A ∈ SO(n)

die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von Rn

∑n
i=1 αijαil = δjl für j ≤ l.

Das sind n(n−1)
2 +n Relationen, und es bleiben noch n(n−1)

2 ”
freie Parameter“

übrig. Dies sieht man wie folgt. Sei x die Anzahl der Elemente von A über
der Diagonalen und n die Anzahl der Elemente auf der Diagonalen. Dann

gilt: n+ 2x = n2, also x = n2−n
2 = n(n−1)

2 .
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Sei 1 ≤ i < j ≤ n und ϕ ∈ R. In Abschnitt 5.4 hatten wir die die
Jacobimatrix Rij(ϕ) definiert durch




1
. . .

1
cosϕ sinϕ

1
. . .

1
− sinϕ cosϕ

1
. . .

1




i

j

i j

= (αst) ∈ Rn×n mit αst =





δst falls (s, t) 6= (i, i), (i, j), (j, i), (j, j)

cosϕ falls (s, t) = (i, i), (j, j)

sinϕ falls (s, t) = (i, j)

− sinϕ falls (s, t) = (j, i).

Bemerkungen. (1) Jacobimatrizen wurden in Abschnitt 5.4 beim
Beweis der Hauptachsentransformation nach dem Jacobischen Ver-
fahren verwendet.

(2) Rij(ϕ) ∈ SO(n) beschreibt eine
”
ebene Drehung“. Sei (V, σ) ein

euklidischer Vektorraum und e1, . . . , en eine Orthonormalbasis von
V ,

f



e1
...
en


 = Rij(ϕ)



e1
...
en


 .

Dann ist V = 〈ei, ej〉 ⊕ 〈ei, ej〉⊥, f�〈ei, ej〉 ist eine Drehung und

f�〈ei, ej〉⊥ ist die Identität.
(3) Rij(ϕ)Rij(−ϕ) = E, d.h. Rij(ϕ)t = Rij(ϕ)−1 = Rij(−ϕ).

Satz. Sei n ∈ N und A ∈ SO(n). Dann ist A Produkt von n(n−1)
2 Jaco-

bimatrizen.
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Beweis. 1. Seien A = (αrt), 1 ≤ i < j ≤ n, ϕ ∈ R, s := sinϕ und
c := cosϕ. Betrachte

i j

ARij(ϕ) = (αrt)




1
. . .

1
c s

1
. . .

. . .

1
−s c

1
. . .

1




i

j

=



. . . α1i−1

...
. . . αni−1

cα1i−sα1j
...

cαni−sαnj

α1i+1 . . . α1j−1
...

...
αni+1 . . . αnj−1

sα1i+cα1j
...

sαni+cαnj

α1i+1 . . .
...

αni+1 . . .




=
(
. . . ai−1 cai−saj ai+1 · · · · aj−1 sai+caj aj+1 . . .

)
,

wobei at die t-te Spalte von A ist. Zum Beweis des Satzes wird nun ϕ passend
gewählt. Dazu benötigen wir folgende Aussage: Sind α, β ∈ R, so existiert
ein ϕ ∈ R derart daß mit s := sinϕ und c := cosϕ gilt

cα − sβ = 0

sα+ cβ ≥ 0.
(9.5)

Beweis von (9.5). Fall α 6= 0 oder β 6= 0. Wähle ϕ mit

sinϕ = s =
α√

α2 + β2

cosϕ = c =
β√

α2 + β2
.

Dies ist möglich, da s2 + c2 = 1 ist. Dann gilt

cα− sβ = 0

sα+ cβ =
√
α2 + β2 > 0.

Fall α = β = 0. Dann gilt für beliebige ϕ

cα − sβ = 0

sα+ cβ = 0.
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2. Nach (1) existiert ein ϕ12 ∈ R, so daß mit R12 := R12(ϕ12) gilt:

AR12 =




∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∗
...

...
∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∗

0 (sinϕ)αn1 + (cosϕ)αn2︸ ︷︷ ︸
≥0

αn3 . . . αnn




(nach (9.5) mit α = αn1, β = αn2). Ebenso gibt es ein ϕ23 ∈ R so daß mit
R23 := R23(ϕ23) gilt:

AR12R23 =




∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∗
...

...
∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∗

0 0 α′
n3︸︷︷︸
≥0

αn4 . . . αnn




.

Durch Iteration erhält man ϕ12, ϕ23, ϕ34, . . . , ϕn−1,n mit

AR12R23R34 . . . Rn−1n =




∗ . . . . . . . . . . . ∗
...

...
∗ . . . . . . . . . . . ∗

0 . . . . . . 0 α̃nn︸︷︷︸
≥0




=: (α̃rt).

Wegen A,R12, . . . , Rn−1n ∈ SO(n) folgt (α̃rt) ∈ SO(n). Also folgt

1 =

n∑

j=1

α̃2
nj = α̃2

nn und damit α̃nn = 1, da α̃nn ≥ 0.

Außerdem gilt

1 =
n∑

i=1

α̃2
in = 1 +

n−1∑

i=1

α̃2
in da α̃nn = 1, also

α̃in = 0 für 1 ≤ i ≤ n− 1.

Als Ergebnis erhalten wir

AR12R23 . . . Rn−1n =




∗
0
...
0

0 . . . 0 1


 .

Wendet man nun das gleiche Verfahren auf ∗ ∈ SO(n−1) an, so folgt durch
Iteration

AR12R23 . . . Rn−1n︸ ︷︷ ︸R12 . . . Rn−2n−1︸ ︷︷ ︸ . . . R12R23︸ ︷︷ ︸ R12︸︷︷︸ =




α 0 . . . 0
0 1
...

. . .

0 1


 ,
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α ∈ R, und es ist α = 1, da A,Rst ∈ SO(n) sind. Das abschließende Ergebnis
lautet also

AR12R23 . . . Rn−1n︸ ︷︷ ︸
n−1

R12 . . . Rn−2n−1︸ ︷︷ ︸
n−2

. . . R12R23︸ ︷︷ ︸
2

R12︸︷︷︸
1︸ ︷︷ ︸

∑n−1
i=1 i= n(n−1)

2
Jacobimatrizen

= E.

Damit folgt die Behauptung, da Rij(ϕ)−1 = Rij(−ϕ) ist.

Korollar. Ist A ∈ SO(3), so existieren ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ R mit

A=




cosϕ1 sinϕ1 0
− sinϕ1 cosϕ1 0

0 0 1






1 0 0
0 cosϕ2 sinϕ2

0 − sinϕ2 cosϕ2






cosϕ3 sinϕ3 0
− sinϕ3 cosϕ3 0

0 0 1


 .

Beweis. Nach dem Satz gibt es ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ R mit

A = R12(ϕ1)R23(ϕ2)R12(ϕ3).

Die Zahlen ϕ1, ϕ2, ϕ3 heißen Eulersche Winkel . Sie werden z.B. bei der
Beschreibung einer Kreiselbewegung verwendet. Geometrisch kann man dies
wie folgt deuten. Seien ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ R und A = R12(ϕ1)R23(ϕ2)R12(ϕ3). Sei
(V, σ) ein euklidischer Vektorraum mit einer Orthonormalbasis e1, e2, e3 und

f



e1
e2
e3


 = A



e1
e2
e3


 .

Wir können dann f schreiben als Hintereinanderausführung der Drehungen
f1, f2, f3, also in der Form f = f1 ◦ f2 ◦ f3 mit

f3



e1
e2
e3


 := R12(ϕ3)



e1
e2
e3


 =:



e′1
e′2
e′3


 Orthonormalbasis von V ,

f2



e′1
e′2
e′3


 := R23(ϕ2)



e′1
e′2
e′3


 =:



e′′1
e′′2
e′′3


 Orthonormalbasis von V ,

f1



e′′1
e′′2
e′′3


 := R12(ϕ1)



e′′1
e′′2
e′′3


 = R12(ϕ1)R23(ϕ2)R12(ϕ3)︸ ︷︷ ︸

A



e1
e2
e3




f3 ist eine Drehung mit Drehachse Re3 und Drehwinkel ϕ3, f2 eine Drehung
mit Drehachse Re′1 und Drehwinkel ϕ2, und f1 eine Drehung mit Drehachse
Re′′3 und Drehwinkel ϕ1.

Bemerkungen. Es gibt hier einen Zusammenhang zur Topologie: man

fasse SO(n), O(n) und GL(n,R) als Teilmengen von Rn2
mit der induzierten

Topologie auf, also

SO(n) ⊆ O(n) ⊆ GL(n,R) ⊆ Rn×n ∼= Rn2
.

(1) O(n) ist beschränkt und abgeschlossen in Rn2
, also kompakt , und

ebenso SO(n).
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Beweis. Sei A = (αij) ∈ Rn2
. Dann gilt

A ∈ O(n) ≡
n∑

j=1

αijαlj = δil für alle i, l

A ∈ SO(n) ≡ A ∈ O(n) und detA = 1.

Also sind O(n) (und SO(n)) abgeschlossen als Nullstellengebilde
von Gleichungen. Außerdem folgt aus A ∈ O(n), daß

∑n
j=1 α

2
ij = 1

für alle i, also |αij| ≤ 1 für alle i, j. Also ist O(n) beschränkt.

(2) Nach dem Satz ist

Φ: R
n(n−1)

2 →SO(n)

(ϕ1, . . . , ϕn(n−1)
2

) 7→R12(ϕ1) . . . Rn−1n(ϕn−1)

R12(ϕn) . . . Rn−2n−1(ϕ2n−2)

. . .

R12(ϕn(n−1)
2

)

surjektiv. Φ ist stetig, da ϕ 7→ Rij(ϕ) und die Matrizenmultipli-

kation stetig sind. Da R
n(n−1)

2 zusammenhängend ist, ist also auch
SO(n) zusammenhängend. Aber es gibt keine Bijektion

Ψ: R
n(n−1)

2 −→∼= SO(n),

so daß Ψ und Ψ−1 stetig sind, denn SO(n) ist kompakt und R
n(n−1)

2

ist nicht kompakt.
Es gibt jedoch eine

”
lokale Isomorphie“, die Cayley-Transfor-

mation (siehe Übungen).

R
n(n−1)

2 ∼= {A ∈ Rn×n | At = −A } −→∼= {B ∈ SO(n) | det(B + E) 6= 0 }
A 7→ (E −A)(E +A)−1

(E −B)(E +B)−1 ←7 B
d.h. SO(n) (und auch O(n), s.u.) sind

”
Mannigfaltigkeiten“ der

Dimension n(n−1)
2 .

(3) Sei A ∈ O(n), detA = −1, z.B.

A =




−1
1

. . .

1


 .

Dann ist O(n) disjunkte Vereinigung von SO(n) und A · SO(n)
(also O(n) = SO(n) ∪ A · SO(n) und SO(n) ∩ A · SO(n) = ∅).
Dies ist eine Zerlegung in Zusammenhangskomponenten. (Hierbei
ist A · SO(n) := {AB | B ∈ SO(n) }).

Beweis. Sei B ∈ O(n) mit B 6∈ SO(n). Dann ist det(B) = −1,
also det(AtB) = 1, damit B = A AtB︸︷︷︸

∈SO(n)

∈ A · SO(n). Außerdem ist



194 9. ENDOMORPHISMEN

SO(n)∩A · SO(n) = ∅ und nach (b) ist SO(n) zusammenhängend,
also ist auch A · SO(n) zusammenhängend.

Bemerkung. Aus dem Beweis des Satzes folgt allgemein für ein A ∈
Rn×n (also nicht notwendig A ∈ SO(n)): Es existiert ein B ∈ SO(n), welches

Produkt von n(n−1)
2 Jacobimatrizen ist, mit der Eigenschaft, daß

AB = C =



γ11 . . . γ1n

. . .
...
γnn




eine obere Dreiecksmatrix ist. Außerdem gilt A = CBt, also At = BCt,
wobei Ct eine untere Dreiecksmatrix ist. Damit erhalten wir: Es existiert
ein Q ∈ SO(n) und eine untere Dreiecksmatrix R mit A = QR. Diese so
genannte QR-Zerlegung spielt in der numerischen Mathematik eine wichtige
Rolle.



KAPITEL 10

Gruppen, Moduln, Tensorprodukt

In diesem Kapitel wollen wir die grundlegenden algebraischen Hilfsmittel
ausbauen. Als Anwendung ergibt sich in Abschnitt 10.1 eine Klassifikation
der endlichen Untergruppen der SO(3). In Abschnitt 10.2 definieren wir Fak-
torgruppen und beweisen ihre universelle Eigenschaft; Anwendungen sind
einige einfache zahlentheoretische Aussagen, z.B. xp = x mod p für x ∈ Z
und Primzahlen p. Der Begriff eines Moduls (eine Art Vektorraum über ei-
nem Ring statt eines Körpers) wird in Abschnitt 10.3 eingeführt; mit seiner
Hilfe erhalten wir einen einfachen Beweis des Satzes von Cayley/Hamilton,
welcher aussagt, daß das

”
Einsetzen“ einer Matrix in ihr eigenes charakteri-

stisches Polynom stets die Nullmatrix ergibt. In Abschnitt 10.4 konstruieren
wir schließlich die in der Physik und auch in der Differentialgeometrie wich-
tigen Tensorprodukte von Moduln; auf sie wird man in natürlicher Weise
durch die Betrachtung von mehrstelligen linearen Abbildungen (sog. multi-
linearen Abbildungen) geführt.

10.1. Gruppen

In Abschnitt 1.2.2 hatten wir den Gruppenbegriff eingeführt und sei-
ne einfachsten Eigenschaften bewiesen. Wir wollen uns jetzt etwas mehr
Kenntnisse über Gruppen und insbesondere endliche Gruppen verschaffen;
Ziel ist eine Klassifikation der endlichen Untergruppen der SO(3). Im fol-
genden verwenden wir x, y, z (statt α, β, γ) für die Elemente einer Gruppe
und schreiben xy statt x ◦ y.

Sei G eine endliche Gruppe. Dann heißt die Anzahl der Elemente von
G die Ordnung von G, geschrieben Ord(G). Für eine endliche Gruppe G =
{g1, . . . , gn} kann man die Multiplikation in einer Gruppentafel explizit auf-
schreiben:

· g1 g2 · · · gn
g1 g1 g1 g1 g2 · · · g1 gn
g2 g2 g1 g2 g2 · · · g2 gn
...

...
...

...
gn gn g1 gn g2 · · · gn gn

In jeder Zeile und in jeder Spalte kommt jedes Element von G genau einmal
vor.

10.1.1. Gruppenhomomorphismen, Untergruppen, Normaltei-
ler. Seien G,H Gruppen und f : G→ H eine Abbildung. f heißtGruppen-
homomorphismus, falls für alle x, y ∈ G gilt

f(xy) = f(x)f(y).

195
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f heißt Gruppenisomorphismus, falls f ein bijektiver Gruppenhomomorphis-
mus ist. G ist isomorph zu H (geschrieben G ∼= H), falls ein Gruppeniso-
morphismus g : G→ H existiert.

Bemerkung. Seien G,H Gruppen und f : G → H ein Gruppenhomo-
morphismus. Dann gilt

f(e) = e

f(x−1) = f(x)−1 für alle x ∈ G.

Beweis.

f(e) = f(ee) = f(e)f(e), also f(e) = e.

f(e) = f(xx−1) = f(x)f(x−1) also f(x)−1 = f(x−1).

In 5.3.1 hatten wir bereits den Begriff einer Untergruppe wie folgt defi-
niert. Eine Teilmenge U einer Gruppe G heißt Untergruppe, wenn die Grup-
penstruktur auf G eine Gruppenstruktur auf U induziert, d.h. wenn gilt (1)
xy ∈ U für alle x, y ∈ U , (2) e ∈ U und (3) x−1 ∈ U für alle x ∈ U . Eine
Untergruppe N einer Gruppe G heißt Normalteiler , wenn für alle x ∈ G gilt

xN = Nx,

wobei xN := {xy | y ∈ N } und Nx := { yx | y ∈ N }.
Bemerkung. Sei G eine Gruppe und U ⊆ G eine Teilmenge. Dann ist

U ist genau dann Normalteiler von G, wenn U eine Untergruppe von G ist
und für alle x ∈ G und y ∈ U auch xyx−1 ∈ U ist.

Beweis. =⇒. Aus xU = Ux folgt xyx−1 ∈ U .⇐=. Es ist xU ⊆ Ux und
aus x−1U ⊆ Ux−1 folgt Ux ⊆ xU . Also xU = Ux.

Lemma. Sei G eine Gruppe und U ⊆ G eine Teilmenge. Dann sind
äquivalent:

(1) U ist Untergruppe von G.
(2) (a) U 6= ∅.

(b) Für alle x, y ∈ U ist xy−1 ∈ U .

Beweis. (1) ⇒ (2). klar. (2) ⇒ (1). Da U 6= ∅ ist, gibt es ein x0 ∈ U .
Wegen (2b) ist dann e = x0x

−1
0 ∈ U . Für ein beliebiges y ∈ U ist wieder mit

(2b) auch y−1 = ey−1 ∈ U . Schließlich folgt für beliebige x, y ∈ U wegen
y−1 ∈ U und wegen (2b) auch xy = x(y−1)−1 ∈ U .

Lemma. Seien G,H Gruppen, f : G → H ein Gruppenhomomorphis-
mus, U eine Untergruppe von G und V eine Untergruppe von H. Dann gilt:

(1) f [U ] ist Untergruppe von H.
(2) f−1[V ] ist Untergruppe von G.
(3) Falls V Normalteiler von H ist, so ist f−1[V ] Normalteiler von G.

Beweis. (1) und (2) sind klar. (3) Sei x ∈ G und y ∈ f−1[V ]. Dann gilt

f(xyx−1) = f(x)f(y)f(x)−1 ∈ V,
da f(y) ∈ V und V Normalteiler ist. Also ist xyx−1 ∈ f−1[V ].
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Bemerkung. Sei U Normalteiler in G und f : G → H ein Gruppen-
homomorphismus. Dann muß f [U ] nicht Normalteiler in H sein. Dies sieht
man durch folgendes Beispiel: Wähle G ⊆ H Untergruppe, die kein Normal-
teiler von H ist und U = G, sowie f : G → H die Einbettung von G nach
H.

Definition. Sei G eine Gruppe und M ⊆ G eine Teilmenge.

(1) 〈M〉 := {x ∈ G | ∃n∈N, x1, . . . , xn∈M,ε1, . . . , εn∈{1,−1} : x =
xε11 · · · xεn

n } heißt von M erzeugte Untergruppe. (Dabei sei 〈∅〉 :=
{e}).

(2) G heißt zyklisch, falls es ein x ∈ G gibt mit G = 〈x〉.
Bemerkungen. (1) 〈M〉 ist die kleinste Untergruppe von G, die

M enthält. Dies beweist man wie die analoge Aussage für Vek-
torräume.

(2) Ist G = 〈x〉 für ein x ∈ G, so ist G = {xs | s ∈ Z }.
Beispiele. (1) Ist V ein K-Vektorraum, so ist V mit der Addition

eine Gruppe.
(2) Z ist mit der Addition eine Gruppe. Es gilt Z = 〈1〉. In additiven

Gruppen schreibt man nx mit n ∈ Z statt xn und −x statt x−1.
(3) Sei R ein Ring und U(R) := { r ∈ R | ∃s∈R : rs = sr = 1 }.

Dann ist U(R) mit der Multiplikation von R eine Gruppe, sie heißt
Einheitengruppe von R. Im Spezialfall eines Körpers K ist U(K) =
K∗ = {x ∈ K | x 6= 0 }.

(4) Sei M eine Menge und S(M) := { f : M → M | f bijektiv }. Dann
ist S(M) mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe. Sie
heißt symmetrische Gruppe auf M .

Im Spezialfall M = {1, 2, . . . , n} für ein n ∈ N ist Sn :=
S({1, . . . , n}) die Permutationsgruppe von n Elementen, die wir
bereits in 6.1.5 betrachtet hatten. Definiere den Gruppenhomomor-
phismus

εn : Sn → {1,−1}
σ 7→ Vorzeichen der Permutation σ

und setze An := ker εn. An ist die Menge der geraden Permuta-
tionen und heißt alternierende Gruppe von n Elementen. Leicht zu
erkennen ist (siehe 6.1.5)

Ord(Sn) = n!, Ord(An) =
n!

2
.

Sei N ⊆M eine Teilmenge. Dann sind

G := { f ∈ S(M) | f [N ] = N }
H := { f ∈ S(M) | ∀x∈N : f(x) = x }

Untergruppen von S(M), denn etwa für G gilt: 1. idM ∈ G. 2. Sind
f, g ∈ G, so ist (fg)[N ] = f(g[N ]) = f [N ] = N , also ist fg ∈ G.
3. Sei f ∈ G. Dann ist f�N : N → N bijektiv, also gilt für alle
x ∈ N : f−1(f(x)) = x. Damit erhält man f−1[N ] = N , also ist
auch f−1 ∈ G. Ebenso beweist man, daß H Untergruppe von Sn
ist.
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Insbesondere ist Sn ⊆ Sn+1 Untergruppe bei der Identifikation

Sn = {σ ∈ Sn+1 | σ(n + 1) = n+ 1 }.
(5) Sei V ein Vektorraum über einem Körper K. Dann ist AutK(V ) :=
{ f ∈ HomK(V, V ) | f Isomorphismus } mit der Komposition von
Abbildungen eine Gruppe. Sie heißt Automorphismengruppe von
V .

(6) GL(n,K) heißt allgemeine lineare Gruppe. Es ist det : GL(n,K)→
K∗ ein Gruppenhomomorphismus und SL(n,K) := ker det ist die
spezielle lineare Gruppe. Für K = R ist O(n) die orthogonale Grup-
pe und SO(n) = ker det: O(n)→ {1,−1} ist die spezielle orthogo-
nale Gruppe.

(7) Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann ist { g : V →
V | g Affinität } die affine Gruppe von V . (Erinnerung: Eine Abbil-
dung g : V → V hieß Affinität, wenn es ein f ∈ AutK(V ) und ein
a ∈ V gibt, so daß für alle x ∈ V gilt g(x) = f(x) + a).

(8) Sei (V, σ) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann
heißt { g : V → V | g Bewegung } euklidische Gruppe von V . (Erin-
nerung: Eine Abbildung g : V → V ist genau dann eine Bewegung
(oder Kongruenz), falls es ein f ∈ O(V ) und ein a ∈ V gibt, so daß
für alle x ∈ V gilt g(x) = f(x) + a).

Definition. Sei (V, σ) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektor-
raum und sei F ⊆ V eine Teilmenge (

”
geometrische Figur“). Dann heißt

{ g : V → V | g Bewegung von V , g(F ) = F }
Symmetriegruppe von F .

Bemerkung. Die Symmetriegruppe von F ist tatsächlich eine Gruppe,
nämlich eine Untergruppe der euklidischen Gruppe von V . Dies zeigt man
wie im obigen Beispiel bei S(M).

Beispiele. (Anschaulich).

(1) Sei F ⊆ R2 ein gleichseitiges Dreieck.
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.

L1

L2

L3

Es sei oBdA 0 im Schnittpunkt von L1, L1, L3, und G sei die Sym-
metriegruppe von F . Leicht einzusehen ist G ⊆ O(R2). Sei f die
Drehung um den Winkel 2π

3 und gi die Spiegelung an Li für i =

1, 2, 3. Man beachte, daß id, f, f2, g1, g2, g3 verschieden sind.
Behauptung. G = {id, f, f2, g1, g2, g3}.
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Beweis. Jedes g ∈ G bewirkt eine Permutation der Eckpunkte
(g ist durch die Bilder der Eckpunkte festgelegt). Also gilt

{id, f, f2, g1, g2, g3} ⊆ G ↪→ S3,

(↪→ soll bedeuten: injektive Abbildung, also Einbettung) und S3

hat die Ordnung 6.

Aus dem obigen Beweis folgt sogar G ∼= S3. Es ist

G = {id, f, f2, g, gf, gf2},

wobei g eine der Spiegelungen gi ist (Beweis einfach). Ferner gelten
folgende Relationen:

f3 = id

g2 = id

gfgf = id (leicht nachzurechnen),

also auch fg = gf−1 = gf2.
Allgemein kann man zeigen (dies wird hier aber nicht durch-

geführt): Sei G die Symmetriegruppe des regulären n-Ecks mit
n ≥ 3, f die Drehung um den Winkel 2π

n
und g eine beliebige

Spiegelung in G. Dann ist

G = {id, f, . . . , fn−1, g, gf, . . . , gfn−1} =: D2n.

D2n = 〈f, g〉 heißt Diedergruppe der Ordnung 2n. (Oft wird auch
die Bezeichnung Dn statt D2n verwendet). Es gelten folgende Re-
lationen:

fn = id

f t 6= id für 1 ≤ t < n

fg = gfn−1

(2) { f ∈ SO(R2) | f Symmetrie des regulären n-Ecks } wird von der
Drehung um den Winkel 2π

n
erzeugt, ist also die zyklische Gruppe

der Ordnung n.
(3) Für ein F ⊆ R3 nennt man { f ∈ SO(R3) | f Symmetrie von F }

die Drehgruppe von F .
Die Bestimmung der Drehgruppen für die so genannten plato-

nischen Körper (dies sind die fünf konvexen, regulären Polyeder im
R3) liefert folgendes Ergebnis.

Polyeder Beschreibung Drehgruppe mit Ordnung
Tetraeder 4 Dreiecke A4 4 · 3 = 12
Würfel 6 Quadrate S4 6 · 4 = 24
Oktaeder 8 Dreiecke S4 8 · 3 = 24
Dodekaeder 12 Fünfecke A5 12 · 5 = 60
Ikosaeder 20 Dreiecke A5 20 · 3 = 60

Wir wollen dies im folgenden begründen.
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(a) Sei G die Drehgruppe des Würfels
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.

.

.

x3

x4

x1

x2

Durch jeden Eckpunkt geht genau eine Raumdiagonale. Bei
Symmetrien werden Raumdiagonalen in Raumdiagonale abge-
bildet. Sei Li die Raumdiagonale durch den Punkt xi. Betrach-
te

ϕ : G→ S4

f 7→ (i 7→ f ′(i)) wobei f ′ definiert ist durch f(Li) = Lf ′(i).

ϕ ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Zählt man die
Elemente von G auf, so erhält man als Symmetrieachsen (Dreh-
achsen von Elementen in G):

(i) 4 Raumdiagonalen: Je 2 Drehungen 6= id.
(ii) 3 Geraden durch die Mittelpunkte gegenüberliegender

Seiten: Je 3 Drehungen 6= id.
(iii) 6 Geraden durch die Mittelpunkte gegenüberliegender

Kanten: Je 1 Drehung 6= id.
Also hat G mindestens 8 + 9 + 6 + 1 = 24 Elemente. (Die
letzte 1 gehört zur Identität). Da ϕ ein Monomorphismus ist,
Ord(G) ≥ 24 und Ord(S4) = 4! = 24 ist, erhält man als Er-
gebnis G ∼= S4.

(b) Sei H die Drehgruppe des Tetraeders
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x3

x4

x1

x2

Sei f die Drehung des Würfels mit f(x1) = x1, d.h. f(L1) =
L1. Jedes solche f ist eine Drehung des Dreiecks x2, x3, x4. Für
f 6= id ergeben sich zwei Möglichkeiten, nämlich

ϕ(f1) =

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
oder ϕ(f2) =

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
.
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Es sind ϕ(f1) und ϕ(f2) gerade Permutationen. Sei gi die Dre-
hung des Würfels, die den Tetraeder in sich selbst abbildet
mit gi(x1) = xi für i = 2, 3, 4. Wieder ist ϕ(gi) eine gerade
Permutation. Sei g ∈ H beliebig. Dann gilt g(x1) = xi für ein
1 ≤ i ≤ 4.
Fall 1. g(x1) = x1. Dann ist g = id, g = f1 oder g = f2.
Fall 2. g(x1) = xi mit i 6= 1. Dann ergibt sich

g−1
i g(x1) = x1

g−1
i g = id, g−1

i g = f1 oder g−1
i g = f2

g = gi, g = gif1 oder g = gif2.

Also ist ϕ(g) wieder eine gerade Permutation.
Außerdem hat H mindestens 12 Elemente, nämlich

f0 := id, f1, f2,

gif0, gif1, gif2 für i = 2, 3, 4.

Ergebnis:H ∼= A4, denn Ord(H) ≥ 12 und Ord(A4) = 4!
2 = 12.

(c) Drehgruppe des Oktaeders ist die Drehgruppe des Würfels,
denn verbindet man die Mitten der Seiten des Würfels, so er-
gibt sich ein Oktaeder.
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.

(d) Durch ähnliche Überlegungen folgt: Der Dodekaeder und der
Ikosaeder haben die gleiche Drehgruppe, und diese ist iso-
morph zu A5.

10.1.2. Operationen einer Gruppe auf einer Menge. Unser Ziel
ist eine Klassifikation der endlichen Untergruppen der SO(3). Vorbereitend
dazu sollen einige nützliche Begriffe eingeführt werden.

Definition. Sei G eine Gruppe, S eine Menge und m : G×S → S eine
Abbildung. Wir schreiben gx := m(g, x) für g ∈ G und x ∈ S. m heißt
Operation von G auf S, falls für alle x ∈ S und g, h ∈ G gilt:

(gh)x = g(hx)

ex = x.

Ferner heißen

Gx := { gx | g ∈ G } Orbit (oder Bahn) von x,

Gx := { g ∈ G | gx = x } Isotropiegruppe (oder Stabilisator) von x.
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Bemerkung. Sei G eine Gruppe, S eine Menge und m : G×S → S eine
Operation von G auf S sowie x ∈ S. Dann ist Gx eine Untergruppe von G.

Beweis. 1. Wegen ex = x ist e ∈ Gx. 2. Seien g, h ∈ Gx. Dann ist
(gh)x = g(hx) = gx = x, also auch gh ∈ Gx. 3. Sei g ∈ Gx, also gx = x. Es
ist x = ex = (g−1g)x = g−1(gx) = g−1x, also auch g−1 ∈ Gx.

Beispiele. (1) Sei H eine Gruppe und G ⊆ H eine Untergruppe.
Dann ist

G×H → H

(g, x) 7→ gx (Produkt in H)

eine Operation von G auf H.
(2) Sei G eine Gruppe. Dann ist

G×G→ G

(g, x) 7→ gxg−1

eine Operation von G auf G, sie wird auch Konjugation genannt.

Beweis. Seien g, h ∈ G und x ∈ G. Es gilt (e, x) 7→ exe−1 = x
und ((gh), x) 7→ (gh)x(gh)−1 = ghxh−1g−1 = g(hxh−1)g−1.

(3) Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und G die
euklidische Gruppe von V (oder eine Untergruppe davon). Dann
ist

G× V → V

(g, x) 7→ g(x)

eine Operation von G auf V . Ist speziell G = O(V ), so ist für ein
x ∈ V der Orbit von x

Gx := { gx | g ∈ G } = { y ∈ V | ‖y‖ = ‖x‖ }.
Für dimV = 2 ist also der Orbit Gx der Kreis um den Nullpunkt
mit Radius ‖x‖, und für dimV = 3 ist der Orbit Gx die Oberfläche
der Kugel um den Nullpunkt mit Radius ‖x‖.

Satz. Sei G eine Gruppe, S eine Menge und G×S → S eine Operation.
Dann gilt:

(1) S ist disjunkte Vereinigung von Orbits.
(2) Für endliches G,S und beliebiges x ∈ S gilt

Ord(G) = Ord(Gx) · |Gx|.
Hierbei ist |Gx| die Anzahl der Elemente in Gx.

Beweis. (1) (a) Es ist S =
⋃
x∈S Gx, denn für x ∈ S gilt x = ex.

(b) Es genügt, noch zu zeigen, daß ausGx∩Gy 6= ∅ folgt Gx = Gy.
Seien also Gx,Gy gegeben mit Gx ∩Gy 6= ∅. Dann existieren
g, h ∈ G mit gx = hy, also x = g−1hy ∈ Gy, woraus Gx ⊆ Gy
folgt. Analog zeigt man Gy ⊆ Gx. Also ist Gx = Gy.

(2) Betrachte die surjektive Abbildung

ϕ : G→ Gx

g 7→ gx.
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(a) Sei r := |Gx|, etwa Gx = {f1x, . . . , frx} mit fi ∈ G. Wir
haben dann

G =

r⋃

i=1

ϕ−1(fix),

ϕ−1(fix) ∩ ϕ−1(fjx) = ∅ für i 6= j

(dies gilt für jede Abbildung; ϕ−1(y) heißt Faser von y ∈ Gx).
(b) Berechnung der Fasern. Sei f ∈ G. Dann ist

ϕ−1(fx) = fGx,

denn für g ∈ G sind folgende Aussagen äquivalent.

g ∈ ϕ−1(fx)

gx = fx

f−1gx = x

f−1g ∈ Gx
g ∈ fGx.

(c) Für ein f ∈ G ist die Abbildung

Gx → fGx

g 7→ fg

bijektiv, denn sie hat die Umkehrabbildung h 7→ f−1h. Also

Ord(G) =

r∑

i=1

Ord(ϕ−1(fix)) nach (a)

=

r∑

i=1

Ord(fiGx) nach (b)

= r ·Ord(Gx)

= |Gx| ·Ord(Gx) nach Definition von r in (a).

10.1.3. Satz von Lagrange.

Satz. Sei H eine endliche Gruppe und G ⊆ H eine Untergruppe. Es sei
[H : G] (der Index von G in H) die Anzahl der verschiedenen Teilmengen
Gx = { gx | g ∈ G }, x ∈ H, von H. Dann gilt:

Ord(H) = Ord(G) · [H : G].

Beweis. Betrachte die Operation

G×H → H

(g, x) 7→ gx (Produkt in H).

Seien Gx1, . . . , Gxr die paarweise verschiedenen Orbits. Nach obigem Satz,
Teil (1), gilt

H =

r⋃

i=1

Gxi und Gxi ∩Gxj = ∅ für i 6= j.
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Die Abbildung G→ Gx, g 7→ gx ist bijektiv für alle x ∈ H, denn y 7→ yx−1

ist die Umkehrabbildung. Also ist Ord(H) = r ·Ord(G).

Korollar. Sei G eine endliche Gruppe mit Ord(G) = p und p prim.
Dann ist G zyklisch.

Beweis. Es ist Ord(G) = p ≥ 2, also existiert ein x ∈ G mit x 6= e. Also
ist 〈x〉 Untergruppe von G mit Ord(〈x〉) 6= 1. Nach dem Satz von Lagrange
teilt Ord(〈x〉) die Ordnung von G, und wegen p prim folgt Ord(〈x〉) =
Ord(G). Also ist 〈x〉 = G.

10.1.4. Klassifikation der endlichen Untergruppen der SO(3).
Es folgt die Anwendung auf endliche Drehgruppen. Zunächst wird der Begriff
der Diedergruppe eingeführt.

Definition. Seien t ∈ N, t ≥ 1 und G eine Gruppe. G heißt Dieder-
gruppe der Ordnung 2t, wenn gilt:

(1) Ord(G) = 2t.
(2) Es existieren f, g ∈ G mit

f t = e

g2 = e

fg = gf−1

G = {e, f, . . . , f t−1, g, gf, . . . , gf t−1}.

Bemerkungen. (1) D2t ist die Symmetriegruppe des regulären t-
Ecks in der Ebene.

(2) Sei G eine Diedergruppe der Ordnung 2t, etwa

G = {e, f, . . . , f t−1, g, gf, . . . , gf t−1}
mit g, f wie in der Definition. Dann hat jedes h ∈ G eine eindeutige
Darstellung

h = gif j mit 0 ≤ i ≤ 1, 0 ≤ j ≤ t− 1.

Die Multiplikation in G hängt nur von den Paaren (i, j) ab, denn
für 0 ≤ i, k ≤ 1 und 0 ≤ j, l ≤ t− 1 gilt

gif jgkf l =

{
gif j+l falls k = 0

gi+1f−j+l falls k = 1.

Also sind je zwei Diedergruppen der Ordnung 2t zueinander iso-
morph.

Satz. (1) Sei G ⊆ SO(2) eine endliche Untergruppe. Dann ist G
zyklisch.

(2) Sei G ⊆ SO(3) eine endliche Untergruppe. Dann gilt:
G ist zyklisch

oder G ist Diedergruppe, d.h. G ∼= D2n (Symmetriegruppe des re-
gulären n-Ecks),

oder Ord(G) ∈ {12, 24, 60}.
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Bemerkung. In (2) gilt sogar: Ist G nicht zyklisch und keine Dieder-
gruppe, also Ord(G) = 12, 24 bzw. 60, so ist G ∼= A4, S4 bzw. A5. (Dies
wird hier nicht bewiesen.)

Beweis. (1) Sei f ∈ SO(R2). Dann existiert genau ein ϕ, 0 ≤ ϕ <
2π mit

f = fϕ := Drehung um ϕ gegen den Uhrzeigersinn.

Sei Ord(G) = n, etwa G = {fϕ1 , . . . , fϕn} mit 0 ≤ ϕi < 2π. Wir
können oBdA ϕ1 = 0 annehmen. Sei ϕ := min{ϕi | 2 ≤ i ≤ n }.
Dann existiert für jedes i mit 2 ≤ i ≤ n ein m ∈ N und ein ψi mit
0 ≤ ψi < ϕ, so daß gilt:

ϕi = mϕ+ ψi

fϕi
= fmϕ+ψi

= fmϕ fψi

fψi
∈ G da G Gruppe

ψi = 0 da ψi < ϕ.

Also ist G = 〈fϕ〉 = { f0
ϕ, fϕ, . . . , f

n−1
ϕ | }.

(2) Jedes f ∈ SO(R3), f 6= id, bildet die Oberfläche der Einheitskugel
in sich selbst ab und hat dort genau zwei Fixpunkte (nämlich wo
die Drehachse die Einheitskugel durchstößt). Sei

S := {x ∈ R3 | ‖x‖ = 1 und es gibt ein f ∈ G, f 6= id mit f(x) = x }
die Menge der Pole von G. Wir können oBdA Ord(G) > 1 anneh-
men, also ist S 6= ∅.

a. Wir zeigen, daß

G× S → S

(g, x) 7→ g(x)

eine wohldefinierte Operation ist. Zu zeigen ist, daß aus g ∈ G und
x ∈ S folgt g(x) ∈ S. Wegen x ∈ S gibt es ein f ∈ G, f 6= id
mit f(x) = x. Also ist gfg−1g(x) = g(x), und es gilt gfg−1 ∈ G,
gfg−1 6= id. Daraus folgt g(x) ∈ S.

b. Behauptung: Aus x ∈ S und g ∈ G folgt Gg(x) = gGxg
−1,

insbesondere also Ord(Gg(x)) = Ord(Gx).
Beweis: Folgende Aussagen sind äquivalent.

f ∈ Gg(x)
fg(x) = g(x)

g−1fg(x) = x

g−1fg ∈ Gx
f ∈ gGxg−1.

Weiter gilt Ord(Gg(x)) = Ord(Gx), da die Abbildung

G→ G

h 7→ ghg−1

bijektiv ist und gGxg
−1 das Bild von Gx unter dieser Abbildung

ist.
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c. Seien Gx1, . . . , Gxr die paarweise verschiedenen Orbits be-
züglich dieser Operation (S ist also die disjunkte Vereinigung von
Gx1, . . . , Gxr). Nach dem Satz gilt für jedes i mit 1 ≤ i ≤ r

Ord(G)︸ ︷︷ ︸
=:n

= |Gxi|︸ ︷︷ ︸
=:mi

·Ord(Gxi
)︸ ︷︷ ︸

=:ni

.

Sei etwa
Gxi = {f1(xi), . . . , fmi

(xi)},
Die Faser von jedem fj(xi) ist dann eine Teilmenge von G mit
ni = Ord(Gxi

)-vielen Elementen.
Unser Ansatz besteht nun darin, alle Paare (f, x) mit f ∈ G,

f 6= id und x Pol von f zu zählen.
(a) Einerseits gibt es n−1 Möglichkeiten für f mit jeweils 2 Polen.
(b) Andererseits: Sei i fest gewählt. Betrachte fj(xi) ∈ Gxi. Wie-

viele h ∈ G mit dem Pol fj(xi) gibt es? Soviele wie

Ord({h ∈ G | hfj(xi) = fj(xi) }︸ ︷︷ ︸
Gfj(xi)

= Ord(Gxi
) = ni nach (b).

Bei festem i haben wir also mi Möglichkeiten für x, mit jeweils
ni − 1 zugehörigen f .

Dies ergibt

2(n − 1) =
r∑

i=1

mi(ni − 1)

2− 2

n
=

r∑

i=1

mi(ni − 1)

n
=

r∑

i=1

(1− 1

ni
) wegen n = mini.

Wir diskutieren nun die Gleichung

(10.1) 2− 2

n
=

r∑

i=1

(1− 1

ni
) (oBdA ni ≥ 2).

d. Behauptung: r = 2 oder r = 3.
Beweis: Unmöglich ist der Fall r = 1. Annahme: r ≥ 4. Dann

folgt aus (10.1) der Widerspruch:

2− 2

n
=

r∑

i=1

(1− 1

ni
) ≥ 4− 4

2
= 2.

Fall r = 2. Aus (10.1) folgt

2− 2

n
= 2− 1

n1
− 1

n2

2

n
=

1

n1
+

1

n2
(n1, n2 ≤ n)

n1 = n2 = n und damit m1 = m2 = 1.

Also gibt es genau 2 Pole und jeder Pol kommt n-mal vor. Sei x ∈ S,
also ein Pol. Man erhält

G = { g ∈ SO(R3) | g(x) = x }
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∼= endliche Untergruppe von SO(R2) (Ebene: (Rx)⊥)

G zyklisch nach (1).

Fall r = 3. OBdA gelte 2 ≤ n1 ≤ n2 ≤ n3 ≤ n. Nach (10.1)
haben wir

2− 2

n
= 3−

3∑

i=1

1

ni
.

Annahme n1 ≥ 3. Dann erhalten wir den Widerspruch

2− 2

n
= 3−

3∑

i=1

1

ni
︸ ︷︷ ︸

≤1

≥ 2.

Also ist n1 = 2 und damit

2− 2

n
= 3− 1

2
− 1

n2
− 1

n3
,

1

n2
+

1

n3
=

1

2
+

2

n
.

Annahme: n2 ≥ 4. Dann haben wir 1
n2

+ 1
n3
≤ 2

4 = 1
2 und damit

einen Widerspruch. Also ist n2 = 2 oder n2 = 3. Es ergeben sich
die folgenden Möglichkeiten:

i. n1 = 2 und n2 = 2. Dann ist n3 = n
2 und n gerade.

ii. n1 = 2, n2 = 3 und n3 = 3. Dann gilt 2
3 = 1

2+ 2
n
, also 4

6− 3
6 = 2

n
,

also n = 12.
iii. n1 = 2, n2 = 3 und n3 = 4. Dann gilt 1

3 + 1
4 = 1

2 + 2
n
, also

4
12 − 3

12 = 2
n
, also n = 24.

iv. n1 = 2, n2 = 3 und n3 = 5. Dann folgt 1
3 + 1

5 = 1
2 + 2

n
, also

10
30 + 6

30 − 15
30 = 2

n
, also n = 60.

Andere Fälle sind nicht möglich, denn es gilt

1

3
+

1

n3
=

1

2
+

2

n
1

n3
=

1

6
+

2

n
>

1

6

n3 < 6 (außerdem n2 = 3 ≤ n3).

Es bleibt noch zu zeigen, daß im Fall (i) G eine Diedergruppe ist.
e. Behauptung: Aus r = 3, n1 = 2, n2 = 2, n3 = n

2 folgt
G ∼= D2·n

2
.

Beweis: Es sei S = Gx1 ∪ Gx2 ∪ Gx3 (disjunkte Vereinigung)
und m1 = n

2 , m2 = n
2 und m3 = n

n
2

= 2. Es ist |Gx3| = 2, sei also

Gx3 =: {x, y}. Damit erhält man

Gx = { f ∈ G | f(x) = x }
∼= endliche Untergruppe von SO(R2) (Ebene: (Rx)⊥).

Also ist nach (1) Gx = 〈f〉 für ein f ∈ G. Wähle ein g ∈ G mit
g 6∈ Gx (möglich wegen Ord(Gx) = n

2 ). Dann folgt mit t := n
2 :

G = {f0 = id, f, . . . , f t−1, g, gf, . . . , gf t−1}, Gx = {f0, f, . . . , f t−1}.
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Außerdem folgt für ein g ∈ G mit g /∈ Gx (d.h. g(x) 6= x), daß
g2 = id. Dies sieht man wie folgt. Zunächst gilt für jedes g ∈ G

g(Gx3) = gGx3 = Gx3,

d.h. g({x, y}) = {x, y}, d.h. g(x) = x und g(y) = y, oder g(x) = y
und g(y) = x. Daraus folgt im Fall g(x) 6= x, daß g(x) = y und
damit g2(x) = g(y) = x. Ebenso folgt im Fall g(y) 6= y, daß g2(y) =
y. Da g eine Drehung mit g(x) 6= x und g(y) 6= y ist, besitzt g einen
Pol z mit g(z) = z und z 6= x, y. Dann ist auch g2(z) = z, also ist
g2 = id, da g2 drei Fixpunkte hat.

Ergebnis: G = 〈f, g〉, f t = id, f s 6= id für s < t, g2 = id und
fg = gf−1 da (gf)2 = gfgf = id. Also ist G ∼= D2t mit t ≥ 1.
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10.2. Faktorgruppen

Sei G eine Gruppe und H ⊆ G eine Untergruppe. Die Faktorgruppe
G/H ist dann wie der Quotientenvektorraum V/U in 2.3.5 definiert. Wir
konstruieren die Faktorgruppe G/N für einen Normalteiler N ⊆ G, zusam-
men mit dem natürlichen Gruppenhomomorphismus kan: G → G/N . Es
zeigt sich, daß hierfür die Eigenschaft von N , Normalteiler zu sein, not-
wendig ist. Als einfache Folgerung erhalten wir eine Charakterisierung von
Normalteilern als Kerne von Gruppenhomomorphismen. Wir beweisen dann
die universelle Eigenschaft von Faktorgruppen und als Folgerung den Ho-
momorphiesatz (vgl. den Homomorphiesatz für Vektorräume in 3.2.2). Als
einfache Anwendung erhalten wir eine Klassifikation der zyklischen Gruppen
und für endliche Gruppen den Satz von Fermat, daß xOrd(G) = e ist. Ferner
ergibt sich xp ≡ x mod p für x ∈ Z und Primzahlen p.

10.2.1. Nebenklassen, Konstruktion der Faktorgruppe. Sei G
eine Gruppe und H ⊆ G eine Untergruppe. Für x ∈ G heißt

xH := {xh | h ∈ H }
die von x erzeugte Linksnebenklasse bzgl. H. (Entsprechend heißt Hx :=
{hx | h ∈ H } Rechtsnebenklasse). Die Menge der Linksnebenklassen von G
bzgl. H, also

G/H := {xH | x ∈ G },
wird G modulo H genannt.
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Bemerkungen. (1) Sei G eine Gruppe, H ⊆ G eine Untergruppe
und x, y ∈ G. Dann gilt

xH = yH genau dann, wenn y−1x ∈ H.
Beweis. ⇒. Gelte xH = yH. Dann existiert ein h ∈ H mit

x = xe = yh. Also y−1x = h ∈ H.
⇐=. Sei y−1x ∈ H. Dann gibt es ein h ∈ H mit y−1x = h, also

x = yh. Damit gilt für alle h′ ∈ H, daß xh′ = yhh′ ∈ yH, also
xH ⊆ yH. Wegen (y−1x)−1 = x−1y folgt genauso yH ⊆ xH.

(2) Sei G eine Gruppe und H ⊆ G eine Untergruppe. Für x, y ∈ G
definieren wir

x ∼H y :≡ y−1x ∈ H.
Nach (1) ist ∼H eine Äquivalenzrelation auf G. Wir zeigen

xH = { y | y ∼H x } =: [x] Äquivalenzklasse von x.

Beweis. ⊆. Sei h ∈ H. Zu zeigen ist xh ∼H x, d.h. x−1xh ∈ H.
⊇. Sei y ∼H x, also y−1x ∈ H. Zu zeigen ist y ∈ xH. Es existiert
ein h ∈ H mit

y−1x = h

x−1y = h−1

y = xh−1 ∈ xH.

Nach Abschnitt 1.2 (den Bemerkungen zu Äquivalenzklassen)
ist also G die disjunkte Vereinigung von Linksnebenklassen.

(3) Sei G eine Gruppe und H ⊆ G eine Untergruppe. Wähle in je-
der Linksnebenklasse ein Element (Repräsentant) xi aus. Dann ist
G =

⋃
i∈I xiH (disjunkte Vereinigung) wobei (xi)i∈I die Familie

der Repräsentanten ist. Es ist dann auch G =
⋃
i∈I Hx

−1
i disjunkte

Vereinigung von Rechtsnebenklassen, denn ϕ : G→ G, x 7→ x−1 ist
bijektiv und es gilt ϕ(xH) = Hx−1.

Beispiele. (1) Sei V ein Vektorraum über einen Körper K und
U ⊆ V ein Untervektorraum. Faßt man V als additive Gruppe und
U als Untergruppe auf, so ist

V/U = {x+ U | x ∈ V }.
(2) Sei n ∈ N. Faßt man Z auf als additive Gruppe und definiert man

nZ = {nz | z ∈ Z }
= {0,±n,±2n,±3n, . . . }
= die von n erzeugte Untergruppe,

so gilt: Z/nZ = {[0], [1], . . . , [n− 1]} hat n Elemente.

Beweis. a. Für alle x ∈ Z existieren z, r ∈ Z mit x = zn + r
und 0 ≤ r < n (Division mit Rest). Also ist [x] = [r].

b. Noch zu zeigen: Für alle 0 ≤ r, s < n mit r 6= s ist [r] 6= [s].
Sei dazu oBdA r > s. Annahme: [r] = [s]. Dann existiert ein z ∈ Z
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mit r − s = n > 0 und r − s < n. Also folgt 0 < r − s < nz, was
ein Widerspruch zu z ∈ Z ist.

Bezeichnungen. Statt x−y ∈ nZ schreibt man x ≡ y mod n und sagt

”
x ist kongruent y modulo n“. Rechnet man mit ≡ statt mit =, so bedeutet

dies das Rechnen in Z/nZ statt in Z.

10.2.2. Konstruktion der Faktorgruppe.

Satz. Sei G eine Gruppe und N ⊆ G Normalteiler. Definiere

kan: G→ G/N

x 7→ [x].

Dann gibt es auf G/N genau eine Gruppenstruktur, so daß kan: G→ G/N
ein Gruppenhomomorphismus wird. In diesem Fall gilt ker kan = N .

Beweis. Existenz. Für alle x, y ∈ G setzen wir

[x] · [y] := [xy] Produkt in G/N.

Wir zeigen zunächst, daß die Multiplikation wohldefiniert ist. Seien also
x, x′, y, y′ ∈ G mit [x] = [x′] und [y] = [y′] gegeben. Zu zeigen ist [xy] =
[x′y′], d.h. die obige Definition des Produkts in G/N ist unabhängig vom
Repräsentanten von [x], [y]. Dies folgt aus

(x′y′)−1(xy) = y′
−1
x′

−1
x︸ ︷︷ ︸

∈N

y

= y′
−1
yn für ein n ∈ N wegen Ny = yN ,

denn N ist Normalteiler

∈ Nn wegen [y] = [y′]

= N.

Also ist [x′y′] = [xy].
Wir zeigen jetzt, daß die Multiplikation assoziativ ist. Dies folgt aus

[x]([y][z]) = [x]([yz]) = [x(yz)] = [(xy)z] = [xy][z] = ([x][y])[z].

Ferner ist [e] das neutrale Element, denn es gilt

[e][x] = [ex] = [x] für alle x ∈ G.
Schließlich ist [x−1] das Inverse zu [x], denn es gilt

[x−1][x] = [x−1x] = [e].

Demnach ist G/N mit obiger Multiplikation eine Gruppe. kan ist offen-
bar Gruppenhomomorphismus und es gilt ker kan = N .

Eindeutigkeit. Eine Verknüpfung ◦ auf G/N , so daß kan Gruppenhomo-
morphismus ist, muß die Bedingung xN ◦ yN = xyN = xyNN = xN · yN
erfüllen.

Bemerkungen. (1) Sei G eine Gruppe und N ⊆ G Untergruppe.
Sei noch

kan: G→ G/N

x 7→ [x]
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Gruppenhomomorphismus bzgl. irgendeiner (fest gewählten) Grup-
penstruktur auf G/N . Dann ist N Normalteiler.

Beweis. Es ist kan(e) = [e] neutrales Element in G/N , da kan
Gruppenhomomorphismus ist. Ferner ist

ker kan = {x ∈ G | [x] = [e] } = N.

Also ist N Normalteiler, denn nach der folgenden Bemerkung gilt
dies stets für Kerne von Gruppenhomomorphismen.

(2) Sei G eine Gruppe und N ⊆ G Untergruppe. Dann ist N Nor-
malteiler von G genau dann, wenn es eine Gruppe G′ und einen
Gruppenhomomorphismus f : G→ G′ gibt mit N = ker f .

Beweis. ⇐=. Es ist N = ker f = f−1({e}), und {e} ist Nor-
malteiler. ⇒ folgt aus dem eben bewiesenen Satz.

3. Sei G = Z und N = nZ für ein n ∈ N . Dann gilt für alle
x, y, z ∈ Z

[x] + [y] = [z] genau dann, wenn x+ y = z + nu für ein u ∈ Z

[y] = −[x] genau dann, wenn x+ y ∈ nZ.

Ist zum Beispiel n = 4, so hat man

Z/4Z = {[0], [1], [2], [3]},
[1] + [2] = [3],

[2] + [3] = [5] = [1],

− [1] = [3].

10.2.3. Universelle Eigenschaft der Faktorgruppe.

Satz. Seien G,H Gruppen, N ⊆ G Normalteiler und f : G→ H Grup-
penhomomorphismus mit N ⊆ ker f . Dann gibt es genau einen Gruppenho-
momorphismus g : G/N → H mit g ◦ kan = f .

f
G -H
A
A
A
AU
G/N

kan
�
�
�
��
g

Beweis. Existenz. Für x ∈ G definieren wir g([x]) := f(x).
a. g ist wohldefiniert, denn für x, y ∈ G mit [x] = [y] gilt

y−1x ∈ N
x = yn für ein n ∈ N
f(x) = f(yn) = f(y) f(n)︸︷︷︸

=e

= f(y).

Also ist g([x]) := f(x) unabhängig von der Wahl des Repräsentanten x.
b. g ist Gruppenhomomorphismus, denn für x, y ∈ G gilt

g([x][y]) = g([xy]) = f(xy) = f(x)f(y) = g([x])g([y]).

Eindeutigkeit. Für eine Abbildung g mit den gewünschten Eigenschaften
muß gelten g([x]) = (g ◦ kan)(x) = f(x) für alle x ∈ G.
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Bemerkung. Seien G,H Gruppen und N ⊆ G Normalteiler. Dann ist
die Abbildung

{ g : G/N → H | g Homom. } → { f : G→ H | f Homom. mit f [N ] = {e} }
g 7→ g ◦ kan

offenbar eine Bijektion.

10.2.4. Homomorphiesatz.

Korollar (Homomorphiesatz). Seien G,H Gruppen, f : G → H sur-
jektiver Gruppenhomomorphismus und kan: G→ G/ ker f wie in Satz 10.2.2
definiert. Dann gibt es genau eine Abbildung f : G/ ker f → H mit f ◦kan =
f . Dieses eindeutig bestimmte f ist ein Isomorphismus.

f
G -H
A
A
A
AU

G/ ker f

kan
�
�
�
��

f

Beweis. Nach dem Satz ist f ein wohldefinierter Gruppenhomomor-
phismus. f ist surjektiv, denn zu jedem y ∈ H gibt es ein x ∈ G mit
y = f(x) = f([x]). f ist injektiv, denn für x ∈ G mit f([x]) = e gilt
f(x) = f([x]) = e, also x ∈ ker f und damit [x] = [e].

10.2.5. Anwendungen: zyklische Gruppen, Satz von Fermat.
Als erste einfache Anwendung erhalten wir eine Übersicht über alle zykli-
schen Gruppen.

Korollar. Sei G eine zyklische Gruppe. Dann gilt

G ∼=
{

Z, falls Ord(G) =∞
Z/mZ, falls Ord(G) = m <∞.

Beweis. 1. Sei G zyklisch, etwa G = 〈x〉 für ein x ∈ G. Dann ist

f : Z→ G

i 7→ xi

ein (offenbar surjektiver) Gruppenhomomorphismus, denn es gilt

f(i+ j) = xi+j = xixj = f(i)f(j).

2. Noch zu zeigen ist

ker f =

{
0 falls Ord(G) =∞
nZ falls Ord(G) = n <∞.

Zum Beweis beachte man, daß ker f Untergruppe von Z ist, also nach der
folgenden Bemerkung von der Form mZ für ein m ∈ Z mit m ≥ 0 ist. Im
Fall m 6= 0 ist G ∼= Z/ ker f = Z/mZ, und im Fall m = 0 ist f : Z → G ein
Isomorphismus.
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Bemerkung. Wir haben noch nachzutragen, daß jede UntergruppeN ⊆
Z von der Form N = mZ ist für ein m ∈ Z mit m ≥ 0. Zum Beweis können
wir annehmen, daß N 6= {0} ist. Sei m das kleinste positive Element von
N . Für ein beliebiges z ∈ N gibt es dann r, s ∈ Z mit 0 ≤ r < m so daß
z = ms + r, also r = z −ms ∈ N und damit r = 0, denn m war minimal
gewählt. Also ist z ∈ mZ und damit N = mZ.

Als weitere Folgerung ergibt sich der Satz von Fermat.

Korollar (Fermat). Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n und
x ∈ G. Dann ist xn = e.

Beweis. 〈x〉 ⊆ G ist eine Untergruppe. Nach dem Satz 10.1.3 von La-
grange gilt

n = Ord(G) = Ord〈x〉︸ ︷︷ ︸
=:m

· [G : 〈x〉]︸ ︷︷ ︸
=:r

.

Nach der vorangehenden Folgerung ist 〈x〉 ∼= Z/mZ für ein m ∈ Z mit
m > 0, also xm = e, denn in Z/mZ gilt

m · a = a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
m-mal

= m · a = 0,

also xn = xmr = (xm)r = e.

Sei G eine Gruppe und x ∈ G. Dann nennt man Ord(x) := Ord(〈x〉) die
Ordnung von x in G.

Bemerkungen. (1) Sei G eine Gruppe und x ∈ G mit Ord(x) =
n. Dann gilt

a. 〈x〉 = {x0, x1, . . . , xn−1}.
b. n = min{ i | i > 0, xi = e }.
c. Für alle m ∈ N gilt xm = e genau dann, wenn n (also die

Ordnung von x) die Zahl m teilt.

Beweis. Nach der Folgerung ist 〈x〉 ∼= Z/nZ vermöge x 7→ [1].
Wegen

Z/nZ = {[0], [1], . . . , [n − 1]}
gelten (a) und (b). Für (c) ist die Richtung⇐= klar.⇒. Sei xm = e.
Dann gibt es q, z ∈ Z mit 0 ≤ r < n so daß m = qn + r, also
e = xm = xqn+r = (xn)q · xr = e · xr. Daraus folgt r = 0, denn n
ist die kleinste positive Zahl mit xn = e.

(2) Sei p Primzahl. Dann ist (wie unten bewiesen wird) Z/pZ ein
Körper mit der folgenden Struktur.

[x] + [y] = [x+ y],

[x] · [y] = [x · y].
Also ist G = { [x] ∈ Z/pZ | [x] 6= 0 } eine multiplikative Gruppe
der Ordnung p− 1. Nach dem Satz von Fermat gilt dann

[x]p−1 = [1] für alle x ∈ Z mit [x] 6= 0

[x]p = [x] für alle x ∈ Z

xp ≡ x mod p für alle x ∈ Z.
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Nachzutragen bleibt, daß für Primzahlen p stets Z/pZ ein Kör-
per ist. Offenbar genügt es zu zeigen, daß es zu jedem x ∈ Z mit
[x] 6= 0 ein y ∈ Z mit [y] 6= 0 gibt so daß [x][y] = [1] ist. Sei also
x ∈ Z mit [x] 6= 0 gegeben. Dann ist der größte gemeinsame Teiler
(x, p) von x und p gleich 1. Man betrachte

{ ax+ bp | a, b ∈ Z } =: G.

Offenbar ist G ⊆ Z eine Untergruppe, also G = mZ für ein m > 0.
Es ist m = 1, denn aus x = mz1 und p = mz2 für z1, z2 ∈ Z folgt
m|x und m|p, also m = 1 wegen (x, p) = 1. Also ist ax+ bp = 1 für
geeignete a, b ∈ Z, also [a][x] + [0] = [1]. Es folgt [a] 6= 0.

10.3. Moduln, Satz von Cayley-Hamilton

Wir definieren den Begriff eines Moduls, als eine Art Vektorraum über
einem Ring statt einem Körper. Als Anwendung beweisen wir den Satz
von Cayley/Hamilton, welcher aussagt, daß das

”
Einsetzen“ einer Matrix

in ihr eigenes charakteristisches Polynom stets die Nullmatrix ergibt. Fer-
ner führen wir den Begriff des Minimalpolynoms ein. Schliesslich stellen wir
einige Hilfsmittel bereit (Faktormoduln, frei erzeugte Moduln, Basis und li-
neare Forsetzung für Moduln), die zur Einführung des Tensorprodukts im
folgenden Abschnitt gebraucht werden. – In diesem Abschnitt sei R ein nicht
notwendig kommutativer Ring mit Einselement.

10.3.1. Moduln, Modulhomomorphismen.

Definition. Sei M eine abelsche Gruppe und m : R × M → M ei-
ne Abbildung; wir schreiben rx für m(r, x). (M,m) oder kurz M heißt R-
Linksmodul , wenn für alle r, s ∈ R und alle x, y ∈M gilt

(1) r(sx) = (rs)x (Assoziativgesetz).
(2) 1x = x (1 ist linksneutrales Element).
(3) (r + s)x = rx+ sx und r(x+ y) = rx+ ry (Distributivgesetze).

Bemerkungen. (1) Eine analoge Definition trifft man für Rechts-
moduln. Im folgenden verstehen wir unter einem Modul stets einen
Linksmodul.

(2) Einen Modul kann man ansehen als eine Art Vektorraum über
einem Ring (statt eines Körpers). Einfache Rechenregeln beweist
man genauso wie bei Vektorräumen, etwa

0x = 0,

r0 = 0,

(−1)x = −x.
Definition. Seien M,M ′ Moduln über R und f : M →M ′ eine Abbil-

dung. f heißt R-Modulhomomorphismus, wenn für alle x, y ∈M und r ∈ R
gilt

f(x+ y) = f(x) + f(y),

f(rx) = rf(x).

Beispiele. (1) Jeder Vektorraum V über einem Körper K ist ein
K-Modul.
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(2) Sei R der Ring Z der ganzen Zahlen und M eine abelsche Gruppe.
Dann kann man M als Z-Modul auffassen, und zwar mit folgendem
Skalarprodukt. Sei n ∈ Z und x ∈M . Im Fall n ≥ 0 setzen wir

nx = x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n-mal

,

und im Fall n < 0 sei nx := −(−n)x. Die Eigenschaften verifiziert
man durch einfaches Nachrechnen (mit Fallunterscheidungen).

(3) Sei V Vektorraum über einem Körper K und R der Endomorphis-
menring EndK(V ). Dann ist V ein R-(Links)modul mittels

f · x = f(x).

(4) Sei K ein Ring. Dann ist M := Kn = {
( α1

...
αn

)
| α1, . . . , αn ∈ K }

ein K-Modul mit folgender Addition und Skalarmultiplikation.


α1
...
αn


+



β1
...
βn


 :=



α1 + β1

...
αn + βn


 ,

α



α1
...
αn


 :=



αα1

...
ααn


 .

(5) Sei V ein K-Modul über einem kommutativen Ring K und f : V →
V ein K-Modulhomomorphismus. Wir definieren Vf wie folgt als
K[t]-Modul. Vf := V als abelsche Gruppe. Ferner wird das Skalar-
produkt

K[t]× V → V definiert durch

( n∑

i=0

αit
i
)
· v =

n∑

i=0

αif
i(v).

Wir zeigen, daß Vf ein K[t]-Modul ist. Seien also r :=
∑n

i=0 αit
i

und s :=
∑n

j=0 βjt
j aus K[t], ferner v,w ∈ V . Dann gilt

r(sv) =
( n∑

i=0

αit
i
)( m∑

j=0

βjf
j(v)

)

=

n∑

i=0

αif
i
( m∑

j=0

βjf
j(v)

)

=
∑

i,j

αiβjf
i+j(v)

=
∑

l

( ∑

i+j=l

αiβj

)
f l(v)

= (rs)v.

Ferner gilt 1v = f0(v) = v, und r(v + w) =
∑

i αif
i(v + w) =∑

i αi(f
i(v) + f i(w)) = rv + rw sowie (wobei wir oBdA n = m
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annehmen), und auch

(r + s)v =

n∑

i=0

(αi + βi)f
i(v) =

n∑

i=0

αif
i(v) +

n∑

i=0

βif
i(v) = rv + sv.

Bemerkung. Die Skalarmultiplikation im K[t]-Modul Vf , also

( n∑

i=0

αit
i
)
· v :=

n∑

i=0

αif
i(v)

kann man auffassen als Abbildung

Φf : K[t]→ EndK(V )

Φf (r)(v) = rv.

Dieses Φf ist ein K-Vektorraumhomomorphismus und auch ein Ringhomo-
morphismus, denn es gilt

Φf (rs)(v) = (rs)v = r(sv) = Φf (r) (Φf (s)(v)) = (Φf (r) ◦ Φf (s)) (v),

also Φf (rs) = Φf (r) ◦Φf (s).

10.3.2. Satz von Cayley/Hamilton. Als Anwendung des eben kon-
struierten Moduls Vf oder auch des entsprechenden Ringhomomorphismus
Φf : K[t]→ EndK(V ) wollen wir jetzt eine wichtige Eigenschaft des charak-
teristischen Polynoms beweisen.

Sei also K ein Körper, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f ein
Endomorphismus, also f : V → V linear. Das charakteristische Polynom pf
von f war in 7.2.2 definiert als

pf := pA := det(A− tE) ∈ K[t],

wobei A ∈ Kn×n eine (beliebige) darstellende Matrix von f ist.
Wir wollen uns eine Übersicht über die Menge aller Polynome aus K[t]

verschaffen, die durch Φf auf 0 ∈ EndK(V ) abgebildet werden, also über

If := {
n∑

i=0

αit
i ∈ K[t] |

n∑

i=0

αif
i = 0 ∈ EndK(V ) }.

Es ist klar, daß If ein von 0 verschiedenes Polynom vom Grad höchstens n2

enthält, denn f0, f1, . . . , fn
2

sind linear abhängig wegen dim EndK(V ) = n2.
Der zu beweisende Satz von Cayley/Hamilton sagt aus, daß sogar schon
ein Polynom vom Grad n in If liegen muß, nämlich das charakteristische
Polynom pf .

Satz (Cayley/Hamilton). Sei K ein Körper, V ein n-dimensionaler K-
Vektorraum, f ∈ EndK(V ) ein Endomorphismus und pf das charakteristi-
sche Polynom von f . Dann ist Φf (pf ) = 0. Das heißt: Aus pf =

∑n
i=0 αit

i

folgt
∑n

i=0 αif
i = 0 ∈ EndK(V ).

Beweis. Sei A ∈ Kn×n darstellende Matrix von f bzgl. einer Basis von
V , und Vf definiert wie im Beispiel oben. Nach Definition der Skalarmulti-
plikation in Vf gilt dann für alle v ∈ V

t · v = f(v) = Av.
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Wir schieben jetzt eine allgemeine Bemerkung ein, die die folgende Argu-
mentation verständlich machen soll. Sei M ein R-Modul. Ist A ∈ Rn×m und
x ∈ M , so wird Ax komponentenweise erklärt. Ist noch B ∈ Km×k, so gilt
(AB)x = A(Bx).

Es ist 1 · v = v, wenn man 1 als ∈ K[t], ferner v ∈ V = Kn und · als das
Skalarprodukt im Modul Vf auffaßt. Also ist Ev nach der Bemerkung oben
erklärt, und ebenso tEv (was klammerfrei geschrieben werden kann). Gleich-
falls kann man in Av die Matrix A als ∈ K[t]n×n und die Multiplikation als
Skalarmultiplikation in Vf auffassen. Also gilt

tv = tEv = Av,

(A− tE)v = 0.

Setze B := A− tE ∈ K[t]n×n. Nach 6.2.4 gibt es zu B eine komplementäre
Matrix B# ∈ K[t]n×n mit

B#B = det(B)E.

Aus Bv = 0 folgt

0 = B#Bv = det(B)v.

Es war pf = det(B) =
∑n

i=0 αit
i. Für unser beliebiges v ∈ V ist also

0 = det(B)v =
( n∑

i=0

αit
i
)
v =

n∑

i=0

αif
i(v) =

( n∑

i=0

αif
i
)
(v)

und damit
∑n

i=0 αif
i = 0 ∈ EndK(V ).

Bemerkung. Ist x1, . . . , xn Basis von V und A ∈ Kn×n eine Matrix
mit

f



x1
...
xn


 = A



x1
...
xn


 ,

so gilt auch

f i



x1
...
xn


 = Ai



x1
...
xn


 .

Aus Φf (pf ) =
∑n

i=0 αif
i = 0 folgt also, daß

( n∑

i=0

αiA
i
)


x1
...
xn


 =

( n∑

i=0

αif
i
)


x1
...
xn


 = 0,

also
∑n

i=0 αiA
i = 0. Das

”
Einsetzen“ der Matrix A in ihr eigenes charakte-

ristisches Polynom pA liefert also die Nullmatrix.
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10.3.3. Das Minimalpolynom. Das charakteristische Polynom pA zu
A ist i.a. keineswegs ein Polynom kleinsten Grades mit A als

”
Nullstelle“.

Ist zum Beispiel A =
(

1 0
0 1

)
∈ K2×2, so ist pA = (1 − t)2, aber µA := t − 1

besitzt ebenfalls A als Nullstelle, denn es gilt µA(A) = A− 1 ·E = 0.
Sei V 6= 0 ein endlichdimensionalerK-Vektorraum und f : V → V linear.

If sei definiert wie in 10.3.2. Offenbar ist If abgeschlossen gegen Addition
(d.h. aus g, h ∈ If folgt g+h ∈ If ) und gegen Multiplikation mit beliebigen
Elementen des Rings K[t] (d.h. aus g ∈ K[t] und h ∈ If folgt gh ∈ If );
eine solche Teilmenge eines Ringes nennt man ein Ideal . Nach dem Satz von
Cayley/Hamilton ist pf ∈ If , wir kennen also bereits ein Polynom 6= 0 in
If .

Definition. Sei K ein Körper. Unter den Polynomen 6= 0 in If gibt
es eines kleinsten Grades, das wir (wegen der Abgeschlossenheit von If ge-
gen Multiplikation mit beliebigen Körperelementen) als normiert annehmen
können, d.h. der Leitkoeffizient (also der Koeffizient der höchsten t-Potenz)
ist 1. Dieses Polynom ist offenbar eindeutig bestimmt; man nennt es das
Minimalpolynom von f und bezeichnet es mit µf .

Wir wollen zeigen, daß das Minimalpolynom Teiler des charakteristi-
schen Polynoms pf ist. Dazu benötigen wir die Division mit Rest im Poly-
nomring K[t].

Satz (Division mit Rest). Sei K ein Körper. Zu f, g ∈ K[t] mit f 6= 0
gibt es eindeutig bestimmte q, r ∈ K[t] mit

g = fq + r und deg(r) < deg(f).

Beweis. Existenz. Sei

f = ant
n + · · ·+ a1t+ a0 mit an 6= 0

g = bmt
m + · · ·+ b1t+ b0 mit bm 6= 0.

Den Beweis führten wir durch Induktion nach m.
Fall m = 0, n > 0. Setze q = 0 und r = g.
Fall m ≥ 0, n = 0. Setze q = 1

a0
g und r = 0.

Fall m > 0, n > 0. OBdA sei n ≤ m (sonst setze q = 0 und r = g). Es
gibt ein g1 ∈ K[t] mit

g =
bm
an
tm−nf + g1 und deg(g1) < m.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es q1, r1 ∈ K[t] mit

g =
bm
an
tm−nf + q1f + r und deg(r) < n

= (
bm
an
tm−n + q1)

︸ ︷︷ ︸
=:q

f + r

Eindeutigkeit. Gelte g = q1f + r1 = q2f + r2 mit deg(r1),deg(r2) <
deg(f). Dann ist f(q1 − q2) = r2 − r1 und deg(r2 − r1) < deg(f). Wäre
q1 − q2 6= 0, so würde gelten deg(f(q1 − q2)) = deg(f) + deg(q1 − q2) ≥
deg(f) (wegen 7.1.2, da K ein Körper ist), also ein Widerspruch (wegen
deg(0) = −∞). Folglich muß q1 = q2 sein und somit auch r1 = r2.
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Korollar. Sei V 6= 0 ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
f : V → V linear. Dann ist das Minimalpolynom von f ein Teiler des cha-
rakteristischen Polynoms von f , also

µf |pf .
Beweis. Wegen µf 6= 0 gibt es nach dem Satz q, r ∈ K[t] mit

pf = µfq + r und deg(r) < deg(µf ).

Wegen r(f) = pf (f) − µf (f)q(f) = 0 und der Minimalität des Grades des
Minimalpolynoms muß r = 0 sein.

Satz. Sei V 6= 0 ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f : V →
V linear. Dann haben das charakteristische Polynom pf und das Minimal-
polynom µf die gleichen Nullstellen (i.a. haben also die Nullstellen von µf
kleinere Vielfachheit).

Beweis. Wegen µf |pf ist jede Nullstelle von µf auch Nullstelle von
pf . Sei umgekehrt λ Nullstelle von pf , also Eigenwert von f , und x ein
Eigenvektor zu λ, also x 6= 0 mit f(x) = λx. Sei

µf =

k∑

i=0

αit
i

das Minimalpolynom von f . Dann gilt

0 =
( k∑

i=0

αif
i
)
(x) =

k∑

i=0

αif
i(x) =

k∑

i=0

αiλ
ix =

( k∑

i=0

αiλ
i
)
x.

Also ist µf (λ) = 0.

10.3.4. Berechnung des Minimalpolynoms. Der folgende Satz lie-
fert ein Verfahren, das Minimalpolynom aus der Jordanschen Normalform
zu berechnen.

Satz. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f : V → V linear.
Ferner sei pf Produkt linearer Faktoren, etwa

pf = (−1)n(t− λ1)
e1 · · · · · (t− λm)em mit verschiedenen λi und ei ≥ 1.

Sei ki = min{ k | ker gki = ker gk+1
i } mit gi := f − λiid. Dann ist

µf = (t− λ1)
k1 · · · · · (t− λm)km

das Minimalpolynoms von f .

Bemerkung. Die Existenz von ki wurde im Beweis des Satzes 7.3.1
von der Jordanschen Normalform bewiesen. Aus diesem Beweis geht auch
hervor, daß ki die Zeilenzahl des größten zum Eigenwert λi gehörigen Jordan-
Kästchens ist, und daß auch ki = min{ k | (gi�Ui)k = 0und (gi�Ui)

k−1 6= 0 }
ist mit Ui = ker gki . Man nennt ki den Index der nilpotenten Abbildung
gi�Ui. Ist insbesondere f diagonalisierbar, so folgt

µf = (t− λ1) · · · · · (t− λm).
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Beweis. Nach der obigen Folgerung ist µf ein Teiler von pf , und nach
dem darauf folgenden Satz hat µf dieselben Nullstellen wie pf , also

µf = (t− λ1)
n1 · · · · · (t− λm)nm

mit ni ≤ ei für i ∈ {1, . . . ,m}. Zu zeigen ist ni = ki.

Nach dem Beweis von 7.3.1 ist V = U1 ⊕ · · · ⊕ Um mit Ui = ker gki

i eine
Zerlegung von V in f -invariante Unterräume.

Wir zeigen ni ≤ ki. Da die ni Exponenten des Minimalpolynoms sind,
genügt

(f − λ1id)k1 ◦ · · · ◦ (f − λmid)km = 0, also gk11 ◦ · · · ◦ gkm
m = 0.

Wegen V = U1 ⊕ · · · ⊕ Um genügt es dafür zu zeigen, daß jedes xi ∈ Ui auf
0 abgebildet wird. Sei etwa x1 ∈ U1. Dann gilt

(gk11 ◦ gk22 ◦ · · · ◦ gkm
m )(x1) = (gk22 ◦ · · · ◦ gkm

m )(gk11 (x1)) = 0,

da gi und gj kommutieren (denn (f − λiid) ◦ (f − λj id) = f2− (λi + λj)f +

λiλj id = (f − λj id) ◦ (f − λiid)) und x1 ∈ U1 = ker gk11 .
Wir zeigen jetzt, daß die Annahme ni < ki auf einen Widerspruch führt.

Nehmen wir etwa n1 < k1 an. Dann gibt es ein x1 ∈ U1 mit y := gn1
1 (x1) 6= 0.

Da U1 f -invariant ist (und gj = f−λjid), ist U1 auch gj-invariant, also auch

g
nj

j -invariant. Für j 6= 1 ist

g
nj

j �U1 : U1 → U1

injektiv, denn aus g
nj

j (x) = 0 für ein x ∈ U1 folgt x ∈ ker g
nj

j ⊆ Uj (wegen

nj ≤ kj), also x ∈ U1 ∩ Uj = 0. Also ist g
nj

j �U1 : U1 → U1 ein Isomorphis-

mus und damit auch gn2
2 �U1 ◦ · · · ◦ gnm

m �U1. Wegen des schon verwendeten
Kommutierens von gi und gj folgt

(gn1
1 ◦ gn2

2 ◦ · · · ◦ gnm
m )(x1) = (gn2

2 ◦ · · · ◦ gnm
m )(gn1

1 (x1)︸ ︷︷ ︸
=y 6=0

) 6= 0

im Widerspruch zu µf (f) = 0.

10.3.5. Faktormoduln. Sei M ein R-Modul und N⊆M eine Teilmen-
ge. N heißt R-Untermodul von M , wenn N gegen Addition und gegen Ska-
larmultiplikation mit beliebigen Ringelementen abgeschlossen ist.

Satz (Konstruktion des Faktormoduls). Sei M ein R-(Links)modul,
N ⊆M ein Untermodul und

kan: M →M/N

x 7→ [x].

Dann gibt es genau eine R-Modulstruktur auf M/N , so daß kan ein R-
Homomorphismus wird.

Beweis. M/N ist abelsche Gruppe bei [x] + [y] = [x+ y]. Definiere

R×M/N →M/N

(r, [x]) 7→ [rx].

Zu zeigen ist nur noch, daß diese Abbildung wohldefiniert ist (denn es ist
klar, daß M/N damit zu einem R-Modul wird). Seien also x, y ∈M , r ∈ R
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und gelte [x] = [y]. Dann ist x−y =: n ∈ N , also rx−ry = r(x−y) = rn ∈ N
und damit [rx] = [ry].

Satz (Universelle Eigenschaft). Seien M,M ′ R-Moduln, N ⊆ M Un-
termodul und f : M → M ′ ein R-Modulhomomorphismus mit f [N ] = {0}.
Dann gibt es genau einen R-Modulhomomorphismus g : M/N → M ′ mit
g ◦ kan = f .

f
M - M ′

A
A
A
A
A
AU
M/N

kan g

.
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.

Beweis. Wie für Gruppen.

Korollar (Homomorphiesatz). Seien M,M ′ R-Moduln und f : M →
M ′ ein R-Modulhomomorphismus. Dann gilt

f : M/ ker f → im f

[x] 7→ f(x)

ist ein wohldefinierter R-Modulisomorphismus (d.h. ein bijektiver R-Modul-
homomorphismus; es ist ker f := f−1(0)).

Beweis. Wie für Gruppen.

10.3.6. Basis eines Moduls.

Definition. Sei I eine Menge und R ein Ring.

RI := { f : I → R | f Abbildung}
= { (ri)i∈I | ri ∈ R für i ∈ I }

wird zu einem R-Modul durch

(ri) + (si) := (ri + si)

r · (ri) := (rri)

für ri, si, r ∈ R. Weiter definieren wir

R(I) := { (ri)i∈I ∈ RI | für fast alle i ∈ I gilt ri = 0 }.
Für j ∈ I sei

ej := (ri)i∈I mit ri := δij =

{
1 falls i = j

0 falls i 6= j.

Sei M ein R-Modul und I eine Menge. Eine Familie (xi)i∈I von Elementen
aus M heißt Basis von M wenn folgendes gilt.

• Für alle x ∈ M gibt es eine endliche Teilmenge J ⊆ I von I und
ri ∈ R für i ∈ J so daß x =

∑
i∈J rixi.

• Für alle endlichen Teilmengen J ⊆ I und ri, si ∈ R für i ∈ J
folgt aus

∑
i∈J rixi =

∑
i ∈ Jsixi stets ri = si für alle i ∈ J.
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Bemerkungen. (1) Sei I eine Menge und R ein Ring. Dann ist

offenbar R(I) ein R-Modul mit der Basis (ei)i∈I .
(2) Man kann zeigen, daß nicht jeder Modul eine Basis besitzt (ein

Beispiel ist Z/nZ). Ferner ist die Basislänge i.a. nicht eindeutig
bestimmt. Diese für Vektorräume gültigen Aussagen lassen sich also
nicht auf Moduln übertragen.

(3) Auch für Moduln gilt der Satz von der linearen Fortsetzung . Seien
M,M ′ R-Moduln, (xi)i∈I eine Basis von M und (yi)i∈I eine be-
liebige Familie von Elementen aus M ′. Dann gibt es genau einen
Modulhomomorphismus f : M → M ′ mit f(xi) = yi für alle i ∈ I.
Dies beweist man wie in 3.1.4 für Vektorräume.

10.4. Tensorprodukt

In diesem Abschnitt sei K ein kommutativer Ring, z.B. ein Körper.

10.4.1. Multilineare Abbildungen.

Definition. Sei n eine natürliche Zahl und M1, . . . ,Mn,M R-Moduln.
Eine Abbildung f : M1× · · · ×Mn →M heißt n-multilinear , wenn für jedes
i und alle xj ∈Mj mit j 6= i die Abbildung

Mi →M

xi 7→ f(x1, . . . , xn)

R-linear ist. Sei T ein R-Modul und t : M1 × · · · ×Mn → T eine Abbildung.
t heißt universell n-multilinear , wenn t n-multilinear ist und für jeden R-
Modul X und jede n-multilineare Abbildung f : M1 × · · · × Mn → X es
genau eine R-lineare Abbildung g : T → X gibt mit f = g ◦ t, d.h. so daß

f
M1 × · · · ×Mn

- X

A
A
A
A
A
AU
T

t g
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..

kommutativ ist.

Bemerkung. Seien
t : M1 × · · · ×Mn → T

t′ : M1 × · · · ×Mn → T ′

universell n-multilinear. Dann gibt es genau einen Isomorphismus g : T → T ′

mit t′ = g ◦ t.
t′

M1 × · · · ×Mn
- T ′

A
A
A
A
A
AU
T

t g
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Beweis. 1. Da t multilinear und t′ universell multilinear ist, gibt es ein
h : T ′ → T mit t = h ◦ t′.

2. Da t′ multilinear und t universell multilinear ist, gibt es ein g : T → T ′

mit t′ = g ◦ t.
3. Aus (1), (2) folgt t = h ◦ t′ = h ◦ g ◦ t, also h ◦ g = id (da t universell

ist) und ebenso t′ = g ◦ t = g ◦h ◦ t′, also g ◦h = id (da t′ universell ist).

M1 × · · · ×Mn
-

���1

PPPq

T

T ′

T
6

6

g

h
6

id

10.4.2. Existenz des Tensorprodukts.

Satz. Seien M1, . . . ,Mn R-Moduln. Dann gibt es einen R-Modul T und
eine universelle n-multilineare Abbildung t : M1 × · · · ×Mn → T .

Beweis. Sei F := R(M1×···×Mn) der von der Menge M1 × · · · × Mn

frei erzeugte R-Modul, also der R-Modul mit der aus allen e(x1,...,xn) für
(x1, . . . , xn) ∈ M1 × · · · × Mn bestehenden Basis. In F identifizieren wir
e(x1,...,xn) mit (x1, . . . , xn). Sei N ⊆ F der Untermodul, der erzeugt wird von
allen Elementen von F der Form

(x1, . . . , xi−1, xi + x′i, xi+1, . . . , xn)− (x1, . . . , xi, . . . , xn)

− (x1, . . . , x
′
i, . . . , xn),

(x1, . . . , xi−1, rxi, xi+1, . . . , xn)− r(x1, . . . , xi, . . . , xn)

mit x1 ∈M1, . . . , xi, x
′
i ∈Mi, . . . , xn ∈Mn und r ∈ R. Definiere

T := F/N,

t : M1 × · · · ×Mn → T = F/N,

t(x1, . . . , xn) := [(x1, . . . , xn)].

Wir zeigen zunächst, daß t multilinear ist. Zum Beispiel für r ∈ R und
xi ∈Mi haben wir

t(rx1, x2, . . . , xn) = [(rx1, x2, . . . , xn)]

= [r(x1, x2, . . . , xn)]

= r[(x1, x2, . . . , xn)]

= rt(x1, x2, . . . , xn),

da (rx1, x2, . . . , xn) − r(x1, . . . , xn) ∈ N . Wir zeigen jetzt, daß t universell
multilinear ist. Sei also f : M1×· · ·×Mn → X multilinear, X ein R-Modul.
Wir definieren

f ′ : F → X durch

f ′(e(x1,...,xn)) := f(x1, . . . , xn).
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Es gibt genau einen R-Homomorphismus mit dieser Eigenschaft (lineare
Fortsetzung). Es gilt f ′[N ] = 0, denn f ′ ist auf jedem der obigen Erzeugen-
den von N Null; z.B. ist

f ′((rx1, x2, . . . , xn)− r(x1, . . . , xn))

= f ′(rx1, x2, . . . , xn)− f ′(r(x1, . . . , xn))

= f(rx1, x2, . . . , xn)− rf(x1, . . . , xn)

= 0, da f multilinear ist.

Nach der universellen Eigenschaft des Faktormoduls gibt es einen R-Homo-
morphismus

g : F/N = T → X

g([e(x1,...,xn)]) 7→ f(x1, . . . , xn).

Es gilt f = g ◦ t, denn für xi ∈Mi (1 ≤ i ≤ n) ist

g(t(x1, . . . , xn)) = g([e(x1,...,xn)]) = f(x1, . . . , xn).

g ist eindeutig bestimmt durch f = g ◦ t: Sei noch g′ : F/N = T → X
gegeben mit f = g′ ◦ t. Dann gilt

g(t(x1, . . . , xn)) = g([e(x1,...,xn)]) = g′([e(x1,...,xn)]) = g′(t(x1, . . . , xn)).

Die Abbildungen g und g′ stimmen also auf einem Erzeugendensystem von
T = F/N überein (denn (e(x1,...,xn))(x1,...,xn)∈M1×···×Mn

ist Basis von F ), also
g = g′.

10.4.3. Definition des Tensorprodukts.

Definition. Seien M1, . . . ,Mn R-Moduln.

M1 ⊗R · · · ⊗RMn = M1 ⊗ · · · ⊗Mn := T

mit T wie im Beweis des Satzes heißt Tensorprodukt . Die im Beweis ebenfalls
konstruierte Abbildung

kan := t : M1 × · · · ×Mn →M1 ⊗ · · · ⊗Mn

heißt kanonische Abbildung . Für xi ∈Mi (1 ≤ i ≤ n) setzt man

x1 ⊗ · · · ⊗ xn := t(x1, . . . , xn).

Bemerkungen. (1) Nach dem Satz ist t : M1 × · · · ×Mn →M1 ⊗
· · · ⊗Mn universell multilinear und deshalb nach einer obigen Be-
merkung bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

(2) Da t : M1 × · · · ×Mn →M1 ⊗ · · · ⊗Mn multilinear ist, gilt

x1 ⊗ · · · ⊗ (xi + x′i)⊗ · · · ⊗ xn = x1 ⊗ · · · ⊗ xi ⊗ · · · ⊗ xn+
x1 ⊗ · · · ⊗ x′i ⊗ · · · ⊗ xn,

x1 ⊗ · · · ⊗ rxi ⊗ · · · ⊗ xn = r(x1 ⊗ · · · ⊗ xi ⊗ · · · ⊗ xn)
für x1 ∈ M1, . . . , xi, x

′
i ∈ Mi, . . . , xn ∈ Mn, r ∈ R und 1 ≤ i ≤ n.

Insbesondere ist

x1 ⊗ · · · ⊗ xn = 0 falls ein xi = 0 ist.
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(3) Die Elemente x1 ⊗ · · · ⊗ xn ∈M1 ⊗ · · · ⊗Mn bilden ein Erzeugen-
densystem von M1 ⊗ · · · ⊗Mn als R-Modul (nach dem Beweis des
Satzes) und sogar als abelsche Gruppe, denn es gilt

r(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = rx1 ⊗ · · · ⊗ xn.
Beispiel. R = Z, M1 = Z/2Z, M2 = Z/3Z. Dann gilt

M1 ⊗M2 = Z/2Z ⊗ Z/3Z = 0,

denn für α, β ∈ Z ist 3 · (α + 2Z) = 3α + 2Z = α + 2Z (Fallunterscheidung
α gerade/ungerade), also

(α+ 2Z)⊗ (β + 3Z) = 3(α + 2Z)⊗ (β + 3Z)

= (α+ 2Z)⊗ 3(β + 3Z)︸ ︷︷ ︸
=3Z=[0]

= 0.

10.4.4. Basis des Tensorprodukts.

Satz. Seien M1, . . . ,Mn R-Moduln, ferner (xi1)i1∈I1 Basis von M1, . . . ,
(xin)in∈In Basis von Mn. Dann ist

(xi1 ⊗ · · · ⊗ xin)i1∈I1,...,in∈In

Basis von M1 ⊗ . . . ,⊗Mn.

Beweis. Erzeugendensystem. Sei mj ∈ Mj für 1 ≤ j ≤ n. Dann ist mj

R-Linearkombination von Elementen aus (xij )ij∈Ij . Also ist m1⊗· · ·⊗mn R-
Linearkombination von Elementen xi1⊗· · ·⊗xim , da kan: M1×· · ·×Mn →
M1 ⊗ · · · ⊗Mn multilinear war.

Lineare Unabhängigkeit. Seien i1 ∈ I1, . . . , in ∈ In fest gewählt. Betrach-
te

f : M1 × · · · ×Mn → R

f(m1, . . . ,mn) = ri1 · · · rin ,
wobei rij der Koeffizient von xij in der Basisdarstellung von mj ist. Offen-
sichtlich ist f multilinear. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorpro-
dukts gibt es einen R-Homomorphismus

g : M1 ⊗ · · · ⊗Mn → R

mit f = g ◦ kan. Also ist

g(xl1 ⊗ · · · ⊗ xln) =

{
1 falls l1 = i1, . . . , ln = in

0 sonst.

Sei jetzt
∑

l1,...,ln

rl1···lnxl1 ⊗ · · · ⊗ xln = 0 mit rl1···ln ∈ R, fast alle rl1···ln = 0.

Daraus folgt

0 = g
( ∑

l1,...,ln

rl1···lnxl1 ⊗ · · · ⊗ xln
)

= ri1···in .

Dies gilt für alle i1, . . . , in.
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Definition. Sei V Vektorraum über einem Körper K und p, q ∈ N.

V q
p := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

p-mal

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗
︸ ︷︷ ︸

q-mal

heißt Tensorraum der p-fach kontravarianten und q-fach kovarianten Tenso-
ren (oder auch Tensorraum der Stufe (p, q)). Hierbei ist V ∗ := HomK(V, V )
der zu V duale Vektorraum.

Bemerkung. Sei v1, . . . , vn Basis von V . fi ∈ V ∗ sei definiert durch
fi(vj) := δij für 1 ≤ i ≤ n. Dann ist f1, . . . , fn Basis von V ∗. (fi) heißt die zu
(vi) duale Basis. Im folgenden verwenden wir die Schreibweise fi =: vi ∈ V ∗.

Beweis. Erzeugendensystem. Sei f ∈ V ∗ und f(vi) =: αi. Dann gilt
(∑

i

αifi

)
(vj) =

∑

i

αifi(vj) = αj,

also
∑

i αifi = f .
Lineare Unabhängigkeit. Gelte

∑
i αifi = 0. Also

0 =
(∑

i

αifi

)
(vj) =

∑

i

αifi(vj) = αj

für alle j mit 1 ≤ j ≤ n.

10.4.5. Transformationsformel.

Korollar. Sei V ein K-Vektorraum, v1, . . . , vn Basis von V unf p, q ∈
N. Dann hat

V q
p = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

p-mal

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗
︸ ︷︷ ︸

q-mal

die K-Basis

(vi1 ⊗ · · · ⊗ vip ⊗ vj1 ⊗ · · · ⊗ vjq)1≤i1,...,ip,j1,...,jq≤n
(also dimV q

p = np+q). Jedes x ∈ V q
p hat also folgende Basisdarstellung.

x =
∑

i1,...,ip

j1,...,jq

ξ
i1···ip
j1···jq

vi1 ⊗ · · · ⊗ vip ⊗ vj1 ⊗ · · · ⊗ vjq

mit ξ
i1···ip
j1···jq

vi1 ∈ K. (Die Schreibweise der Indizes ist Konvention. Sie ist so

getroffen, daß stets über oben und unten stehende Indizes summiert wird).
Sei ṽ1, . . . , ṽn eine weitere Basis von V , (ṽi) die duale Basis zu (ṽi). Seien

weiter αji , β
j
i ∈ K, 1 ≤ i, j ≤ n mit

ṽi =
∑

j

αjivj, vi =
∑

j

βji ṽj

(also (αji )ij(β
j
i )ij = E). x habe bzgl. der neuen Basis folgende Darstellung:

x =
∑

s1,...,sp

t1,...,tq

ξ̃
s1···sp

t1···tq ṽs1 ⊗ · · · ⊗ ṽsp ⊗ ṽt1 ⊗ · · · ⊗ ṽtq .
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Dann gilt die Transformationsformel:

ξ̃
s1···sp

t1···tq =
∑

i1,...,ip

j1,...,jq

ξ
i1···ip
j1···jq

αj1t1 · · ·α
jq
tq
βs1i1 · · · β

sp

ip
.

Beweis. Die erste Aussage ist klar nach dem vorherigem Satz. Für die
zweite Aussage ist zu berechnen

(1) (vi) aus (ṽi).
(2) (vj) aus (ṽj).

Zu (1). Nach Voraussetzung ist

vi =
∑

s

βsi ṽs.

Zu (2). Gelte vj =
∑

t γ
j
t ṽ
t. Man erhält

vj(ṽi) =
(∑

t

γjt ṽ
t
)
(ṽi)

=
∑

t

γjt ṽ
t(ṽi)

= γji

und andererseits wegen ṽi =
∑

s α
s
ivs

vj(ṽi) = vj
(∑

s

αsi vs

)

=
∑

s

αsi v
j(vs)

= αji .

Also ist

vj =
∑

t

αjt ṽ
t.

Man erhält
∑

i1,...,ip,j1,...,jq

s1,...,sp,t1,...,tq

ξ
i1···ip
j1···jq

β
s1···sp

i1···ip
α
j1···jq
t1···tq ṽs1 ⊗ · · · ⊗ ṽsp ⊗ ṽt1 ⊗ · · · ⊗ ṽtq .

Also

ξ̃
s1···sp

t1···tq =
∑

i1,...,ip

j1,...,jq

ξ
i1···ip
j1···jq

β
s1···sp

i1···ip
α
j1···jq
t1···tq .

Bemerkungen. (1) Die Transformationsformel für die Koeffizien-
ten von Tensoren kann man sich folgendermaßen merken.

ṽi =
∑

j

αjivj Basiswechsel, A := (αji )ij .

Kovariante Indizes j1, . . . , jq transformieren sich mittels A, kon-
travariante Indizes i1, . . . , ip mittels (A−1)t. Für A orthogonal ist
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(A−1)t = A, d.h. kovariante und kontravariante Indizes transfor-
mieren sich gleich.

(2) Häufig werden Tensoren durch das Transformationsverhalten der
Koeffizienten definiert: Jeder Basis v1, . . . , vn von V ordnen wir

eine Familie ξ(v1, . . . , vn) = (ξ
i1···ip
j1···jq

)1≤iν ,jµ≤n (∈ Knp+q
) zu:

(v1, . . . , vn) 7→ ξ(v1, . . . , vn).

Bei einem Basiswechsel von (vi) zu (ṽi) gilt zwischen

ξ(v1, . . . , vn) =: (ξ
i1···ip
j1···jq

) und

ξ(ṽ1, . . . , ṽn) =: (ξ̃
s1···sp

t1···tq )

der im Satz beschriebene Zusammenhang. Dann ist

x :=
∑

iν ,jµ

ξ
i1···ip
j1···jq

vi1 ⊗ · · · ⊗ vip ⊗ vj1 ⊗ · · · ⊗ vjq

=
∑

sν ,tµ

ξ̃
s1···sp

t1···tq ṽs1 ⊗ · · · ⊗ ṽsp ⊗ ṽt1 ⊗ · · · ⊗ ṽtq

Tensor in V q
p . Für jede Basis v1, . . . , vn von V ist also ξ(v1, . . . , vn)

das System der Koeffizienten des Tensors x.
(3) Für dimV < ∞ läßt sich der Tensorraum V q

p auch anders definie-
ren: Für K-Vektorräume V1, . . . , Vn sei

M := Mult(V1 × . . . Vn,K) := { f : V1 × · · · × Vn → K | f multilinear }
die Menge der Multilinearformen. M ist K-Vektorraum durch

(f + g)(v1, . . . , vn) := f(v1, . . . , vn) + g(v1, . . . , vn)

(αf)(v1, . . . , vn) := αf(v1, . . . , vn)

für f, g ∈M und α ∈ K.
Außerdem gilt für dimV1 <∞, . . . ,dimVn <∞:

t : V1 × · · · × Vn → Mult(V ∗
1 × · · · × V ∗

n ,K)

(v1, . . . , vn) 7→ ((f1, . . . , fn) 7→ f1(v1) . . . fn(vn))

ist universelle multilineare Abbildung, d.h.

V1 ⊗ · · · ⊗ Vn
∼=→ Mult(V ∗

1 × · · · × V ∗
n ,K)

v1 ⊗ · · · ⊗ vn 7→ ((f1, . . . , fn) 7→ f1(v1) · · · fn(vn))
Insbesondere gilt für dimV <∞:

V q
p = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

p-mal

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗
︸ ︷︷ ︸

q-mal
∼= Mult(V ∗ × · · · × V ∗

︸ ︷︷ ︸
p-mal

×V ∗∗ × · · · × V ∗∗
︸ ︷︷ ︸

q-mal

,K)

Wegen

V
∼=→ V ∗∗

v 7→ (f 7→ f(v))
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folgt

V q
p
∼= Mult(V ∗ × · · · × V ∗

︸ ︷︷ ︸
p-mal

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
q-mal

,K).

Beweis. t ist offensichtlich multilinear. Wir zeigenjetzt, daß t
universell multilinear ist. SeiX ein K-Vektorraum und f : V1×· · ·×
Vn → X multilinear. Sei (viν )iν∈Iν Basis von Vν für 1 ≤ ν ≤ n. f ist
bestimmt durch die Werte auf { (vi1 , . . . , vin) | i1 ∈ I1, . . . , in ∈ In }.
Es genügt nun zu zeigen:

(t(vi1 , . . . , vin))i1∈I1,...,in∈In ist Basis von Mult(V ∗
1 × · · · × V ∗

n ,K).

Dies sieht man wie folgt. Erzeugendensystem. Sei h ∈ Mult(V ∗
1 ×

· · · × V ∗
n ,K),

h(vi1 , . . . , vin) =: αi1···in ∈ K.
Dann gilt:

( ∑

j1,...,jn

αj1···jnt(vj1 , . . . , vjn)
)
)(vi1 , . . . , vin)

=
∑

j1,...,jn

αj1···jnv
i1(vj1) · · · vin(vjn)

= αi1···in ,

d.h. h =
∑

j1,...,jn
αj1···jnt(vj1, . . . , vjn).

Lineare Unabhängigkeit. Gelte
∑

j1,...,jn

αj1···jnt(vj1, . . . , vjn) = 0.

Dann folgt

0 =
( ∑

j1,...,jn

αj1···jnt(vj1 , . . . , vjn)
)
(vi1 , . . . , vin)

= αi1···in .

Man erhält:
f

V1 × · · · × Vn - X

A
A
A
A
A
AU

Mult(V ∗
1 × · · · × V ∗

n ,K)

t g

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.
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.

.
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..

Definiere nun g durch

g(t(vi1 , . . . , vin)) = f(vi1 , . . . , vin).

Offensichtlich ist g wohldefiniert, K-Homomorphismus, und es gilt
f = g ◦ t.

Bemerkung. Im allgemeinen (dimV =∞) ist V ∗∗ 6∼= V und Mult(V ∗
1 ×

· · · × V ∗
n ,K) 6∼= V1 ⊗ · · · ⊗ Vn.
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Bemerkung. In 8.1.6 haben wir die Komplexifizierung bezüglich R ⊆
C durchgeführt. Allgemeiner kann man eine entsprechende Konstruktion
für eine beliebige Körpererweiterung K ⊆ L und einen K-Vektorraum V
durchführen. Man bildet dann das Tensorprodukt L ⊗K V und faßt es als
L-Vektorraum auf.
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Tensor

p-fach kontravarianter und q-fach ko-
varianter, 226

Tensorprodukt, 224
Tensorraum, 226

der Stufe (p, q), 226
Tetraeder, 199
Trägheitsgesetz

Sylvestersches, 78
Translation, 69
Transposition, 107
Typ

einfacher, 3

Umkehrabbildung, 5
Unabhängigkeit vom Repräsentanten, 8
Untergruppe, 92, 196

von M erzeugt, 197
Untermodul, 220
Unterraum, 40

von M erzeugter, 41
Untervektorraum, 40

Urbild, 5

Vandermondesche Determinante, 112
Vektor, 30
Vektorprodukt, 113
Vektorraum, 30

euklidischer, 80
Vektorraumhomomorphismus, 53
Vereinigung, 3, 6
Vielfachheit

algebraische, 127, 138
geometrische, 127, 138

Volumen
eines Parallelotops, 114

Vorzeichen, 107

Würfel, 199
Wertebereich, 4
Winkel, 83

Zahl
ganze, 6, 9
komplexe, 14, 141
konjugiert komplexe, 14, 141
rationale, 11, 12
reelle, 13

Zeilenrang, 57
Zeilenraum, 57
Zeilenstufenmatrix, 19
Zeilenumformung, 19
Zornsches Lemma, 37
Zusammenhangskomponente, 193
Zylinder

elliptischer, 77
hyperbolischer, 77
parabolischer, 78


