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Vorwort

Das vorliegende Skriptum gibt den Inhalt einer vierstiindigen Vorlesung
wieder, die ich im akademischen Jahr 2004/2005 am Mathematischen Insti-
tut der Universitat Miinchen gehalten habe. Hauptséchliche Quellen waren
Vorlesungen meines Kollegen Hans-Jiirgen Schneider sowie das Buch von
Gerd Fischer [2] iber lineare Algebra.

Bedanken mochte ich mich bei Oliver Deiser fiir seine Unterstiitzung
bei der Vorbereitung der Vorlesung. Fiir die gute Zusammenarbeit und viele
hilfreiche Anmerkungen bedanke ich mich bei den Tutoren und Korrektoren.

Miinchen, im Juli 2005
Helmut Schwichtenberg
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KAPITEL 1

Lineare Gleichungssysteme

Bei unserem Studium der linearen Algebra wollen wir von einem konkre-
ten Problem ausgehen: Gegeben seien ,Zahlen“ a;; (1 <i<m, 1< j <n)
und 3; (1 <4 <m). Gesucht sind Zahlen &; (1 < j < n) so dafl

a11é1+ -+ amén =

(1.1) :
amiél + -+ amnén = Bm

gilt. Das System (1.1) heifit lineares Gleichungssystem. Welche Eigenschaf-
ten von Zahlen sind fiir das Problem relevant? Sicherlich Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation, Division und Rechenregeln dafiir, aber nicht z.B. die
Quadratwurzel oder Grenzwertbildung. Wir wollen uns hier auf eine Um-
gebung konzentrieren, bei der die Zahlen des Gleichungssystems Elemente
eines sogenannten Kodrpers sind. Der Begriff des Korpers baut auf dem einer
Gruppe auf, den wir deshalb zunéchst einfiihren. Zu allererst aber einige
einfithrende Betrachtungen tiber Mengen.

1.1. Mengen

Die Mengenlehre kann man als einen Rahmen auffassen, innerhalb dessen
man Mathematik begriinden und betreiben kann. Wir wollen die Mengen-
lehre hier informal entwickeln, und uns dabei auf eine inhaltliche Vorstellung
des Mengenbegriffs stiitzen. Fiir eine genauere Diskussion der historischen
Entwicklung der Mengenlehre und insbesondere eine prézise axiomatische
Entwicklung der Mengenlehre miissen wir auf die Literatur (etwa das Buch
von Deiser [1]) oder Vorlesungen iiber mathematische Logik verweisen.

1.1.1. Cantors Definition. Cantor gab 1895 die folgende Definition:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung
M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m un-
serer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Ele-
mente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Insbesondere ist eine Menge durch ihre Elemente vollstéindig bestimmt (Ex-
tensionalitédtsprinzip).

Man kann versuchen, diese Definition wie folgt zu verstehen. Sei V' die
Gesamtheit aller Objekte (unserer Anschauung oder unseres Denkens). Mit
A(x) bezeichnen wir eine Eigenschaft von Objekten x aus V. Dann kann
man

{z | A(2) }

1



2 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

bilden, die Menge aller Objekte x aus V mit der Eigenschaft A(z). Man
beachte, dal {x | A(x) } wieder ein Objekt aus V ist. Beispiele fiir Eigen-
schaften sind etwa

(1) z ist natiirliche Zahl.

(2) x ist Menge.

(3) « ist Punkt, y ist Gerade und z liegt auf y.

(4) y ist Menge und z ist Element von y, kurz: Mg(y) Az € y.

Da man hier alle Objekte mit einer gewissen Eigenschaft zusammenfafit,
spricht man von einem (naiven) Komprehensionsprinzip.

Cantors Definition — oder genauer unsere naive Auffassung davon — ist
jedoch so nicht haltbar, da sie zu Widerspriichen fiihrt. Am bekanntesten
ist die Russellsche Antinomie: Sei

xo:={x | Mg(z) Nz ¢ x}.
Dann gilt' = € 29 = Mg(z) Az ¢ 2z fiir alle Objekte z, also insbesondere

zo € z9 = Mg(z0) A 2o & 20 = x0 & 0,

denn zq ist Menge. Einen Grund fiir diesen Widerspruch kann man darin
sehen, dafl wir hier — unter Verwendung des naiven Komprehensionsprinzips
— von der Vorstellung einer fertigen Gesamtheit aller Mengen ausgegangen
sind. Dies ist aber weder notwendig noch entspricht es dem Vorgehen in der
Mathematik. Es reicht vollkommen aus, wenn man eine Menge nur dann
bildet, wenn ihre Elemente bereits ,,zur Verfligung stehen“. Dies fiihrt auf
die Vorstellung einer stufenweisen Konstruktion von Mengen.

1.1.2. Kumulative Typenstruktur. Eine Moglichkeit, diese Vorstel-
lung zu konkretisieren, bietet die sogenannte kumulative Typenstruktur: Man
beginnt mit vorgegebenen Urelementen, die die Mengen der Stufe 0 bilden.
Auf einer beliebigen Stufe kann man dann alle Mengen bilden, deren Ele-
mente fritheren Stufen angehéren. Wihlt man zum Beispiel als Urelemente
die natiirlichen Zahlen, so gehort {27,{5}} zur Stufe 2.

Es stellen sich nun die folgenden natiirlichen Fragen: (1) Welche Urele-
mente soll man wihlen? (2) Wie weit reichen die Stufen?

Zu (1). Fiir die Zwecke der Mathematik ist es ausreichend, iiberhaupt
keine Urelemente vorauszusetzen; man spricht in diesem Fall von reinen
Mengen. Auf den ersten Stufen erhélt man dann folgende Mengen:

Stufe 0: —

Stufe 1: 0

Stufe 2: 0, {0}

Stufe 3: 0, {0}, {{0}}, {0,{0}}

,und so weiter*.
Zu (2). Shoenfield hat das folgende Prinzip formuliert.

Man betrachte eine Gesamtheit & von Stufen. Kann man
sich eine Situation vorstellen, in der alle Stufen aus S kon-
struiert sind, so soll es eine Stufe geben, die nach allen
Stufen aus S kommt.

1Wir verwenden = fiir »genau dann, wenn“.



1.1. MENGEN 3

Aus diesem vagen Prinzip lassen sich exakte Folgerungen ziehen, die man
durch Axiome fixieren kann. Dies wiirde jedoch innerhalb dieser Vorlesung
zu weit fithren; es sei deshalb auf Vorlesungen iiber mathematische Logik
und iiber Mengenlehre verwiesen.

Unter einer Menge kann man also inhaltlich ein Objekt verstehen, das
zu einer Stufe der kumulativen Typenstruktur gehort. Unter einer Klasse
versteht man eine beliebige Gesamtheit von Mengen. Jede Menge ist dann
insbesondere eine Klasse. Ferner gibt es Klassen, die keine Mengen sind, z.B.
die Klasse V' aller Mengen; solche Klassen nennt man echte Klassen.

BEMERKUNG (Einfache Typen). Fiir die meisten Zwecke in der Mathe-
matik und insbesondere auch fiir diese Vorlesung wiirde es ausreichen, mit
einem einfacheren und konkreteren Mengenbegriff zu arbeiten, ndmlich mit
Mengen von Objekten eines festen ,einfachen“ Typs 7. Einfache Typen sind
aus einem Grundtyp ¢ induktiv gebildet mit den Operationen 7, — 75 und
Ty X T9. Im folgenden lassen wir den Zusatz ,einfach“ weg und sprechen kurz
von Typen. Unter Objekten eines Typs 7 versteht man folgendes.

L natiirliche Zahlen,
71 — To: Funktionen f, die Objekten a des Typs 11
Objekte f(a) des Typs 75 zuordnen,
T1 X T9:  geordnete Paare (a,b) von Objekten a des Typs 71
und Objekten b des Typs 7.
Eine ,,Funktion“ f des Typs 71 — 7o fassen wir in diesem Kontext als eine
Zuordnungsvorschrift auf, die zu jedem Objekt a des Typs 7 ein Objekt
f(a) des Typs 7o liefert. Zum Beispiel ist die Funktion n ~— n? ein Objekt
des Typs ¢ — ¢, und das Paar (27,5) ein Objekt des Typs ¢ X ¢.

Eine Menge ist dann immer eine Gesamtheit von Objekten eines festen
Typs 7. Meist ist der Typ aus dem Zusammenhang klar und wird deshalb
nicht extra erwihnt. Dies ist zum Beispiel bei der Menge N = {0,1,2,...}
aller natiirlichen Zahlen, bei {2,4,6,8} oder auch bei der Menge der Prim-
zahlen der Fall.

Im folgenden verwenden wir den naiven Mengenbegriff.

1.1.3. Teilmengen, Durchschnitt, Vereinigung. Sind M und N
Mengen, so heiflt M Teilmenge von N (geschrieben M C N), wenn jedes
Element von M auch Element von N ist. Fir M C N schreibt man auch
NDM.

Sind M und N Mengen, so definieren wir

MNON:={ala€Mundae€ N} Durchschnitt von M und N,

MUN :={a|a€ M oderaec N} Vereinigung von M und N,

M\N:={alae Munda¢ N} Differenz von M und N.

Aufgrund der bekannten Eigenschaften der logischen Verkniipfungen ,,und*,
,oder®“ und ,nicht“ gilt offenbar

MNONN=NNM MUN=NUM,
(MNN)NK=MnN(NNK) (MUN)UK=MU(NUK),
MN(NUK)=(MNN)UMNK) MUNNK)=MUN)N(MUK).
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sowie
M\ (NNK)=(M\N)U(M\K),
M\(NUK)=(M\N)N(M\K).
Zwei Mengen M und N heiflen disjunkt, wenn sie keine gemeinsamen

Elemente haben, also wenn M NN = ().
Sind M und N Mengen, so nennt man die Menge

M x N :={(a,b) |]lae M und be N}

das kartesische Produkt der Mengen M und N. Hierbei ist (a,b) das geord-
nete Paar® von a und b.

Unter einer Relation R zwischen (Elementen von) M und (Elementen
von) N versteht man eine Teilmenge R C M x N. Statt (a,b) € R schreibt
man oft aRb. Ist speziell M = N, so spricht man von einer Relation auf M.

BEISPIEL. Die Teilbarkeitsrelation m|n auf N ist die Menge { (m,n) |
JkeN: m -k =n} CN x N. Hierbei ist ,,3k€N: m - k = n“ zu lesen als ,es
gibt ein £ € N mit m - k = n*. ,3“ heilit Fxistenzquantor.

1.1.4. Abbildungen. Im folgenden werden Relationen R zwischen M
und N eine besondere Rolle spielen, fiir die es zu jedem a € M hochstens
ein b € N gibt mit aRb. Solche Relationen nennt man rechtseindeutig oder
auch Funktionen.

Unter einer Abbildung verstehen wir ein Tripel (M, f, N), wobei M, N
Mengen sind und f eine rechtseindeutige Relation zwischen M und N ist
(d.h. daf aus afb und afc folgt b = ¢), und ferner es zu jedem a € M
ein b € N gibt mit afb. Das eindeutig bestimmte b mit afb wird mit f(a)
bezeichnet. Eine Abbildung (M, f, N) wird meist in der Form

f:M—N

mitgeteilt; man nennt M den Definitionsbereich und N den Wertebereich
der Abbildung.

Ist f: M — N eine Abbildung und M’ eine Teilmenge von M, so nennt
man die durch

f: M — N
a— f(a)
definierte Abbildung (also (M’ { (a, f(a)) | a € M’ }, N)) die Einschrinkung

von f auf M’ C M und bezeichnet sie mit f[M’.
Die Abbildung f: M — N heifit

(1) injektiv, wenn aus der Gleichheit zweier Funktionswerte die Gleich-
heit der Argumente folgt, also wenn
Vai,az€M: (f(a1) = f(az) — a1 = a2)
(zu lesen als ,fiir alle aj,as € M gilt: wenn f(a1) = f(ag), so
a; = a*; ,V“ heilit Allquantor);
(2) surjektiv, wenn jedes b € N als Funktionswert auftritt, also wenn

VbeNTaeM : f(a) = b;

2Man kann den Begriff des geordneten Paares innerhalb der Mengenlehre definieren.
Wir verzichten hier jedoch darauf und verwenden ihn als Grundbegriff.
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(3) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
Zu jeder bijektiven Abbildung f: M — N gibt es eine Umkehrabbildung
f~': N — M: sie ordnet jedem b € N das eindeutig bestimmte a € M mit
f(a) = b zu.

Sind f: M — N und g: N — K Abbildungen, so definiert man die
Komposition oder Hintereinanderschaltung g o f (gelesen g nach f) als
diejenige Abbildung g o f: M — K, die durch die Zuordnungsvorschrift
(go f)(a) :==g(f(a)) bestimmt ist. Ist noch h: K — L, so gilt offenbar

ho(gef)=(hog)of;
man sagt hierfiir, dafl die Komposition von Abbildungen assoziativ ist. Man
beachte, dafl die Komposition von Abbildungen i.a. nicht kommutativ ist.
Ist zum Beispiel
f:N—=N g: N—N

und 9
ar—a-+1 a— a”,

so gilt (go f)(a) = (a+1)?, aber (fog)(a) = a®>+1, also go f # fog. Ferner
bendtigen wir spéter eine sehr einfache Abbildung, ndmlich die Identitdt
idpr: M — M auf einer gegebenen Menge M. Sie ist bestimmt durch die
Zuordnungsvorschrift id(a) := a. Ist f: M — N bijektiv, so gilt offenbar
ffl o f = ldM

Es ist oft notwendig, die Bilder und Urbilder unter einer Abbildung
f: M — N nicht nur fiir Elemente von M bzw. N, sondern auch fiir Teil-
mengen von M bzw. N zu betrachten. Wir setzen fiir AC M und C C N

fl[A] :=={be N |JacA: f(a) =10},
fCl={ae M| f(a) eC}.

flA] heifit das Bild von A unter f, und f~![C] das Urbild von C unter f.
Man beachte, da8 wir in f~![C] das Symbol f~! verwenden, obwohl f nicht
notwendig bijektiv ist, also i.a. keine Umkehrabbildung besitzt.

BEMERKUNG. Sei f: M — N eine Abbildung und seien A, B C M und
C,D C N. Dann gilt

fIAN B C fIA]N f[B],
[AUB)] = flAJu f1B],
“enDl=f7CIn f '[D],
“ouD] = fClu DI

Durch Angabe eines Gegenbelsplels zeigt man lelcht, daB i.a. f[AN B] #
fl[A] N f[B] ist.

1.1.5. Familien von Mengen, Potenzmenge. Ist I eine beliebige
Menge (die wir als Indexmenge auffassen) und M eine weitere Menge, so
nennt man eine Abbildung f: I — M auch eine mit I indizierte Familie.
Man schreibt oft f; anstelle von f (i), und (f;);cr anstelle von f. Ist speziell
I =1{1,...,n}, so hat man eine endliche Familie und schreibt? (fi,..., fn)

3Diese Schreibweise kollidiert fiir n = 2 mit der oben eingefiihrten Schreibweise (a, b)
fiir geordnete Paare. Es sollte jedoch jeweils aus dem Kontext klar sein, was gemeint ist.
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anstelle von (f;)ieq1,... ,n}- Im Fall I = N nennt man die Familie (f;);en auch
eine Folge.
Ist (M;);cr eine Familie von Mengen, so definieren wir

ﬂ M;:={a|Viel:a € M;} (Durchschnitt der Familie (M;);cr),

i€l

U M;:={a|3i€l:ae€ M;} (Vereinigung der Familie (M;);cr).

iel

Sei M eine Menge. Jeder Teilmenge X C M kann man eine Abbildung
cx: M — {0,1} zuordnen:

(a) 1 fallsae X
cx(a) =
X 0 fallsa ¢ X.

cx heifit die charakteristische Funktion der Menge X. Offenbar enthélt cx
dieselbe Information wie X; man kann deshalb die Menge X mit ihrer cha-
rakteristischen Funktion identifizieren.
Die Menge aller Teilmengen einer gegebenen Menge M bezeichnet man
mit
PM):={X| X CM} (Potenzmenge von M).
BEMERKUNG. Fiir beliebige Mengen M, N gilt offenbar
P(MNN)=P(M)NP(N),
P(MUN)DP(M)UP(N),
(P(MUN)=P(M)UP(N))=(MC N oder NC M).

1.2. Gruppen und Koérper

Wir skizzieren einen prézisen Weg zur Einfithrung der ganzen, der ra-
tionalen, der reellen und der komplexen Zahlen. Dabei wird uns der Begriff
einer Aquivalenzrelation gute Dienste leisten. Aus der Additionsstruktur
der ganzen Zahlen abstrahieren wir den allgemeinen Gruppenbegriff, und
entsprechend aus den Additions- und Multiplikationseigenschaften der ra-
tionalen Zahlen den Begriff eines Korpers.

1.2.1. Ganze Zahlen, Aquivalenzrelationen. Ganze Zahlen kann
man darstellen als Paare (m,n) natiirlicher Zahlen. Gemeint ist mit (m,n)
die Differenz m — n. Dann sind zum Beispiel (m + 1,7 + 1) und (m,n) als
gleich zu betrachten. Allgemein definieren wir eine Relation ~z zwischen
Paaren natiirlicher Zahlen durch

VYm,n,p,qeN: ((m,n) ~z (p,q) =m+q :p—i—n).
Es gilt dann:
VmeN: (m,n) ~z (m,n),
vm,n,p,qeN: ((m,n) ~z (p,q) — (p,q) ~z (m,n)),
Ym,n,p,q,k, 1eN: (m,n) ~z (p,q) A (p,q) ~z (k,1) — (m,n) ~z (k,1)).

Die ersten beiden Aussagen sind klar. Zum Beweis der dritten betrachten
wir beliebige m,n,p,q, k,l € N. Zu zeigen ist

m+1=k-+n,
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und nach Annahme gilt m + ¢ =p+n und p+ 1 = k + g. Man erhélt
m+p+l=m+k+q=k+n+p,

also m + [ = k + n. Damit ist der Beweis abgeschlossen.
Allgemein nennt man eine Relation ~ auf einer Menge M eine Aquiva-
lenzrelation, wenn sie diese drei Eigenschaften besitzt, also wenn gilt

YaeM:a~a (~ ist reflexiv),
Va,beM: (a~b—b~a) (~ ist symmetrisch),
Va,b,ceM: (a~bAb~c—an~c) (~ist transitiv).

Eine Aquivalenzrelation kann man als eine Art verallgemeinerte Gleichheit
auffassen.

Es ist moglich und oft iiblich, das explizite Auftreten einer Aquivalenz-
relation zu vermeiden und stattdessen mit der vertrauten Gleichheit zu
arbeiten. Dazu faffit man dquivalente Objekte zusammen zu sogenannten
Aquivalenzklassen (richtiger wire , Aquivalenzmengen“, aber , Aquivalenz-
klasse“ hat sich eingebiirgert).

Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Eine nicht leere
Teilmenge N von M heifit eine A quivalenzklasse der Relation ~, wenn gilt:

(~1) Va,beM: (a € NAb~a—be N) (N ist ~-abgeschlossen),
(~2) Va,beM: (a,b € N — a ~b).

BEMERKUNGEN. (1) Jedes a € M liegt in genau einer Aquivalenz-
klasse; sie wird mit [a] bezeichnet.

BEWEIS. Existenz. Setze [a] := {b | b ~ a}. Dann ist a €
[a] wegen der Reflexivitdt von ~. Zu zeigen bleibt, daf [a] eine
Aquivalenzklasse ist. Zu (~1). Sei b € [a] und ¢ ~ b. Dann gilt
b ~ a, also auch ¢ ~ a wegen der Transitivitit von ~, also ¢ € [a].
Zu (~2). Seien b,c € [a]. Dann gilt b ~ a und ¢ ~ a. Aus ¢ ~ a
folgt a ~ ¢ wegen der Symmetrie von ~, also auch b ~ ¢ wegen der
Transitivitdt von ~.

Eindeutigkeit. Seien Ny, Ny Aquivalenzklassen mit a € N; und
a € Ns. Zu zeigen ist N = Ns; aus Symmetriegriinden geniigt
N1 C Ns. Sei also ¢ € Ny. Zu zeigen ist ¢ € No. Wegen c,a € Ny
folgt ¢ ~ a nach (~2) fiir Ny, also auch ¢ € Ny nach (~1) fiir
Ns. 0

(2) Je zwei verschiedene Aquivalenzklassen sind disjunkt.

BEWEIS. Zu zeigen ist, dafl aus a € N7, Ny folgt Ny = Ns. Das
ist aber gerade der Eindeutigkeitsteil der Aussage (1). 0

Eine Aquivalenzrelation auf M zerlegt also die ,, Trégermenge“ M voll-
stindig in paarweise disjunkte Aquivalenzklassen. Die Menge aller Aquiva-
lenzklassen wird mit M/~ bezeichnet, also M/~ :={[a] |a € M }.

Wir lassen im folgenden die Allquantoren am Anfang einer Aussage meist
weg, schreiben also z.B. a ~ a statt YaeM : a ~ a.
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1.2.2. Addition ganzer Zahlen, Vertriglichkeit mit ~z. Wir de-
finieren die Addition ganzer Zahlen durch

(m,n)—i—(p,q) = (m+p7n+Q)

(Hier haben wir die Allquantoren am Anfang weggelassen). Im folgenden
schreiben wir kurz ~ fiir die oben definierte Aquivalenzrelation ~z auf NxN.
Die von ~ erzeugten Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit «, 3, .

Die Addition ist vertriiglich mit ~, d.h. aus (m,n) ~ (m/,n") und (p, q) ~
(p',q") folgt (m,n) + (p,q) ~ (m',n’") + (p',q¢). Die ganze Zahl Null wird
dargestellt durch (0,0); sie hat die Eigenschaft (0,0)+ (p,q) ~ (p, q) (es gilt
sogar die Gleichheit). Man beachte, daf fiir alle p € N gilt (0,0) ~ (p,p).
Das Negative (oder additive Inverse) einer ganzen Zahl ist

_(m7 n) = (na m)a
offenbar gilt —(m,n) + (m,n) ~ (0,0). Das Bilden des Negativen ist ver-
triglich mit ~: aus (m,n) ~ (m/,n’) folgt —(m,n) ~ —(m’,n’).
Da also Addition und Inversenbildung mit der Aquivalenzrelation ~ ver-

tréglich sind, kann man entsprechende Funktionen auch auf den Aquivalenz-
klassen definieren. Wir setzen fiir ganze Zahlen a = (m,n) und b = (p, q)

[a] + [b] := [a + ],
—la] :=[a].
Damit dies eine sinnvolle Definition ist, mufi man die Unabhdngigkeit vom
Reprisentanten zeigen, d.h. man muf} zeigen, daf
aus [a] = [a/] und [b] = [V/] folgt [a + b] = [a' + b'], und
aus [a] = [d/] folgt [—a] = [—d/].
Da aber [c] = [¢] gleichbedeutend ist mit ¢ ~ ¢/, besagt dies gerade, dafl
aus a ~a und b~ bV folgt a +b~ a’ + b, und

aus a ~ a’ folgt —a ~ —a'.

Das ist aber die eben bemerkte Vertriiglichkeit der Aquivalenzrelation ~ mit
Addition und Inversenbildung.
Addition und Inversenbildung auf den Aquivalenzklassen haben die fol-
genden Eigenschaften:
(1) (a+ )+~ = a+ (B +7) fiir alle Aquivalenzklassen a, 3, (Asso-
ziativgesetz).
(2) Fiir das Nullelement e := [(0,0)] gilt
(a) e+ a = a fiir alle Aquivalenzklassen
(b) —a 4 a = e fiir alle Aquivalenzklassen o.

1.2.3. Gruppen. Diese Eigenschaften beinhalten in einem gewissen
Sinne alles, was iiber die additive Struktur der ganzen Zahlen zu sagen ist.
Wir fiithren jetzt einen Abstraktionsschritt durch und definieren den allge-
meinen Gruppenbegriff, der an vielen Stellen in der Mathematik auftaucht.

DEFINITION. Seien G eine Menge und o: G x G — G eine Abbildung.
(G, o) (oder oft nur kurz G) heift Gruppe, wenn gilt

(1) (a0of)oy=ao(Bor) fir alle a, 8,7 € G (Assoziativgesetz).
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(2) Es gibt ein e € G (genannt neutrales Element von G)) mit folgenden
Eigenschaften:
(a) eoa =« fir alle a € G;
(b) zu jedem a € G gibt es ein @' € G mit o/ o = e (&' heifit
inverses Element zu «).
G heiflt abelsch, wenn auflerdem noch gilt a o 8 = B o « fiir alle o, 8 € G
(Kommutativgesetz).

BEISPIEL. In 1.2.2 haben wir die Gruppe (Z, +) (oder kurz Z) der ganzen
Zahlen konstruiert.

BEMERKUNG (Klammerung). Seien G eine Gruppe, ferner n > 2 und
Qi,...,0, € G. Dann hat aj oago--- oy, bei jeder Klammerung denselben
Wert.

BEWEIS. Gezeigt wird
a1oag0- 0100, =(...(1oa) o 0ay_1)0a,

durch Induktion tiber n. Basis n = 2. Klar. Schritt. Wir nehmen an, daf}
die Behauptung fiir alle m mit m < n schon bewiesen ist (Induktions-
voraussetzung). Zu zeigen ist die Behauptung fiir n + 1. Gegeben sei also
(dcyoago---o0q;)o (i1 00y oayyr) mit 1 <i < n (dies kann man
oBdA annehmen; andernfalls folgt die Behauptung sofort aus der Indukti-
onsvoraussetzung). Dann gilt

(v oazo---oa;)o (10 0an0ant1)

= (ajoago---oq;) o ([ajr1 0 oay|oansr) (Induktionsvorauss.)

=((cpoago---oq;) o110 - 0oay])oaysr (Assoziativgesetz)

=(...(cyoag)o - -0ay)oan (Induktionsvorauss.).

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

BEMERKUNGEN. Sei G eine Gruppe.

(1) Seien e € G ein neutrales Element und o, o € G derart, dal o/oax =
e. Dann gilt auch oo/ = e.

BeEwEIS. Wihle o mit o’ o o/ = e. Dann gilt

/ / " / / " /
Qo =eoqon = o oo = o = €.
—
e

Das war zu zeigen. 0
(2) Sei e € G ein neutrales Element. Dann gilt ace = « fiir alle a € G.
BEWEIS. aoe =aod’ oa=eoa =« nach (1). 0

(3) Es gibt genau ein neutrales Element e € G.

BEWEIS. Seien e, e* neutrale Elemente von G. Dann gilt e* =
eoe* =enach (2). 0

(4) Zu jedem « € G gibt es genau ein inverses Element o/ € G.
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BEWEIS. Seien o/, a* inverse Elemente zu o € G. Dann gilt
a*=a"oce=a"ocaod =eca=7c.
Hierbei haben wir (1) - (3) benutzt. 0

Das zu « eindeutig bestimmte inverse Element wird mit a~! bezeichnet.
Wir schreiben a” fiir «o---oa und a ™ fir a ' o---oa™!, jeweils mit n

Vorkommen von « bzw. a~!. Ferner sei o := e.

LEMMA. Seien G eine nicht leere Menge und o: G x G — G eine Abbil-
dung. G ist eine Gruppe genau dann, wenn gilt:
(1) (o B) oy = ao(Bon) fir ale a, B, € G.
(2) (a) Vo, BeGAVEG: avoy = f3.
(b) Vo, BEGIEG: d o = .

BEWEIS. =. Sei G eine Gruppe. Zu zeigen ist (2). (a). Setze v = a~tof.
(b). Setze 6 = Boa!.

<. G erfiille (1) und (2). Zu zeigen ist, da8 G eine Gruppe ist. Wir
miissen also ein neutrales Element e finden derart daf} gilt
(1.2) eoa =« fir alle a € G,
(1.3) VaeGIeG: ' oca=e

Wihle oy € G fest (hier wird benétigt, dal G' nicht leer ist). Wéhle e so,
dal e o g = ay ist. Wir zeigen jetzt (1.2). Sei o € G beliebig. Wihle v € G
mit ag oy = «. Dann gilt

eoax=€eoqyoy=qgoy=a.

(1.3) folgt aus (2b). N
BEMERKUNG. Seien G eine Gruppe und «, 3 € G. Dann gilt

(1.4) (aHt=a

(15) (aof) = loal

BEWEIS. Zu (1.4). Es gilt (o) oa™! = e und auch aoa~! = e. Die
Behauptung folgt aus der Eindeutigkeit des Inversen.

Zu (1.5). ploatoaof=FlocofB=e. 0

BEISPIEL. Seien M eine nicht leere Menge und S(M) die Menge der
bijektiven Abbildungen von M auf sich selbst. Dann ist (S(M), o), wobei o
fiir die Komposition von Abbildungen steht, eine Gruppe. (S(M), o) heifit
die symmetrische Gruppe der Menge M. Neutrales Element ist die Identitét
id: M — M, und das inverse Element zu f € S(M) ist die Umkehrabbildung
.

Man beachte, da§ S(M) i.a. nicht abelsch ist. Sei zum Beispiel

f: {0, 1,2} — {O, 1,2} g: {O, 1,2} — {O, 1,2}
0 fallsa=0 1 fallsa=0
und
fla)=1<2 fallsa=1 gla) =<0 fallsa=1
1 fallsa=2 2 falls a = 2.

Dann gilt (go f)(0) =1, aber (fog)(0) =2, also go f # fog.
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Im Spezialfall M = {1,...,n} schreibt man S,, statt S(M). Jede Abbil-

dung o € S, heif}t eine Permutation der Zahlen 1,...,n.

1.2.4. Rationale Zahlen. Rationale Zahlen stellen wir dar als Paare
((m,n), k) einer ganzen Zahl (m,n) und einer positiven natiirlichen Zahl k;
gemeint ist der Quotient aus beiden, also *". Da wir zwei rationale Zahlen
als gleich betrachten wollen, wenn sie denselben gekiirzten Bruch darstellen,
definieren wir eine Relation ~ durch

(((mvn)vk) ~ ((p7 Q)J)) = (m+kq=Fkp+In).

Man sieht leicht, dal ~ eine Aquivalenzrelation ist.
Die Addition rationaler Zahlen wird definiert durch

((m,n), k) + ((p,q),1) = ((Im + kp,In + kq), kl).

Wieder ist diese Addition vertréglich mit der Aquivalenzrelation ~, d.h.
aus ((m,n), k) ~ ((m', 1), &) und ((p, @), ) ~ ((0'>q'), ') Folgt ((m, n). k) +
((p,q), 1) ~ ((m',n)), k") + ((p/,q'),l'). Die rationale Zahl Null wird darge-
stellt durch ((0,0), 1); sie hat die Eigenschaft ((0,0), 1)+((p,q),!) ~ ((p,q),1)
(es gilt sogar die Gleichheit). Das Negative (oder additive Inverse) einer ra-
tionalen Zahl ist
_((m’ n)’ k) = ((’I’L, m)’ k)
Die Bildung des Negativen ist wieder vertriglich mit ~: aus ((m,n), k) ~
((m',n'), k) folgt —((m,n), k) ~ —((m/,n),k"). Wir kénnen also entspre-
chende Funktionen auch auf den Aquivalenzklassen definieren und erhalten
wie bel den ganzen Zahlen, dafl die rationalen Zahlen zusammen mit der
Addition eine abelsche Gruppe bilden.
Die Multiplikation rationaler Zahlen wird definiert durch

((m,n), k) - ((p, @), 1) = ((mp +ng,mq + np), kl).
Die rationale Zahl Fins wird dargestellt durch ((1,0),1); sie hat die Eigen-
schaft ((1,0),1) - ((p,q),1) ~ ((p,q),1) (es gilt sogar die Gleichheit). Das
multiplikative Inverse einer rationalen Zahl ((m,n),k) 7 ((0,0),1) ist

((771,71),)’6)71 = {

Alle diese Operationen sind vertréiglich mit ~. Wir kénnen also wieder ent-
sprechende Funktionen auch auf den Aquivalenzklassen definieren und er-
halten wie bei den ganzen Zahlen, dafl die rationalen Zahlen ohne die Null
zusammen mit der Multiplikation eine abelsche Gruppe bilden. Ferner gilt
das Distributivgesetz

((m’ n)’ k) ' (((p, Q)a l) + ((p', q/)’ l/)) =
(((m7 n)? k) : ((p7 Q), l)) + (((m7 n)? k) : ((plv ql)7 ll)) .
1.2.5. Korper. Diese Eigenschaften beinhalten wieder alles das, was
iiber die additive und multiplikative Struktur der rationalen Zahlen zu sagen

ist. Wir fithren deshalb einen Abstraktionsschritt durch und definieren den
allgemeinen Korperbegriff.

((k,0),m —n) fallsm >n
((0,k),n —m) falls m < n.

DEFINITION. Seien K eine Menge und +: K x K - K, -: K x K —- K
Abbildungen. Das Tripel (K, +,-) (oder kurz K) heifit Kdrper, wenn gilt:
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(1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe,

(2) K* := K \ {0} (0 neutrales Element von (K,+)) bildet zusam-
men mit der auf K* eingeschrankten Multiplikation eine abelsche
Gruppe, und

(3) fir alle o, 8,7 € K gilt

a(f+7v)=af+ayund (a+ B8)y = ay+ By (Distributivgesetze).

Wir schreiben a + f fiir +(«, 8) und af oder « - (3 fiir -(«, 3). Ferner
soll die Multiplikation - stdrker binden als +.

BEISPIEL. In 1.2.4 haben wir den Korper (Q,+,-) (oder kurz Q) der
rationalen Zahlen konstruiert.

BEZEICHNUNGEN. (1) In der abelschen Gruppe (K,+) wird das
neutrale Element mit 0 und das zu a € K inverse Element mit —a
bezeichnet. Wir schreiben o — 3 fiir a + (—03).

(2) In der abelschen Gruppe (K*,-) wird das neutrale Element mit 1
und das zu a € K* inverse Element mit o~ bezeichnet. Fiir - 371

schreiben wir % .

(3) Wir schreiben

n
E:% fir aq + g + -+ - + ay,
=1

n
Hai firag -ag ... ap,
1=1
no  fir a+ -+« (mit n Vorkommen von «),
a" fir a-...-a (mit n Vorkommen von «).

Im Fall n = 0 setzen wir Z?:l a; =0, [T, a; :=1, 0a := 0 und
a =1

Im folgenden werden wir oft Doppelsummen verwenden. Seien
K ein Kérper und o € K fir 1 <¢ <mund 1 < j < n. Dann gilt

m n n m

(5 e) = % w=3(Ew)

i=1 j=1 1<i<m j=1 =1

1Z5<n
BEMERKUNGEN. Sei K ein Korper. Dann gilt fiir alle o, 8 € K
(1) 0-a=0und a-0=0.
BEWEIS. Z.B.ist 0-a = (04+0)-« = 0-a+0-c, also 0-e = 0. O

(2) Aus o # 0 und 8 # 0 folgt a3 # 0.

BEWEIS. Dies ist klar, da K* eine Gruppe ist (bzgl. der Multi-
plikation). 0

(3) —a=(-1)a

BEWEIS. Nach (1) ist la = « fiir alle . Wegen 1+ (—1) =0
folgt @ 4+ (—1)aw = 0 und damit —a = (—1)a. 0

4) (=a)-(=p) = ap.
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BEwEIs. Esist 1+ (—1) = 0, also =1+ (—1) - (—1) = 0 und
damit (—1)-(—1) = 1. Es folgt (—a)-(=0) = (-1)a(-1)8 = 1laf =
af. O

BEISPIELE. (1) Reelle Zahlen kann man auffassen als Aquivalenz-

klassen von Cauchyfolgen (s. Analysis-Vorlesung) rationaler Zah-
len, also von Folgen (o, )neny mit o, € Q derart daf

Ve>03INeNYn, m>N: |a, — an| < e.

Wir verwenden ¢ als Variable fiir rationale Zahlen. Zwei Cauchy-
folgen rationaler Zahlen heiflen #quivalent (in Zeichen (o, )nen ~r

(Bn)nen), wenn gilt
Ve>03KeNVYn>K: o, — By] < e.

Addition und Multiplikation definiert man komponentenweise. Man
kann leicht zeigen, daB Addition und Multiplikation mit der Aquiva-
lenzrelation ~g vertréiglich sind, und dafl auf diese Weise ein Korper
(R, +,-) entsteht, den man den Koérper der reellen Zahlen nennt.
Fiir ein genaueres Studium dieses Korpers sei auf die Analysis-
Vorlesung verwiesen.

Die Menge {0, 1} ist mit folgender Multiplikation und Addition ein
Korper; er wird mit Fo bezeichnet.

+ 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

Durch Unterscheiden der endlich vielen Fille kann man leicht ve-
rifizieren, daf alle Kérperaxiome erfiillt sind. In Fy gilt 1+ 1 = 0.
Man kann also 1 + 1 # 0 nicht fiir beliebige Kérper beweisen.
Seien K ein Korper und £ € K kein Quadrat in K (d.h. es gibt kein
a € K mit o = £). Wir wollen einen Kérper K x K definieren.
Stellt man sich (auBlerhalb der Legalitéit) (a, 8) als o+ 3/ vor, so
liegt die folgende Definition nahe:

(o, 8) + (o, 8) = (a+ &, B+ §),
(o, 8) - (&, 3) = (aa’ + B¢, af + Bd).

Wir wollen uns tiberlegen, dal K x K mit dieser Addition + und
Multiplikation - zu einem Koérper wird. Man bezeichnet ihn mit

(K (\/§),+,-) oder kurz K (1/€).

BEWEIS. Daf (K (v/€),+) eine abelsche Gruppe ist, ergibt sich
leicht aus der komponentenweisen Definition der Addition. Das neu-
trale Element ist (0,0), und das inverse Element zu («, 3) € K(\/€)
ist (—a, —[3).

Wir zeigen jetzt, dal (K (1/€)*,-) eine abelsche Gruppe ist. As-
soziativitdt und Kommutativitdt sind leicht nachzurechnen. Wir
wollen zeigen, daf§ (1,0) neutrales Element ist. Zu (a). Es gilt
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(1.6)
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(1,0) - (e, B) = (a0, B). Zu (b). Gegeben sei (a, 5) # (0,0). Gesucht
ist (o/, 8") mit
(@, 3)(e, 8) = (1,0)
Ansatz: Nehmen wir an, wir hétten schon (¢/, ') mit (1.6). Multi-
plikation beider Seiten mit («, —3) ergibt
(0/7 ﬁ/)(a2 - ﬁ2§7 0) = (Ck, _ﬁ)
Nun gilt a? — 82¢ # 0, da ¢ kein Quadrat ist und (o, 8) # (0,0).

Also konnen wir definieren

/ a / -3
= —— d = —_——
T2 e M p o — 3%
Man verifiziert leicht (1.6).
Die Distributivitét ergibt sich durch Nachrechnen. O

Zwei interessante Spezialfiille wollen wir besonders betrachten.
Seien K = R und ¢ = —1; man beachte, dal —1 kein Quadrat
in R ist (dies wird in der Analysis-Vorlesung unter Verwendung
der Theorie der geordneten Korper bewiesen). Man schreibt C :=
R(v/—1) und nennt C den Kérper der komplezen Zahlen. Die Ab-

bildung
R — R(\/—_l)
a — (a,0)
ist injektiv. Da
(a,0) + (8,0) = (a + 5,0
(Oé,O) : (B’O) = (Oé : B’O),
braucht man zwischen R und R x {0} = {(,0) | @ € R} bzgl.
Addition und Multiplikation nicht zu unterscheiden. Man kann also
R mit R x {0} identifizieren. In diesem Sinn ist R C C. Man setzt
noch
i:=(0,1) (imagindre Einheit).
Offenbar 148t sich jedes A € C eindeutig darstellen als A = a4+
mit a, # € R, denn es gilt a +1i6 = («, 3). Die konjugiert komplexe
Zahl zu A\ = a +if3 ist A := o — i3. Man verifiziert leicht, da8 gilt

2=,
At p=A+17,
At = ML,

= Ol
Il

0,
L.

Ferner ist A\ = o + 32 fiir A = a+if3. Aus der Analysis-Vorlesung
ist bekannt, daB stets o + 32 > 0 ist und man deshalb \/a? + 32 €
R bilden kann; man setzt |A| := y/a? + 52 und nennt dies den Be-
trag von A € C. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion des Korpers C
der komplexen Zahlen sei wieder auf die Analysis-Vorlesung ver-
wiesen.

Als weiteren Spezialfall betrachten wir K = Q und £ = 2.

BEHAUPTUNG. 2 ist kein Quadrat in Q.
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BEWEIS. Andernfalls wire 2 = ’:—22 mit teilerfremden m,n € N,
also 2n? = m?, also m gerade, d.h. von der Form 2k, also n?> =
2k? und damit n? gerade, d.h. von der Form 2I. Also wire 2 ein

gemeinsamer Teiler von m und n: Widerspruch. O

Also ist Q(v/2) ein Korper.

1.3. Matrizen

Unser Ausgangspunkt war es, das lineare Gleichungssystem (1.1) zu
16sen. Wir wollen jetzt eine einfachere Schreibweise einfithren, ndmlich

11 . A1n 51 ﬁl
A-z=b mit A= : S, x=| |, b= :
Aml .. Qmp fn ﬁm
Dies wird die Losung vereinfachen.
1.3.1. Definition von Matrizen, Schreibweisen.
DEFINITION. Seien K ein Korper, myn € Nund I = {1,...,m}, J =

{1,...,n}. Eine Abbildung A: I x J — K heiit (m x n)-Matriz mit Koefhi-
zienten in K. Mit K™*" bezeichnen wir die Menge aller (m x n)-Matrizen
mit Koeffizienten in K.

Die a;j := A(i,j) € K (1 <i<m, 1< j <n) heilen Koeffizienten der
Matrix A. Schreibweisen:

A= (aij)1<i<m, kurz A = (ay;)

1<j<n
a1 e A1n
A=
(07 I (6777 )

1.3.2. Algebraische Operationen mit Matrizen.

DEFINITION. Seien K ein Korper, m,n,p € N, A, B € K™*" C € K"*P
und o € K mit A = (o), B = (f;;) und C = (v;,). Dann setzen wir

A+ B := (nij) 1<i<m  mit ;5 1= oy + Bij,

1<5<n
._ mx : N\
A-C = () 1<i<cm € K™*P mit py, := Zj:l Qi5Yjr,
1<r<p
aA = (j) 1<i<m -
1<j<n

Wir schreiben AC fiir A-C.

Die Addition von Matrizen und die Multiplikation einer Matrix mit ei-
nem Korperelement sind ,, komponentenweise* definiert und leicht zu verste-
hen. Dagegen scheint die Multiplikation von Matrizen willkiirlich definiert
zu sein; wir werden jedoch (in 1.3.4) sehen, daf dieser Eindruck tduscht.
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BEISPIELE. (1) Es ist oft hilfreich, sich die Matrizenmultiplikation
graphisch vorzustellen:
a1 ... Qi
Yiroo-e- [ Ve | --- Tp
(077 B 6 7 1% . : :
Yol oo | Yor | oo- np
Q1 -+ Qmn

Der (i,7)-te Koeffizient des Matrizenprodukts ist >, a;;7;r, also

der einzige Koeffizient der Matrix

Tr

(i1 - )|
Ynr

(2) Sei K = Q. Dann ist

(6 (%3 )= 5 o)

1.3.3. Rechenregeln fiir Matrizen.
(1) (K™*™ +) ist eine abelsche Gruppe; das neutrale Element ist die

Nullmatriz
0 ... 0
0:=1: K
0 ... 0
das inverse Element zu (ay;) € K™*™ ist (8;;) mit 3;; := —ay;. Die

Beweise sind klar, da die Addition komponentenweise definiert ist.
(2) Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ, d.h. fiir beliebige A €
K™" Be K™Pund C € KP* gilt

(AB)C = A(BC) (e K™%9),

BEWEIS. Sei
A= (OZZ_]) 1<i<m B = (ﬁj?“) 1<j<n C = ('Yrs) 1<r<p-
1<j<n 1<r<p 1<s<q
Setze
(AB)C = (mis)1<i<m und  A(BC) = (Cis) 1<i<m -
1<s<q 1Secq

Seien i, s fest gewdhlt. Es gilt

p n n p
Nis = Z (Z aijﬂjr)%*s und (s = Z Qjj <Z Bjr’yrs) >
r=1 j=1 j=1 r=1
also
p n n p
Nis = Z Z(aijﬁjr’)/rs) = Z Z(aijﬁjrf)/rs) = Cis-
r=1 j=1 j=1lr=1

Das war zu zeigen. O
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(3) Neutrales Element bei der Matrizenmultiplikation. Fiir m > 1 sei
die Finheitsmatriz definiert durch

also
1 ... 0
E=1:
0o ... 1

Dann gilt FA = A fiir alle A € K™*" und ebenso BE = B fiir
alle B € K™™.

BEWEIS. Seien A = (Ocj‘r) 1<j<m und F = (5ij)1§i,j§m- Setze

1<r<n
EA := (Vi) 1<i<m . Dann gilt
1<r<n
m
Vir = Z5ijajr = Q-
j=1
BFE = B zeigt man analog. O

(4) Distributivgesetze. Fiir A € K™*™ und B,C € K"*P gilt
A(B+C)=AB+ AC.
Fiir A", B € K™*" und C' € K"*P gilt
(A'+B")C'=A'C'+B'C.
Die Beweise ergeben sich leicht aus dem Distributivgesetz fiir Kor-
perelemente.

(5) Distributivgesetz fiir die Multiplikation mit Koérperelementen. Fiir
a,f € Kund A, B € K™*" gilt

a(A+B)=aA+aB und (a+p)A=aA+ [A.

Die Beweise sind wieder klar, da die Operationen komponentenwei-
se definiert sind.
(6) Fira € K, A€ K™ und B € K"*P gilt

a(AB) = («A)B = A(aB).
Auch hier ist der Beweis aufgrund der Definitionen klar.

1.3.4. Motivation und Eigenschaften der Matrizenmultiplikati-
on. Die Matrizenmultiplikation kann man als Komposition von Abbildun-
gen deuten. Dazu sei A € K™*". A gibt Anlal zu der Abbildung

fA: KnXl N Km><1
&1

r=| 1| — Ax.
&n
Ebenso gibt B € K™ " Anla zu fg: K™*! — K™*! Es gilt
faofp=fap K™ — K™
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BEWwEIS. Fiir beliebige y € K™ ist
(fao fB)) = fa(fB(y)) = fa(By) = A(By) = (AB)y = fap(y).

Hierbei haben wir das Assoziativgesetz der Matrizenmultiplikation verwen-
det. 0

Wir haben schon gesehen, dafl die Komposition von Abbildungen nicht
kommutativ ist. Deshalb ist es nicht verwunderlich, daf§ auch die Matrizen-
multiplikation ist i.a. nicht kommutativ ist. Beispiel:

— 1o — 01 2X2
i (00 me(0)) ex

0 1 0 0
AB:<0 O> BA:<0 O> also AB # BA.

Insbesondere gibt es also Matrizen A # 0, B # 0 mit BA = 0.
Halten wir also fest: Das Gleichungssystem (1.1) 148t sich in Matrizen-
schreibweise darstellen als Az = b mit

a1 ... Qg
A= : Do e BT
Qml  --- Qmp
& B
r=|:|eK™, b=|: | e k™
gn ﬂm

1.4. Lineare Gleichungssysteme

Das elementare Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme ist gut
bekannt. Betrachten wir zum Beispiel iiber dem Koérper Q das Gleichungs-
system

2861+ 36 =18
461 + & = 11.

Multipliziert man die erste Zeile mit 2 und zieht man das Ergebnis von der
zweiten Zeile ab, so ergibt sich

261 + 35 =18
—5&y = —25.
und daraus
—25
261+ 15 =18
18—-15 3
G=—5 =%

Unser Ziel ist es, dieses elementare Losungsverfahren auf m Gleichungen
mit n Unbekannten zu verallgemeinern. Insbesondere will man entscheiden,
ob ein Gleichungssystem l6sbar ist, und eine Ubersicht iiber alle Lésungen
bekommen.
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1.4.1. Zeilenstufenmatrizen. Eine besondere Rolle bei der allgemei-
nen Formulierung des Losungsverfahrens werden Matrizen in Zeilenstufen-
form spielen.

DEFINITION. Sei K ein Koérper. A € K™*™ heifit Zeilenstufenmatriz,
wenn A = 0 oder

0o ... 0 aljl . aljg . Oéle . . O1n
0o ... 0 0 0 a2j2 . Oégjr . . Qon
A= |0 0 0 0 0 ... 0 oy, Qrn
0 0 0 o o0 ... 0 0 O 0 0
0 0 0 o o0 ... 0 0 O 0 0

wobei 1 <r <m,n, 1 <j; <jo <--- < jr <nund oy # 0 fiir alle ¢ mit
1 < i <r; diese a;j, heiflen Pivots (deutsch Angelpunkte) von A.

BEISPIEL.
01 2 3 0 L0 00
0 -1 0 O
000 -1 3 und
000 0 O 00 30
0O 0 0 4

sind Zeilenstufenmatrizen, nicht aber

o O O
O =
S W N

DEFINITION. Seien K ein Koérper und A, A’ € K™*", Wir sagen: A’ ent-
steht aus A durch eine (elementare) Zeilenumformung (Spaltenumformunyg),
wenn A’ aus A hervorgeht durch

(1) Vertauschen zweier Zeilen (Spalten), oder
(2) Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit einem A € K, A # 0, oder
(3) Addition einer Zeile (Spalte) zu einer anderen.

1.4.2. Hilfssitze. Wir stellen einige Hilfssétze bereit, die die Essenz
des Gaufischen Losungsverfahrens darstellen. Seien K ein Korper, A € K™*"
und b € K™, Wir betrachten die Gleichung (1.1), also Az = b.

HiLFssATZ (Zeilenumformungen verindern nicht die Losungsmenge).
(A" V') entstehe aus (A b) durch elementare Zeilenumformungen. Dann gilt
fiir alle x € K™<!

(Ax =b) = (Az =1).

BEWEIs. OBdA entstehe (A’ V') aus (A b) durch eine elementare Zeilen-
umformung.

Fall 1. Vertauschen zweier Zeilen von (A b) verdndert die Losungsmenge
nicht, da dieselben Bedingungen nur in anderer Reihenfolge aufgeschrieben
werden.

Fall 2. Sei A\ € K, A # 0. Multiplikation der i-ten Zeile von (A b) mit A
dndert die Losungsmenge nicht.
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Fall 3. Sei 1 < s,t <m, s #t. (A" V') entstehe aus (A b) durch Addition
der s-ten Zeile von (A b) zur t-ten. Die t-te Zeile hat dann folgende Gestalt:

n n
Z o€+ Z asi&; = By + Bs-
o j=1
Alle anderen Zeilen von A’z = b’ bleiben unveréindert. Zu zeigen ist

(Ax =b) = (Az =1).

=. Gelte Az = b. Dann ist

n
Z i€ = [ (t-te Zeile),
j=1

n
Zasjfj = Bs (s-te Zeile).
j=1
Addition beider Zeilen ergibt
n n
Z o€+ Z asi& = B + Bs-
j=1 j=1
<. Gelte A’z = b'. Dann hat man

Z S Z asi& = B+ s (t-te Zeile),
Jj=1 j=1

Z asi€; = Bs (s-te Zeile).
j=1

Subtraktion der s-ten Zeile von der t-ten Zeile ergibt

Z Oétjfj = [B¢.
j=1

Das war zu zeigen. 0

Der folgende Hilfssatz beschreibt das bekannte und schon im einleitenden
Beispiel verwendete Gaufische Eliminationsverfahren in allgemeiner Form.

HivrssaTz (Reduktion auf Zeilenstufenmatrix). (A b) laft sich durch
elementare Zeilenumformungen iberfihren in (A" V'), wobei A" eine Zeilen-
stufenmatriz ist.

BEwWEIS. OBdA sei A # 0. Wihle j; so, dafl die ersten j; — 1 Spal-
ten von A Null sind, aber die ji-te nicht Null ist. Dann hat man mittels
Zeilenvertauschung

0O ... 0 a5, ﬁl 0 ... 0 O/lj1 ﬂ{
(Ab)=|: S N I S C)
0 ... 0 amjy --- Dm 0 ... 0 apyy - B
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wobei ); # 0. Addiert man zu jeder Zeile mit von Null verschiedenem
ji-ten Element ein Vielfaches der ersten Zeile mit einem jeweils passenden
A€ K, A # 0, so erhéilt man eine neue Matrix der Gestalt

0 ... 0 oy, ... B
0O ... 0 o0

: : Rest

0O ... 0 o0

Man wende nun dasselbe Verfahren auf die Restmatrix an. Durch Iteration
erhilt man (A’ V'), wobei A" Zeilenstufenmatrix ist. 0

Wir koénnen also oBdA annehmen, daf§i A eine Zeilenstufenmatrix ist,

d.h. (A b) die folgende Form hat:

0o ... 0 aljl . Oélj2 . Oéle . e . O1n Bl
0o ... 0 0 0 a2j2 . OéQjT . . Qon 62
0 ... 00 ... 0 0 ... 0 @j - - . am G
0O ... 0 0 ... 0 0 ... 0 0 0 ... 0 0 B
o...o0 o ...0 O ....0 O O0.. 0O Om

Falls 8; # 0 fiir ein ¢ mit » < i < m, so ist (1.1) unlésbar, da
n
D 08 =p#0
j=1

unmdglich ist. Im folgenden nehmen wir also B,41 = -+ = 3, = 0 an.

Der néchste Hilfssatz sagt aus, daf§ die Komponenten der Losung =,
die im ausgeschriebenen Gleichungssystem Ax = b nicht an den Ecken der
Stufenmatrix stehen, frei wihlbar sind.

HiLrssATz (Frei wihlbare Komponenten). Zu vorgegebenen &; fir 1 <
J<mn,jé&{j,...,Jr} gibt es eindeutig bestimmte &;,,...,&;. so dafs

&1
r=|:
&n
die Gleichung Az = b erfillt.

BEWEIS. Gegeben seien &;, 1 < j < n mit j ¢ {j1,...,jr}. Wegen
arpj, # 0 (da A Zeilenstufenmatrix) ergibt sich £, aus der r-ten Gleichung:

& = <Br -> Oérjﬁj) -

s
G>5jr TIr

Ebenso ergibt sich &;,_, aus der (r —1)-ten Gleichung und §;, und so weiter,
schliellich also &;, aus der ersten Gleichung und §j,,...,¢&;,. O
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1.4.3. GaufBsches Lésungsverfahren. Wir fassen unsere Uberlegun-
gen wie folgt zusammen.

SATZ. Seien K ein Korper, A € K™ und b € K™*'. Man betrachte
das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann kann man durch Umformung
von (A b) in Zeilenstufenform entscheiden, ob Ax = b ldsbar ist.

Wir wollen uns jetzt noch im Fall der Losbarkeit eine Ubersicht iiber die
Gesamtheit aller Losungen verschaffen.

SATZ. Seien K ein Korper, A € K™ und b € K™, Wir setzen
voraus, daf$ das lineare Gleichungssystem Ax = b losbar ist. Dann findet
man eine spezielle Losung xo € K™ und weiter einr € N mit 0 <r < n
und x1,. .., 2, € K™ so, dafs

(1) X :={xo+Mz1+ -+ rZpr | A1, ..., \n—y € K } die Menge
der Losungen von Ax = b ist, und
(2) die Darstellung der Losungen in X eindeutig ist.

BEWEIS. Der Beweis des Satzes wird in fiinf Schritten gefiihrt.
Schritt 1. (Konstruktion einer speziellen Losung x9 € K™ !). Setze
Coj =0fur1 <j<mn,jé¢{ji,...,Jr} und konstruiere daraus
€01
xro =
SOn
geméifl dem dritten Hilfssatz, so dal Axzg = b.

Schritt 2. (Konstruktion von zy,..., 2, , € K™ mit Az; = 0). Wir

konstruieren dazu

/
51
!
in

firl <j<mn,jé¢{n,...,j-} mit Ax;- = 0 und bilden daraus x1,..., Ty,

durch Umnumerierung. Wir setzen fir 1 <1 <n,l ¢ {j1,...,j}
1 fallsj=1
£y = 0y = '
0 falls j #1.

und konstruieren daraus x; gemifl dem dritten Hilfssatz so dafl A:U;» = 0.
Schritt 3. (X C Losungsmenge). Seien \j,..., A\, € K, z = z9 +
>_j=1 Ajzj. Dann ist # Lésung, denn

j=1

Schritt 4. (Losungsmenge C X). Sei z € K™*! Losung, also Az = b. Zu

zeigen ist, dafl dann A}, ..., A/ _, existieren mit

n—r
T =x0+ E )\;-xj.
i=1
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Setze
A
y=x—x9=: | :
An
Dann gilt Ay = Ax — Axg = b — b = 0. Es geniigt also zu zeigen
K1
Yy = Z )\jx;::z:: S,
j:17"'7n
i Hn
denn dann hat man y aus den x;, also aus den x1, ..., x,—, linear kombiniert.
Es gilt
Az = Z )\jACC;» =0.
j=l.n YT
j#jl?"'?j?" 0

Also haben wir Ay = 0 und Az = 0. Zum Beweis von y = z geniigt es nach
dem Eindeutigkeitsteil des dritten Hilfssatzes zu zeigen, daff fir 1 <[ < n

mit I ¢ {j1,..., 5} gilt N = gy Fiir 1 < j, 1 <nmit j, 1 ¢ {j1,...,j-} gilt
aber £ = d;, also

Hi = Z Ajf}l = Al
=1

j=1,..n
J#J1sedr

Schritt 5. (Eindeutigkeit der Darstellung der Losungen in X). Sei

/ /
T =x0+ E Ajry =0 + E P
7j=1,...,n 7j=1,...,n

j;ﬁjlr'ij j?éjl,---,]"r
und Az = b. Dann folgt
0= -}

‘j:‘l,...,'r‘z
j#]lv"'v]T

Fiir 1 <j,0 <nmit j,0 ¢ {j1,...,J,} ergibt sich wegen &, = d;
0=">  N—m&i=x—m

7j=1,...,n
J#J15edr
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

BEeispIEL. K = Q und

0 2 3 1
A=(0 1 0 b= |1
0 20 2
Das Gleichungssystem Az = b lautet dann ausgeschrieben
26 +38 =1
£ =1

28 =2
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Wir wollen das Gauflsche Losungsverfahren hierauf anwenden. Zunéchst
bringen wir (A b) durch elementare Zeilenumformungen in die Form einer
Zeilenstufenmatrix:

0 2 3|1 0 2 3|1
0 2 012 (—1) Zs+ 2, 0 0 3|-1
0 2 3|1
(D-Zs+ 22 | o g ol o
(Z; = i-te Zeile). Also ist r = 2, j; = 2 und jo = 3. Wir erhalten deshalb
0 1
To = 11 , z1=10
-1 0
Die Losungsmenge ist demnach
0 1
{ze@Az=0b}={[ 1 | +Xx[0]|reQ}.
1
—z 0
3

1.4.4. Folgerungen. Aus dem Gaufischen Eliminationsverfahren erge-
ben sich leicht einige interessante Folgerungen. Zunéchst sieht man leicht,
daB im Fall von mehr Unbekannten als Gleichungen stets eine nichttriviale
Losung von Az = 0 existiert.

BEHAUPTUNG. Sei K ein Korper, m < n und A € K™*™. Dann existiert
einx € K™, x40, mit Ax = 0.

BEWEIS. Az = 0 ist 16sbar, namlich durch xy = 0. Nach dem Satz ist
die Losungsmenge

{x0+)\1x1+"'+)\n77’xn77’|)‘1,--'a>\n77’6K}-

Wegen r < m,nund m < nist n —r >m—r > 0. Mit 7 # 0 folgt die
Behauptung. O

Als weitere Folgerung geben wir jetzt ein entsprechendes Losungsverfah-
ren fiir die Matrizengleichung AX = B an. Gegeben seien also A € K™*"™
und B € K™*P. Gesucht ist ein X € K™*P mit

AX = B.

Seien 1, ...,x, die Spalten von X und by, ..., b, die Spalten von B. Dann
ist AX = B gleichbedeutend mit

Ax; =0b; fiuralleimit 1 <1i<p.

Man kann dann folgendes Losungsverfahren verwenden. Durch elementare
Zeilenumformungen bearbeite man (A b; ... by,) solange bis A zu einer
Zeilenstufenmatrix geworden ist. Die p entstehenden Gleichungssysteme 16se
man dann wie oben.

Interessant ist noch der folgende Spezialfall. Gegeben seien A € K™*"
und B € K™*". Gesucht ist ein X € K™*"™ mit AX = B. Diesen Spezialfall
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werden wir gleich genauer betrachten. Zunéchst bendtigen wir aber noch
eine Definition. Sei

X
A= (aij)lgigm e Km~",
1<j<n

Dann nennt man

t X
A" = (qy5) 1<j<n € KT
1<i<m

die transponierte Matrixz von A.
BEISPIEL.

1 2
1 3 1
3x2 t 2x3
A= i)(l) cQ A—<2 0 1)6@

BEMERKUNGEN. (1) Fir A,Be K™ ™ und X € K gilt
(A+B)' = A"+ B" und (M) = \A"

BEWEIS. Dies ist klar, da die Matrizenaddition und die Multi-
plikation einer Matrix mit einem Korperelement komponentenweise

definiert sind. 0
(2) Fir A€ K™*" und B € K™*P gilt
(AB)' = B'A".
BEWEIS. Sei
A = (ij) 1<i<m » B = (Bji)1<j<n -
1<j<n 1<i<p
Dann ist
Al = (eig) 1gj<n B = (Bit) 1<u<p -
1<i<m 1<j<n
Es folgt
n n
AB = <Z aijﬁjl) 1<i<m> B'A' = (Z leo‘ij) 1<I<p -
j=1 1<i<p j=1 1<i<m
Also ist (AB)! = B'A. 0

1.4.5. Invertierbare Matrizen. Als weitere Folgerung gewinnen wir
aus dem Gauflschen Eliminationsverfahren ein Kriterium, wann und wie sich
Matrizen ,invertieren® lassen.

DEFINITION. A € K™ heifit invertierbar, wenn es ein B € K™*™ gibt
mit BA=F.

KOROLLAR. Fiir AcK™*™ sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) Vze K™Y (Az =0 — 2 = 0).
(2) A lifit sich durch elementare Zeilenumformungen in E tberfiihren.
(8) IXeK™": AX =E.
(4) Yye K¥>"(yA =0 — y = 0).
(5) A lafit sich durch elementare Spaltenumformungen in E iberfiihren.

(6) Y EK™": YA=E.
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In diesem Fall sind sowohl das X in (3) als auch das 'Y in (6) eindeutig
bestimmt, und beide sind gleich. Das X in (8) lafst sich wie folgt berechnen:

(AE)— (E X) durch elementare Zeilenumformungen.

Hierbei sind (A E) und (E X) diejenigen (n x 2n)-Matrizen, die man durch
Nebeneinanderschreiben zweier (n X n)-Matrizen erhilt.

BeEwEIS. (1) = (2). Nach Annahme ist z = 0 die einzige Losung von
Ax = 0. Das r im Losungsverfahren des Satzes ist demnach = n. Daraus

folgt (2).
(2) = (3). Nach Annahme hat man

(AE)— (A E')  durch elementare Zeilenumformungen

mit A’ = E. Seien ey,...,e, die Spalten von F und €],..., e, die Spalten
von E’. Dann gilt nach dem ersten Hilfssatz fiir 1 <i <n
(Az; =¢;) = (Alz; = €)).
i
Mit X := E’ hat man also eine Losung von AX = E.
(3) = (4). Gelte yA = 0. Dann ist y = yE = yAX = 0.
(4) = (5). Aus (4) folgt (1) mit A’ statt A, denn man hat
Alz =0
(Alz)t =2'A=0
' =0 mnach (4)
z=0.
Da (1) = (2) schon bewiesen ist, folgt (5).

(5) = (6). Aus (5) folgt (2) mit A statt A. Da (2) = (3) schon bewiesen
ist, folgt A'X = E, also X'A = E.

(6) = (1). Gelte Az = 0. Dann hat man z = Ex = Y Az = 0.

Im folgenden nehmen wir an, daf eine (und damit alle) der Bedingungen
(1)-(6) zutrifft. Wir zeigen zunéchst, daf das X in (3) eindeutig bestimmt
ist:

AX1=AXo=F
YAX; =YAX,
X1 = Xo.
Genauso zeigt man, daf§ das Y in (6) eindeutig bestimmt ist. Zu zeigen
bleibt, dafl beide gleich sind. Dies folgt aus

X=FEX=YAX=YE=Y.

Die Richtigkeit des angegebenen Berechnungsverfahrens fiir X ergibt sich
aus dem Beweis von (2) = (3). 0

Ist A invertierbar, so heifit das (eindeutig bestimmte) A~! mit A71A =
E die inverse Matriz von A.

BEMERKUNGEN. (1) Gilt A=A = E, so ist nach obigem Korollar
auch AA™l =E.
(2) Sind A, B invertierbar, so auch AB.
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BEWEIS. Man definiere (AB)~! := B7'A~!. Dann ergibt sich

AB(AB)™' = ABB~'A"!' = E. 0
(3) Es gilt (AH)~1 = (A71)L.
BEwEIs. AY(A71)! = (A71A)Y = E! = F. 0

Die Menge der invertierbaren (n x n)-Matrizen iiber einem beliebigen
Korper K bildet also beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe.
Man nennt sie die allgemeine lineare Gruppe und bezeichnet sie mit

GL(n,K) :={A € K™" | A invertierbar }.
(GL steht fiir ,,general linear).






KAPITEL 2

Vektorraume

2.1. Definition von Vektorridumen

Wir fithren in diesem Abschnitt Vektorrdume als Verallgemeinerung des
R™ ein.

2.1.1. Motivation. Betrachten wir die anschaulich gegebene Ebene Ey
(sie wird also nicht mathematisch prizise definiert). In der Ebene konnen
wir ein Koordinatensystem betrachten, in dem jeder Punkt P durch zwei
Koordinaten &1 (P) und &(P) gegeben ist. Wir haben damit eine bijektive
Abbildung

Ey - R* (:=R>"),
&P ))
P— .
<§2(P )

Ahnlich erhiilt man eine bijektive Abbildung von dem anschaulich gegebenen
Raum E3 in den R3. Die Elemente von R” fiir n = 2,3 bezeichnet man oft
als Vektoren und im Gegensatz dazu die Elemente von R als Skalare. Die
Addition von Vektoren z und y kann man sich wie iiblich graphisch als

das Bilden der Diagonale im durch x und y aufgespannten Parallelogramm
vorstellen. In der Koordinatendarstellung entspricht dies

&1 G1 &+ G

B :
&n Cn §n + Cn

Ahnlich kann man sich die Skalarmultiplikation mit o € R als Streckung des

Vektors x um den Faktor a vorstellen, also in Koordinatendarstellung

&1 oy

(0%

En adp
Folgende Eigenschaften sind dann offensichtlich.

(1) (R™, +) bildet eine abelsche Gruppe (sogar (R™*", +) ist eine). Das
neutrale Element ist der Nullvektor

0

29
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und
—& &1
: ist das inverse Element zu | :
_fn fn
(2) Es gilt

(a+ B)z = (az) + (Bx),
a(z +y) = oz + ay,
a(fz) = (af)z,

1x =z

2.1.2. Vektorrdume. Fiir viele geometrische Untersuchungen kommt
es nur auf die obigen Eigenschaften (1) und (2) des R™ an. Sie geben Anlaf§
zur folgenden allgemeinen Definition eines Vektorraums.

DEFINITION. Seien K ein Korper, V eine Menge und

+: VxV =V (Vektor)addition,
- K xV — V  Skalarmultiplikation

zwei Abbildungen. Wir schreiben z + y fiir +(z,y) und az oder auch « -z
fiir -(a, ). Ferner soll - stirker binden als +; zum Beispiel steht ax + Sy
fir (ax) + (By). V (oder genauer das Tripel (V,+,-)) heifit K-Vektorraum
(oder Vektorraum iiber dem Kérper K), wenn gilt:

(1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe ist.
(2) Fiir alle z,y € V und alle «, 5 € K gilt:

(a+ B)z = (az) + (Bx),
a(z +y) = oz + ay,
a(fz) = (af)z,

1x =z

Die Elemente von V nennt man Vektoren, und die Elemente von K heiflen

Skalare.

Wir schreiben wie iiblich x — y fiir  + (—y) und nz firx +z+---+ 2
(mit n Vorkommen von z)

BEISPIELE. Sei K ein Korper.

(1) V = K" (:= K™!) bildet mit folgender Addition und Skalarmul-
tiplikation einen K-Vektorraum:

&1 G §1+ G &1 aéy

N Bl I : : :
&n Cn &n + Cn n adp

= , «
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(2) V = K]t], also die Menge aller Polynome in einer Variablen ¢ mit
Koeffizienten aus K, bildet mit folgender Addition und Skalarmul-
tiplikation einen K-Vektorraum:
(ant"™ + -+ a1t + ag) + (But™ + -+ + Bit + Bo)

= (an+0n)t" + -+ + (1 +51)t + (a0 +0ho),

alapt™ + -+ aqt + o) == (aapt™ + - - - + aot + aag).
Polynome werden hier als formale Ausdriicke (nicht als Funktionen)
aufgefaBt, d.h. als Folgen («;);eny aus Koperelementen, von denen
nur endlich viele ungleich Null sind. Das neutrale Element ist das
Polynom 0, und das inverse Elemente zu a,t" + --- + a1t + qq ist
—apt™ — - — ot — ayg.

(3) Seien V ein K-Vektorraum und I eine nicht leere Indexmenge.

vI.={f|f:I—V Abbildung}

wird ein K-Vektorraum mit
f+g: 1 -V af: 1 -V

(f+9)@) = f(@) + 9@  (af)@) :=a- f{).

CR):={f]f:R— R stetig}
D(R) :={f] f: R — R differenzierbar }

sind R-Vektorrdume, wenn man Addition und Skalarmultiplikation
punktweise definiert.
(5) R ist ein Q-Vektorraum.

BEMERKUNG. Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt fiir alle o € K, x € V:

0z = 0.

a0 = 0.

ar #0, fallsa#0und z #0
(—Dz = —=x.

BEWEIS. Aus den Axiomen fiir Vektorrdume erhélt man
0z = (04 0)x = 0z + Oz.
a0 = a(0+0) = a0 + a0.
Seien o # 0 und x # 0. Annahme: ax = 0. Dann hat man
r=1z = (a'a)r =a (az) = a0 =0,
also einen Widerspruch. Fiir die letzte Behauptung ergibt sich x + (—1)z =
le+(-1)z =1+ (-1))z =0z =0. 0

2.2. Lineare Unabhingigkeit, Basis, Dimension

2.2.1. Motivation. Wir betrachten den Spezialfall des R3. Zwei Vek-
toren z,y € R3 heiflen linear unabhiingig, wenn fiir alle a, 3 € R gilt:

Aus ax + By =0 folgt « = 3= 0.
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x,y € R? heiBlen linear abhiingig, wenn das Gegenteil der Fall ist, also wenn
es «, B € R gibt, die nicht beide verschwinden, so daf

ar + By = 0.

Wir wollen uns iiberlegen, daf fiir z,y € R3 die folgenden Aussagen #qui-
valent sind.

(1) z,y sind linear abhéngig.

(2) 3BeR: (z = Py) oder JaeR: (y = ax).

BeEwEIS. (1) = (2). Gelte ax + By = 0, wobei a und [ nicht beide
versch\;[vmden. Im Fall a # 0 hat man dann # = —%y, und im Fall 8 # 0 ist
(2) = (1). Sei etwa x = fy. Dann ist 1o — By = 0. N

BEMERKUNG. z,y sind linear unabhéngig genau dann, wenn Rx+ Ry :=
{ax + By | a, 8 € R} eine Ebene durch 0 ist, und z,y sind linear abhingig
genau dann, wenn {ax + By | a, 5 € R} eine Gerade durch 0 oder = {0}
ist.

Entsprechende Uberlegungen kann man auch fiir drei Vektoren anstellen:
x,y, 2z € R3 heiflen linear unabhiingig, wenn fiir alle o, 3,7 € R

aus ar + Sy +vz =0 folgt a = =~v=0.

x,9,2 € R? heiBen linear abhiingig, wenn das Gegenteil der Fall ist, also
wenn es «, 0,7 € R gibt, die nicht alle verschwinden, so dafl

ar + By + vz = 0.

Wie eben beweist man, da8 fiir z,y,z € R? folgende Aussagen dquivalent
sind.
(1) x,y, z sind linear abhéngig.
(2) 38,v€R: (x = By + vz) oder Ja,y€R: (y = ax + ~z) oder aber
Jdo, BER: (2 = ax + Py).

2.2.2. Lineare Unabhingigkeit. Wir definieren jetzt allgemein die
Begriffe der linearen Unabhéngigkeit und der linearen Abhéngigkeit fiir Fa-
milien von Vektoren. Wir tun dies in zwei Schritten: zunéchst fiir endliche
Familien, und anschlieffend allgemein.

DEFINITION. Seien V ein K-Vektorraum und zi,...,z, € V. Die Fa-
milie (z1,...,x,) heillt linear unabhingig, wenn sich der Nullvektor nur auf
die triviale Weise aus z1, ..., T, linear kombinieren 148t, d.h. wenn fiir alle
Qaf, ..., 0, € K gilt:

Aus aqx1 + -+ apx, =0 folgt g = - - =, = 0.

Die Familie (z1,...,2,) heilt linear abhdngig, wenn sie nicht linear un-
abhéngig ist, also wenn sich der Nullvektor auf nicht triviale Weise aus
Z1,...,T, linear kombinieren lat, d.h. wenn es ay,...,qa, € K gibt, die
nicht alle verschwinden, so daf

arxy + -+ apz, =0.
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Die lineare Unabhingigkeit von (z1, ..., x,) ist offenbar unabhéngig von
der Aufzdhlung der Vektoren z1, ..., x,. Man sagt oft einfach, dal z1,...,x,
linear (un)abh#ngig sind, wenn man meint, dafl die Familie (x1,...,x,) li-
near (un)abhéngig ist.

DEFINITION. Seien V ein K-Vektorraum, I eine Indexmenge und (z;)ier
eine Familie von Vektoren aus V. Wir nennen (z;);c; linear unabhingig,
wenn jede endliche Teilfamilie linear unabhéngig ist, und linear abhdngig,
wenn es eine linear abhingige endliche Teilfamilie gibt. Ist I = (), so nennt
man die leere Familie (z;);cp linear unabhdngig.

Offenbar ist jede Teilfamilie einer linear unabhéngigen Familie linear
unabhéngig.

BEISPIELE. (1) Sei e; € R™ derjenige Vektor, der in der i-ten Zeile

eine 1 und sonst 0 als Eintrége hat. e; heifit der i-te Einheitsvektor
im R™. Dann sind die Vektoren ey, ..., e, linear unabhéngig, denn
aus

a1

ajel + -+ ape, = : =0

an

folgt offenbar ay =--- = a,, =0.
(2) In RJt] ist die Familie
(1,t,t%,63,...)

linear unabhéngig. Zum Beweis geniigt es zu zeigen, daf} fiir jedes
n die Familie (1,¢,...,t") linear unabhéngig ist. Gelte also ag +
art + -+ + a,t™ = 0. Dann ist offenbar ag = a1 = -+ = a,, = 0.

BEMERKUNG. Die lineare Unabhéngigkeit im K™ 148t sich wie folgt mit-
tels Matrizen beschreiben. Sei A € K™*" und seien ar,...,a, € K™*1 die
Spalten von A. Dann sind

ai,...,ap linear unabhingig = VoeK™!: (Ar =0 — x = 0).
BEWEIS.
o ... Qi &1 o111 + -+ a1y
Al‘ == . =
aUm1 ... Omp gn O‘mlgl R O‘mnén
Q11 Q1n
=& : +-+én
1 Omn

=&1a1 + -+ + §nan.
Daraus folgt die Behauptung aufgrund der Definitionen. 0
Als wichtige Folgerung ergibt sich hieraus, dafl mehr als n Vektoren im

K™ stets linear abhéngig sind; dies folgt aus unseren Kenntnissen iiber das

Gauf3-Verfahren.
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DEFINITION. Seien V ein K-Vektorraum und z1,...,z, € V.Einz € V
heifit Linearkombination der Familie (x1,...,x,), wenn es aq,...,ap, € K
gibt so dal * = 121 + -+ + apTy.

BEMERKUNG. Aus der leeren Familie 148t sich 0, aber kein anderer Vek-
tor linear kombinieren.

LEMMA (Charakterisierung der linearen Abhéngigkeit). Seien V' ein K-
Vektorraum und x1,...,xz, € V.

(1) x1,...,xy sind linear abhdngig genau dann, wenn sich ein x; aus
den tibrigen linear kombinieren lajfst.
(2) Seien yi,...,Yym € V linear unabhingig. Dann sind y1, ..., Ym, 1,
.., Ty, linear abhdngig genau dann, wenn sich ein x; aus yi, ...,
Ymy Tly -« Tio1, Titl,---,Ly linear kombinieren ldfst.

BEWEIS. (1) ist ein Spezialfall von (2), da die leere Familie linear un-
abhéngig ist. Es geniigt also, (2) zu beweisen.

=. Gelte S1y1 + -+ + Bym + 121 + - -+ + apzy = 0, wobei S, ..., B,
Qi,...,Q, nicht alle verschwinden. Dann muf} ein «; # 0 sein, denn ¥, ...,
Ym sind linear unabhéngig. Sei etwa a; # 0. Man erhélt

<. Sei etwa z1 = S1y1 + -+ + BmYm + @ox2 + - -+ + apxy,. Dann ist
xl_ﬁlyl_"'_Bmym_0421'2_"'_0471-%'71:0-

Das war zu zeigen. O

2.2.3. Basis, Erzeugendensystem.

DEFINITION. Seien V' ein K-Vektorraum, I eine Indexmenge und (z;);cr
eine Familie von Vektoren aus V.

(1) (z)ier heiBt Erzeugendensystem von V wenn sich jedes z € V aus
einer endlichen Teilfamilie von (z;);ecr linear kombinieren 148t.

(2) (wi)ier heiBt Basis von V, wenn (z;)ic; ein linear unabhéngiges
Erzeugendensystem von V ist.

V hei3t endlichdimensional, wenn V eine endliche Basis besitzt.

BEISPIELE. (1) e1,...,ey, ist eine Basis des K.
BEwEIs. Daf§ ey, ..., e, linear unabhéngig sind, wurde bereits
oben bemerkt. Zu zeigen bleibt, daf eq, ..., e, ein Erzeugendensy-

stem ist. Sei also
&1
z=1| | e K™

€



2.2. LINEARE UNABHANGIGKEIT, BASIS, DIMENSION 35

Dann gilt
&1 1 0 0
&2 0 1 0
s= 8= |0 +& |0+ +& || =Ce+ert o+ Enen
: : : 0
&n 0 0 1

(2) (t")nen ist Basis von R[t].

BEWEIS. Daf} (t,)nen linear unabhéngig sind, wurde bereits
oben bemerkt. Ferner ist jedes Polynom o+ a1t +- - -+ a,t" € R[]
Linearkombination von endlich vielen ¢". 0

3. Die leere Familie (z;);cp ist Basis von 0, dem nur aus dem
Nullelement bestehenden Vektorraum.

Wir geben jetzt einige niitzliche Charakterisierungen des Basisbegriffs.

SATZ. Seien V ein K-Vektorraum und B = (x1,...,x,) eine Familie
von Vektoren aus V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) B ist Basis von V.

(2) B ist maximal linear unabhingig, d.h. B ist linear unabhingig und
(T1y...,&n,y) ist linear abhingig fir jedes y € V.

(3) B ist eindeutiges Erzeugendensystem von V', d.h. B ist Erzeugen-
densystem und fir jedes x € V ist die Darstellung x = ccyxq1+---+
anTy eindeutig.

(4) B ist minimales Erzeugendensystem von V, d.h. B ist Erzeugen-
densystem und kein x; ist aus den tbrigen linear kombinierbar.

BeEwEls. Wir verwenden mehrfach die Charakterisierung der linearen
Abhéngigkeit in 2.2.2.

(1) = (2). Seien z1,...,x, Basis und y € V. Dann ist y Linearkombi-
nation von x1,...,Z,, also x1,..., T,y linear abhingig.

(2) = (3). Wir zeigen zunéchst, dafl 1, ..., z, Erzeugendensystem von
V ist. Sei also y € V. Dann ist nach Annahme 1, ..., z,,y linear abhingig,
also wegen der linearen Unabhéngigkeit von z1, ..., x, der Vektor y Linear-
kombination von x1,...,x,. Wir zeigen jetzt, dafl fiir jedes € V die Dar-
stellung ¢ = ayx1 + - - - + apx, eindeutig ist. Gelte also ajxy + -+ - + @z, =
Bix1 + -+« + Bpxy. Dann ist (o — 1)z + -+ + (o — Bn)x, = 0, also
a1 —p1=-=a,— B, =0.

(3) = (4). Wére etwa x; aus den iibrigen Vektoren linear kombinier-
bar, so hitte man x1 = asxs + - -+ + oy, Ty, also denselben Vektor auf zwei

verschiedene Weisen aus 1, ...,x, linear kombiniert.
(4) = (1). Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Charakterisierung
der linearen Abhéngigkeit in 2.2.2. O

2.2.4. Dimension. Wir wollen jetzt die Lidngen verschiedener Basen
miteinander vergleichen. Dazu werden uns unsere Kenntnisse tiber lineare
Gleichungssysteme niitzlich sein.
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SaTz (Langenvergleichsatz). Seien x1,...,x, linear unabhingig und y,
ooy Ym ein Erzeugendensystem von V. Dann ist n < m.

BEwEIS. Wir nehmen m < n an und leiten daraus einen Widerspruch

her. Fir 1 < j < nist
m
Tj = Zaijyi
i=1

fiir eine Matrix A = (oy;) € K™ ™. Wegen der Annahme m < n hat das
durch A bestimmte homogene lineare Gleichungssystem mehr Unbekannte
als Gleichungen. Nach 1.4.4 existieren deshalb 3y, ..., 3, € K, die nicht alle
verschwinden, mit

B n
Al + | =0, also Zaijﬂj:O fir allei=1,...,m.

Bn j=1

Also ist
n n m m n

PIETED I DILTEDD (Z az’jﬁj)%’ =0.

j=1 j=1 =1 i=1 j=1
Dies widerspricht der linearen Unabhéngigkeit von z1,...,x,. a

KOROLLAR. In einem endlichdimensionalen Vektorraum haben je zwei
Basen dieselbe endliche Ldnge.

Wir koénnen deshalb die Dimension eines K-Vektorraums V wie folgt
definieren.

0 fallsV =0,
dimV :=<{n falls eine Basis der Liange n von V existiert,
oo sonst.

2.2.5. Basiserginzungssatz. Wir zeigen, daf} sich in einem endlich-
dimensionalen Vektorraum jede linear unabhéngige Familie aus einem gege-
benen Erzeugendensystem heraus zu einer Basis ergéinzen 1aft.

SATZ (Basiserginzungssatz). Seien V' ein endlichdimensionaler K- Vek-
torraum, x1,...,%Ty linear unabhdingig und yi,...,ym ein Erzeugendensy-
stem. Dann gibt es i1,...,1 derart daff x1,...,Tn,Yiy,---,Ys, eine Basis
von V ist.

BEWEIS. Offenbar geniigt es, folgendes zu zeigen: Sind z1, ..., z, linear
unabhéngig und ist x1,..., %, y1,- - ., Ym ein Erzeugendensystem, so gibt es
i1,...,1 derart dal x1,..., 2, yi,, ..., ¥;, eine Basis von V ist.

Den Beweis fithren wir durch Induktion iiber m. Im Fall m = 0 ist nichts
zu zeigen. Sei also m > 0. Sind x1,...,Zn, Y1, ..., Ym linear unabhéngig, so
ist wieder nichts zu zeigen. Andernfalls ist nach der Charakterisierung der
linearen Abhéngigkeit in 2.2.2 ein y; Linearkombination der iibrigen Vekto-
ren, etwa y,,. Dann ist x1,...,Zn, Y1, ..., Ym_1 ein Erzeugendensystem, und
die Induktionsvoraussetzung liefert die Behauptung. O

Insbesondere haben wir (mit n = 0) damit gezeigt, dal jeder endlich
erzeugte Vektorraum eine endliche Basis besitzt.
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2.2.6. Jeder Vektorraum hat eine Basis; Zornsches Lemma.
Wir wollen jetzt unter Verwendung mengentheoretischer Hilfsmittel — dem
sogenannten Zornschen Lemma — zeigen, dafl der Basisergénzungssatz auch
ohne die Voraussetzung der Endlichdimensionalitdt von V richtig ist. Wie
eben folgt daraus, dafl jeder Vektorraum eine Basis besitzt.

Zunéchst formulieren wir das Zornsche Lemma; dazu sind einige Vor-
betrachtungen iiber partiell geordnete Mengen erforderlich. Eine Relation
< auf einer nicht leeren Menge M heifit partielle Ordnung, wenn fiir alle
a,b,c e M gilt

(1) a < a (Reflexivitit).
(2) Wenn a < b und b < a, so ist a = b (Antisymmetrie).
(3) Wenn a < bund b < ¢, so ist a < ¢ (Transitivitdt).

Oft nennt man auch das Paar (M, <) oder kurz M eine partielle Ordnung.

Gilt zusétzlich a < b oder b < q fiir alle a,b € M, so heifit < eine lineare
Ordnung von M (man spricht auch von einer totalen oder wollstindigen
Ordnung).

BEISPIEL. Auf der Potenzmenge P(M) einer beliebigen Menge M ist
die Teilmengenrelation C eine partielle, aber im allgemeinen keine lineare
Ordnung.

Sei < eine partielle Ordnung auf M. Ein Element b € M heifit ein
mazimales Element von M, wenn es kein von b verschiedenes a € M gibt
mit b < a. Sei noch X C M. Ein Element b € M heifit eine obere Schranke
von X, wenn fiir alle a € X gilt a < b. Weiter heifit b € M kleinste obere
Schranke von X (oder Supremum von X), wenn gilt:

(1) b ist obere Schranke von X.
(2) Fiir jede andere obere Schranke ¢ von X gilt b < c.

Man beachte, dafl es (wegen der Antisymmetrie) hochstens eine kleinste
obere Schranke von X geben kann.

LEMMA (Zornsches Lemma). Sei < eine partielle Ordnung auf M. Jede
durch Einschrdinkung von < linear geordnete Teilmenge X C M besitze eine
obere Schranke in M. Dann gibt es ein mazimales Element in M.

BEWEIS. Man benétigt das Auswahlsaziom (es 148t sich sogar zeigen,
daf} auf der Basis der {ibrigen Axiome der Mengenlehre das Zornsche Lem-
ma dquivalent zum Auswahlsaxiom ist); fiir den genauen Beweis muf} auf
Vorlesungen iiber Mathematische Logik oder Mengenlehre verwiesen wer-
den. 0

Um das Zornsche Lemma auf unser Problem anwenden zu kénnen, ist es
bequem, auch fiir Mengen (statt Familien) die Begriffe der linearen (Un)ab-
héngigkeit und eines Erzeugendensystems zu verwenden. Die Definitionen
iibertragen sich unverédndert, und es gilt

(1) Eine Familie (z;);cs aus verschiedenen Vektoren z; ist genau dann
linear unabhéngig, wenn es die Menge {z; | i € I } ist.

(2) Eine Familie (x;);er ist ein Erzeugendensystem genau dann, wenn
es die Menge {x; | i € I } ist.
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SATZ. SeienV ein K-Vektorraum, X C V linear unabhdngig undY CV
ein Erzeugendensystem. Dann gibt es eine Teilmenge Yy CY so daff X UY)
etne Basis von V ist.

BEWEIS. Wir wenden das Zornsche Lemma an auf das Mengensystem
S:={Z|XCZCXUY und Z linear unabhingig }

mit der Teilmengenrelation als partieller Ordnung. Dazu ist die Bedingung
zu iberpriifen, dafl jedes linear geordnete Teilsystem 7 C S eine obere
Schranke in S besitzt. Sei also 7 C S linear geordnet. Wir zeigen, dafl dann
Z :=\Jye7 Z eine obere Schranke von 7 in § ist. Offenbar gilt

XCZCXUY,

da dies fiir jedes einzelne Z der Vereinigung erfiillt ist. Zu zeigen bleibt die
lineare Unabhiingigkeit von Z. Seien also z1,...,2, € Z verschieden und
nehmen wir an, dafl a;z1 4+ - -+ apz, = 0. Dann gibt es Z1,...,Z, € 7 mit
z; € Z; fir i = 1,...,n. Da 7T linear geordnet ist, muf} eines dieser Z; das
grofite sein, etwa Z;. Dann gilt also z1,...,2, € Z; und damit oy = --- =
an = 0, denn Z; ist linear unabhéingig. — Die Bedingung des ZORNschen
Lemmas ist also erfiillt und wir erhalten, dafl es ein maximales Zy € S gibt.

Zu zeigen ist, dafl Zy Erzeugendensystem ist. Sei also € V. Da Y Er-
zeugendensystem ist, 148t sich x schreiben in der Form x = B1y1 4+ -+ Gnyn
mit y; € Y. Es geniigt also zu zeigen, daf} alle y; aus Zj linear kombinierbar
sind. Wire ein y; nicht aus Zy linear kombinierbar, so wire ZoU {y;} linear
unabhéngig und wir hitten Zy C ZoU{y;} € X UY. Dies widerspricht aber
der Maximalitat von Zj. O

2.2.7. Lineare Abhéngigkeit in n-dimensionalen Vektorrdumen.

SATZ. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt:

(1) Je n+ 1 Vektoren aus V' sind linear abhingig.
(2) Sei(x1,...,xy,) eine Familie von Vektoren in V. Folgende Aussagen
sind dquivalent.
(a) (z1,...,2n) ist Basis von V.
(b) (z1,...,x,) ist linear unabhdngig.
(c) Jedes x € V ist aus x1,...,xy, linear kombinierbar.

BEWEIS. (1) Wéren z1, ..., 2,41 linear unabhéngig, so miifiten sie
zu einer Basis von V' ergénzbar sein, was nicht der Fall sein kann.
(2) (a) = (b) ist klar. (b) = (c): Seien x1,...,x, linear unabhingig
und z € V. Dann sind z1,...,%,,z linear abhéingig nach Teil (1),
und der Koeffizient von z ist von 0 verschieden. (¢) = (a): Jedes
x € V sei aus x1,...,%, linear kombinierbar. Zu zeigen ist, daf}

Z1, ..., T, linear unabhingig sind. Gelte

a1x1 + -+ apzy = 0.

Zu zeigen ist a; = -+ = a,, = 0. Sei etwa a,, # 0. Dann ist
o g Qp—1
Tp = ——"—T] — =+ — Tn—1-
(79 Qp
Also wire auch xz1,...,x,_1 ein Erzeugendensystem. Dies wider-

spricht aber dem Satz in 2.2.4.



2.3. UNTERVEKTORRAUME, DIREKTE SUMMEN UND QUOTIENTEN 39

a

SATZ (Austauschsatz). Es seien V' ein K-Vektorraum, xi,...,x, eine
Basis von V und y1, . .., ym linear unabhdngig. Dann ist m < n, und es gibt
verschiedene i1, ..., iy, so dafi nach Austausch von x;, durch yi, x;, durch

y2 und schliefllich x;,, durch y,, wieder eine Basis entsteht.

BeEwEIS. m < n gilt nach dem Léngenvergleichsatz in 2.2.4. Die restliche
Aussage folgt aus dem Basisergéinzungssatz in 2.2.5. Man ergénze y1, - .., Ym
aus dem Erzeugendensystem x1,...,x, heraus zu einer Basis. Deren Linge
muf} n sein. Wir haben also eine Basis, die aus x1,...,x, durch Austausch
von z;, durch y;, x;, durch yo und schliefSlich z;,, durch y,, entsteht. d

BEMERKUNG. Man kann die Anwendung des Basisergénzungssatzes ver-
meiden und den Beweis (der restlichen Aussage) durch Induktion nach m
fithren. Basis m = 0. Klar. Schritt m — 1 = m. Anwendung der Induktions-
voraussetzung auf yq,...,ymn_1 liefert oBdA eine Basis y1, ..., Ym—_1, Tm,
..., Tp. Dann hat man
(21) Ym :Blyl + e +ﬁm—1ym—1 + amTm + -+ .

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von yq, . .., ¢, muf ein «; # 0 sein; etwa
m # 0. Also ist y1, .- -, Ym—1,Yms Tmt1, - - - , T, €in Erzeugendensystem. Zu
zeigen bleibt die lineare Unabhéngigkeit. Gelte also

iyttt e 1Ym—1 + fnmYm + Amp1Zma1 + 0+ Apy = 0.
Einsetzen von (2.1) ergibt

(11 + By + -+ + (-1 + PmBm—1)Ym—1 +

U @mZm + (A1 + Q1) Tmg1 + -+ (An + m@n)x, = 0.

Aus der linearen Unabhéngigkeit von y1, ..., Ym—1, Tm, - - - , Tn, folgt zunichst
Umomn = 0, also wegen «,,, # 0 auch u,, = 0, und weiter durch Einsetzen
von f, = 0 in die restlichen Koeffizienten auch p1 = -+ = pyp—1 = A1 =
o=, =0.

Das folgende Austauschlemma kann etwa in der Graphentheorie benutzt
werden zum Beweis, dafl der sog. Kruskal-Algorithmus in einem endlichen
zusammenh#ngenden bewerteten Graphen einen minimalen aufspannenden
Baum bestimmt.

LEMMA (Austauschlemma). In einem endlichdimensionalen K -Vektor-
raum seien xi,...,%, linear unabhdngig und auch yi,...,ym linear un-
abhdngig, mit n < m. Dann gibt es ein j so daf$ x1,...,2,,y; linear un-
abhdingig sind.

BEWEIS. Man ergénze yi, ..., Yn zu einer Basis y1, . .., Ym, Ym+1, - - - » Yk-
Dann befordere man mit Hilfe des Austauschsatzes die Vektoren x1,...,x,
hinein. Wegen n < m bleibt ein y; aus y1,...,y,, iibrig. 0

2.3. Untervektorriume, direkte Summen und Quotienten

2.3.1. Motivation. Eine Teilmenge E des R3 nennt man eine Ebene
durch 0, wenn es linear unabhingige Vektoren z,y € R3 gibt mit

E=Rzx+Ry:={ax+0y|a,BeR}.
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Eine Teilmenge G des R? heifit Gerade durch 0, wenn es einen von 0 ver-
schiedenen Vektor x € R? gibt mit

G=Rzx:={ar|aeR}.

Wir wollen uns iiberlegen, da8 im R? jede Ebene E durch 0 und auch jede
Gerade G durch 0 beziiglich den auf R?® definierten Operationen + und -
ein R-Vektorraum ist. Sei etwa F¥ = Rx + Ry. Offenbar geniigt es zu zeigen,
daB E gegen die auf R? definierten Operationen + und - abgeschlossen ist
und das Nullelement 0 enthélt. (Die Abgeschlossenheit gegen die Bildung des
Negativen mufl dann nicht extra gepriift werden, da wir ja schon (—1)x = —x
gezeigt haben.) Dies ist aber klar, denn fiir alle oy, 51, oo, B2, o, 3,7 € R und
x,y € R? gilt:

(aqz + B1y) + (z + Poy) = (a1 + ao)x + (61 + B2)y,
y(ax + By) = yax + By,
0=0zx+0y € E.

Fiir eine Gerade G ist der Beweis dhnlich. Entsprechend definieren wir jetzt
den allgemeinen Begriff eines Untervektorraums.

2.3.2. Untervektorrdume.

DEFINITION. Seien V ein K-Vektorraum und U C V. U heifit Untervek-
torraum, wenn fiir alle z,y € V und o € K gilt
(1) 0eU.
(2) Wenn z,y €e U, soist e +y € U.
(3) Wenn z € U, so ist ax € U.

Statt Untervektorraum sagt man auch kurz Unterraum.

BEISPIELE. (1) Ebenen durch 0 und Geraden durch 0 im R? sind
Unterrdume.
(2) Sei 1 <m < n. Dann ist
&1
(i lla==e-opcr
&n

ein Unterraum.
(3) Die Menge aller Polynome aus R[] mit nur geraden Potenzen von
t ist Unterraum von RJ¢].
(4) Seien V,W K-Vektorrdume. Dann ist
{(,0) |[z€eV}CV W
ein Unterraum.
(5)
C(R):={f|f: R — R stetig} C R¥
D) :={f| f: R — R differenzierbar } C R¥
sind Unterrdume.

(6) Sei V ein K-Vektorraum. 0 (:= {0}) und V sind dann (triviale)
Unterrdume von V.



2.3. UNTERVEKTORRAUME, DIREKTE SUMMEN UND QUOTIENTEN 41

BEMERKUNG. Seien V ein K-Vektorraum und (U;);c; eine nicht leere
Familie von Unterrdumen von V. Dann ist (;.; U; Unterraum von V.

BEWEIS. (1) 0 €N Ui, da 0 € U fiir alle i € 1.
(2) Seien z,y € (,c; Ui. Dann gilt
z,y € U; fiir alle s € 1
r+yel; fir alle 1 € I
rT+ye ﬂ U;.
el

(3) Seien z € [;c;Us und a € K. Dann zeigt man wie eben ax ¢
Mier Ui-
|
DEFINITION. Seien V ein K-Vektorraum, M C V eine Teilmenge und
(U;)ier eine Familie von Unterrdumen von V.

(1) (M) :={x eV |IneN,zy,...,zpneM,a1,...,a0n,€K: © = a1z +
-+ apy } heiit der von M erzeugte (oder von M aufgespannte)
Unterraum von V. Insbesondere ist () = 0.

(2) > icr Ui i= (Ui Us) heiBBt Summe der Unterrdume (Us);er. Im Fall
I ={1,...,n} schreibt man

n
ZUZ' :ZZUZ‘ =U1+---+U,.
el i=1
Statt ({z1,...,x,}) schreiben wir kurz (xi,...,zy).

BEMERKUNG. Seien V ein K-Vektorraum, M C V eine Teilmenge und
(Ui)ier eine Familie von Unterrdumen von V. Dann gilt
(1) (M) ist Unterraum von V.
(2) (M) ist der kleinste M umfassende Unterraum von V', d.h. ist U C
V Unterraum von V mit M C U, so ist (M) C U.
(3) D icr Ui ist die Menge der z € V fiir die es y;;, € Usy,..., %, €
Ui, gibt (i1,...,i, € I verschieden) so daBB © = y;; + -+ + vi,,

insbesondere also fir I = {1,...,n}
U+ +Us={yi+-+uyn |y €UL,...,yn € Uy -
BEWEIS. (1) 0 € (M) ist klar. Seien x,y € (M). Dann ist z =

11+ Fapryund y = Giyr + -+ BinYm, also z+y = agx +
st anxn 4+ Byt + By € (M). Aus z € (M) folgt offenbar

ax € (M).
(2) Seien U C V Unterraum und M C U. Zu zeigen ist (M) C U. Sei
also z € (M), etwa * = ayz1 + -+ + Quz, mit z1,...,2, € M.

Offenbar ist dann x € U.

(3) €. Seix € ) c;Ui = (Ujer Ui). Dann st @ = aqzy + -+ + aprp
mit z; € Uz‘el U; fir 1 < j < n. Jedes x; ist aus einem Ui, und
damit auch ajz; € U;;. Ferner kann man offenbar annehmen, daf3
i1,...,1, verschieden sind.

D. Sei & = y;y + -+ + Y, mit y;; € Uy, Dann ist auch = =
Ly, + -+ + Ly;, mit y;; € U;c; Ui, also z € (U Ui)-
d
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2.3.3. Dimension und Basis von Unterrdumen. Wir wollen uns
jetzt iiberlegen, daf} jeder Unterraum eines endlichdimensionalen Vektor-
raums eine endliche Basis besitzt, die zu einer Basis des Gesamtraums
erginzt werden kann. Der Beweis ist unerwartet schwierig: man muf} ent-
weder die allgemeine (mit Hilfe des Zornschen Lemmas bewiesene) Aussage
benutzen, dafl jeder Vektorraum eine Basis besitzt, oder aber eine Basis
schrittweise konstruieren.

SATZ. Seien V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und U C V' ein Un-
terraum. Dann gilt

(1) dimU < n.
(2) Es gibt eine Basis x1,...,Ty von U, die sich zu einer Basis x1,
oy Tmy Tmgls - -, Ty vOR V' ergdnzen lafst.

BEWEIS. Es geniigt, (2) zu zeigen. Wir iiberlegen uns zunichst, daf§
es eine Basis x1,...,x,;, von U gibt. Dies folgt offenbar aus 2.2.6, wo wir
mit Hilfe des Zornschen Lemmas gezeigt haben, dafl jeder Vektorraum eine
Basis besitzt. In dem hier vorliegenden Spezialfall eines n-dimensionalen
Vektorraums konnen wir einen Beweis fithren, der das Zornsche Lemma
nicht verwendet.

Esist 0 C U. Gilt 0 = U, so sind wir fertig. Gilt 0 C U, so wihle man
ein 1 € U mit z1 # 0.

Es ist (x1) C U. Gilt (x1) = U, so sind wir fertig. Gilt (z1) C U, so
wéhle man ein x5 € U \ (x1). Dann sind z1, z9 linear unabhéngig.

Es ist (x1,29) C U. Gilt (z1,29) = U, so sind wir fertig. Gilt (x1,z2) C
U, so wihle man ein x3 € U\ (z1, z9). Dann sind x1, x9, 3 linear unabhéngig.

Dieses Verfahren setze man fort. Es mufl abbrechen, da nach 2.2.7 je
n + 1 Vektoren in V linear abhéngig sind. Fiir ein m < n erhélt man also
eine Basis z1,...,x, von U. Nach dem Basisergénzungssatz 2.2.5 1&f3t sie
sich zu einer Basis x1,...,Zn, Tmy1, ..., Ty von V erginzen. d

2.3.4. Zerlegung von Vektorrdumen. Unser néchstes Ziel ist es, die
Moglichkeit der Zerlegung von Vektorrdumen in ,kleinere“ zu studieren.

DEFINITION. Seien V ein K-Vektorraum und Uq,...,U, Unterrdume.
V heiBt direkte Summe von Uy, ..., U, (in Zeichen: V =U; & --- & U,, oder
V =@, , U;), wenn gilt:
(1) V=U;+-- -+ U, (,Summe*).
(2) Hat man =1 € Uy,...,z, € U, mit 21 + -+ + z, = 0, so gilt
x1 =+ =z, = 0. (,Direktheit®).

BEMERKUNGEN. (1) Unter den Voraussetzungen der Definition gilt
V=U ®- & U, genau dann, wenn sich jedes x € V eindeutig
schreiben 148t in der Form z = 21 + -+ + 2, mit z; € U; fir
1< <n.

BEWEIS. =. Die Existenz der Darstellung folgt aus dem ersten
Teil der Definition. Die Eindeutigkeit ergibt sich wie folgt. Nehmen
wir an, mit z;, z, € U; hitten wir

/

x:xl—l—---—i—ﬂ:n:x/l—i—---—i—xn.
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Dann ist 0 = (z — z}) + - -+ + (2, — 2},) mit z; — 2} € U;. Aus dem
zweiten Teil der Definition folgt jetzt x; = .

<. V=U+: -4 U, ist klar. Seien nun z1 € Uy,...,x, € U,
mit z; + -+ - + x, = 0 gegeben. Da auch 0 + --- 4+ 0 = 0 gilt, folgt
aus der Eindeutigkeit 1 =--- =, = 0. O

Seien 1, ..., x, eine Basis von V und m < n. Mit Kz := (x) gilt
V=Kz1® - - & Kzx,
=(K1®- - ®Kzp) ® (Krp1 @ - & Kay,).

BEWwWEIS. Wir beginnen mit dem Beweis der ersten Gleichung.
Esist V = ", Kz;, da x1,...,2, ein Erzeugendensystem ist.
Seien nun y; = a;x; € Kx; flir 1 <i < n und es gelte Z?Zl ;T =
0. Dann ist oy = --- = a, = 0 wegen der linearen Unabhéngigkeit
von &1,...,Tn, also y; =+ =1y, =0.

Wir beweisen jetzt die zweite Gleichung. Sei U := (x1,...,Zp)
und U’ := (241, . .., 2y). Nach der ersten Gleichung ist

U=Kz1®---® Kz,
U':meHéB---EBKxn.

Zu zeigen ist V = U @U’. V = U+ U’ ist klar. Seien nun y € U und
y' € U/ mit y+ ' = 0 gegeben. Dann ist y = Y ;" ayx; und ¢ =
> i1 Qi mit a1, € K. Wegen 0 =y 4y = 300 oy
folgt a3 = -+ = a,, = 0 wegen der linearen Unabhéngigkeit von
T1,...,Tp,alsoy =1 =0. 0

Seien U und U’ Unterrdume von V mit V = U @ U’. Falls dann
Z1,..., Ty eine Basis von U und xp,41, . . ., T, eine Basis von U’ ist,
S0 ist o1, ..., Tm, Timtl, - - -, Ty eine Basis von V. Ist also V = UpU’
endlichdimensional, so gilt

dimV = dimU + dim U".

BEWEIS. z1,...,x, erzeugt U + U’, also auch V. Seien jetzt
at,...,a, € K mit ajzy + -+ 4+ apx, = 0 gegeben. Dann ist
O0=a1z1 4+ + mTm + U1 Tms1 + -+ any -
zeU :v’gU’
Wegen V =U @ U’ folgt x =2’ = 0. Also ist a1 = -+ = ay, = 0,
da x1,...,x, Basis von U ist. Genauso ergibt sich ay,41 = -+ =
a, = 0. a

Seien U, U’ Unterrdume von V. Dann gilt

V=U+U

V=UaU)=
( ev) {UﬂW:O

BEWEIS. =. V = U + U’ gilt nach Definition. Sei z € U N U".
Dann ist x € U und —x € U’, also

0=_z + ().
cU cu’
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Aus der Definition der direkten Summe folgt z = 0.

<.V = U + U’ ist vorausgesetzt. Seien nun x € U und 2’ € U’
mit z+2’ = 0 gegeben. Dann ist x = —2’ € U’. Es folgt x € UNU’,
also = 0 und damit =’ = 0. a0

(5) V,W seien K-Vektorrdume. V x W ist mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum (nach einem
Beispiel in 2.3.2), und es gilt

VxW=(Vx0)&(0xW).
BEwEIS. Klar. a

2.3.5. Quotienten von Vektorrdumen. Seien V ein K-Vektorraum
und U C V ein Unterraum. Im allgemeinen gibt es dann viele Unterrdume
U' CV mit V =U@U’. Betrachten wir zum Beispiel im R? den Unterraum

v=((5)1acry,

also die ,z-Achse®. Dann hat jede von der z-Achse verschiedene Gerade U’
durch den Nullpunkt die Eigenschaft V' = U @& U’; eine natiirliche (d.h. basi-
sunabhéngige) Auswahl ist nicht moglich. Man kann jedoch zeigen, daf alle
U' mit V =U®U’ ,,im wesentlichen gleiche* Unterrdume sind. Im néchsten
Kapitel werden wir diesen Begriff priizisieren und dann (in Beispiel (4) in
3.1.3) diese Aussage beweisen. Zum Beweis werden wir zeigen, dafl jeder
solche Unterraum U’ ,,im wesentlichen gleich® ist einem aus V und seinem
Unterraum U auf natiirliche Weise konstruierten Quotientenraum V/U. —
Hier wollen wir die Konstruktion von V/U durchfithren und zeigen, daf je-
der Unterraum U’ C V mit V = U @ U’ in einer natiirlichen Weise bijektiv
auf V/U abgebildet werden kann. (Im néchsten Kapitel werden wir sehen,
dafl diese Abbildung ein sog. ,,Isomorphismus® ist.) In unserem Beispiel ist
V/U die Menge der horizontalen Linien.

Fiir Teilmengen M, N C V definieren wir die Komplexaddition von M
und N durch

M+N:={z+y|lzeMyeN}
Dann gilt
M+ N=N+ M,
(M+N)+P=M+(N+P).
Statt {z} + M schreiben wir x + M.

SATZ. Seien V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. Dann
kann man auf

VU ={z+U|zeV}
eine Addition und eine Skalarmultiplikation so erkldren, daf$ gilt
(z+U)+@y+U)=(x+y)+U,
alz+U)=azx+U,

und V/U mit dieser Addition und Skalarmultiplikation ein K -Vektorraum
wird.
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BeEweEis. Es gilt fiir die Komplexaddition
(z+U)+y+U)=a4+y+U+U=(zx+y)+U, daU+U=U.

Die obige Addition ist also wohldefiniert. Wir zeigen jetzt, dafi auch die
Skalarmultiplikation wohldefiniert ist. Sei also # + U = z’ + U. Zu zeigen ist
ar+U = az’ +U. Im Fall a = 0 ist dies klar. Im Fall « # 0 argumentieren
wir wie folgt. Es geniigt, ax+U C az’+U zu zeigen. Sei also y € U. Gesucht
ist ein z € U mit ax +y = az’ + 2. Nun gilt

1
r+-—yex+U=2"+T0,
(6

1
r+—y=12+u fiir ein u € U,
o

ax+y:ax'+au:ax'+z mit z:=au € U.

Offenbar ist (V/U, +) eine abelsche Gruppe; neutrales Element ist 0+ U,
also U, und das inverse Element zu x + U ist (—z) 4+ U. Ferner gilt

a((z+U)+(y+U)) =al@+U)+aly+U),
denn es ist
a((z+U)+(y+U)) =al(z+y)+U)
=alz+y)+U
=(ax+oay)+U
=(ax4+U)+ (ay+U)
=alz+U)+aly+U).
Die restlichen Vektorraumeigenschaften beweist man &hnlich. O

SATz. Seien V ein K-Vektorraum und U,U" CV Unterriume mit V =
U @U. Sei g die ,natiirliche Abbildung

g:V-=V/U
z—ax+U.
Dann ist die Einschrinkung f := g|U’ von g auf U’, also
F U S VU
z—x+U.
eine bijektive Abbildung.

BEWEIS. f ist injektiv: Seien x,y € U’ mit x + U = y + U gegeben.
Dann gilt

r+0=y+u fiir ein u € U
0=y—2)+_u
cuU’ cU
y—x=0 wegen V =U'"@U
x=1y.

f ist surjektiv: Sei x+U € V/U mit x € V. Wegen V = U’ & U ist dann
r=y+umity € U und u € U. Also ist

r+U=@y+u)+U=y+U, dau+U=U.
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Mit unserem y € U’ haben wir also z + U = f(y).



KAPITEL 3

Lineare Abbildungen

3.1. Lineare Abbildungen

3.1.1. Motivation. Wir betrachten die folgenden (zunéchst anschau-
lich gegebenen) Abbildungen f: R? — R2:

(1) Streckung (in allen Richtungen um denselben Faktor).
fz+y)
= fx)+ )

(2) Streckung in einer Richtung.

(3) Spiegelung am Nullpunkt.

(4) Spiegelung an einer Geraden durch den Nullpunkt.
(5) Drehung um den Winkel oo um den Nullpunkt.

Wie man sich leicht geometrisch klarmacht, gilt in allen diesen Fillen stets
fle+y) = flz)+ fy),
flaz) = af(z).

Wir abstrahieren hieraus den folgenden allgemeinen Begriff einer linea-
ren Abbildung.

3.1.2. Definition linearer Abbildungen; Kern und Bild.

DEFINITION. Seien V und W K-Vektorrdume und f: V — W eine Ab-
bildung. f heifit linear, wenn fiir alle z,y € V und alle a € K gilt

(1) f(x+y) = f(z)+ f(y) und
(2) flaz) =af(z).

BEMERKUNGEN. Seien V und W K-Vektorrdume und f: V — W eine
lineare Abbildung.

47
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(1)

(2)

3. LINEARE ABBILDUNGEN

Es gilt

f(=z)=—f(z) firallexeV.

BEWEIS. Esist f(0) = f(0z) = 0f(z) =0, und f(z)+ f(—z) =
flo— ) = £0) =0, :

Sind 1, ..., z, linear abhéngig, so sind auch f(x1),..., f(zy,) linear
abhingig.

BEWEIS. Es gelte ayx1 + -+ + apx, = 0, wobei nicht alle oy
verschwinden. Dann ist auch f(ajz1+- -+ apx,) = arf(x)+- -+
anf(zn) =0, d.h. auch f(z1),..., f(zy) sind linear abhéingig. O

Ist V! C V ein Unterraum, so ist auch f[V’'] C W ein Unterraum.
Insbesondere ist also f[V] ein Unterraum von W. Man nennt den
Unterraum f[V] das Bild der linearen Abbildung f und bezeichnet
ihn mit im f.

BEWEIS. Sei V! C V ein Unterraum, also f[V'] € W. Wir
zeigen die drei Unterraumeigenschaften aus der Definition von Un-
terrdumen in 2.3.2.

0€ f[V']: Esist 0 € V', also 0 = f(0) € f[V'].

Aus u,v € f[V'] folgt u+ v € f[V’]: Seien u,v € f[V'], also
u= f(z)und v = f(y) fir z,y € V'. Dann ist u+v = f(z)+ f(y) =
f(z+vy) € f[V'], denn aus z,y € V' folgt x +y € V',

Ausu € f[V'] folgt au € f[V']: Seiu € f[V'], also u = f(x) mit
x € V'. Dann ist au = af(z) = f(azx) € f[V'], denn aus z € V'
folgt ax € V'. a0

Bilden zi,...,x, ein Erzeugendensystem von V', so bilden auch
f(z1), ..., f(zy,) ein Erzeugendensystem von f[V].

BEWEIS. Seiy € f[V], also y = f(x) fiir ein z € V. Dann kann
man x schreiben in der Form = = a1+ - - - + apzyp, also auch f(z)
in der Form f(z) = oy f(z1) + - + anf(xy). 0

Ist W' C W ein Unterraum, so ist auch f~'[W’] C V ein Un-
terraum. Insbesondere ist also f~!(0) ein Unterraum von V. Man
nennt den Unterraum f~1(0) den Kern der linearen Abbildung f
und bezeichnet ihn mit ker f.

BEWEIS. Sei W/ C W ein Unterraum, also f~}[W’] C V. Wir
zeigen wieder die drei Unterraumeigenschaften.

0€ f7YW']: Esist f(0)=0¢€ W', also 0 € f~[W].

Aus z,y € f7HW'] folgt x +y € fL[W']: Seien jetzt z,y €
F-1W), also £{(z), f(y) € W'. Danm ist f(z) + f(y) = £z +3) €
W', also z +y € fHW].

Aus z € f7LHW/] folgt ax € f~LHW']: Sei z € f~1[W’], also
f(z) € W'. Dann ist af(x) = f(azx) € W/, also ax € f~H{W']. O
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3.1.3. Beispiele linearer Abbildungen.

BEISPIELE. (1) Die Abbildungen
0:V—-WwW dy: V-V
z+—0 T— T

sind linear, nicht jedoch die Abbildung

ffvV-w
x +— xg # 0.

Die Abbildung

ffR—-R

T = ox
ist linear, denn es gilt

flaty)=alz+y)=ar+ay = f(z)+ fy),

f(Bx) = apx = pax = Bf(x).
Jede lineare Abbildung f: R — R hat diese Form, denn ist f: R —
R linear, so gilt f(z) = f(zl) =z f(1).
Die Abbildung

f: K" — K™

T — Az

mit A € K™*" ist linear, denn es gilt

flx+y)=Alx+y) = Az + Ay = f(x) + f(y),
flaz) = Aax = aAx = af (z).

Wir zeigen wieder, dafl jede lineare Abbildung f: K™ — K™ diese
Form hat.

BEWEIS. Sei f: K™ — K™ linear. Es gibt a;; € K fiir 1 <i <
mund 1 < j <n so dafl

m
fle) = aije;  fir 1<j<n.
i=1

Setze A := (ayj)i<i<m-
1<j<n
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&1

Fir z = | : | erhélt man

&n

o) = f(g; e
- gsjﬂej)
_ f:(f: i) e

i=1 j=1

> g€

21 amj;
= Ax.

Das war zu zeigen. O

Wir wollen noch einen Zusammenhang zur Theorie der linearen
Gleichungssysteme herstellen. Sei wieder

fi K" — K™
T — Az

mit A € K™*" Dann ist die Lésungsmenge des homogenen linearen
Gleichungssystems Az = 0 der Unterraum f~!(0) des K™; nach
1.4 wissen wir, da8 er (n — r)-dimensional ist mit einer damals
aus A bestimmten Zahl r. Ferner ist (im Falle der Losbarkeit) die
Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystems Ax =
b von der Form zg + f~1(0), wobei zq eine spezielle Losung ist.
Seien V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. Dann ist
die im ersten Satz von 2.3.5 definierte natiirliche Abbildung

g:V—-V/U
r—x+U.

eine lineare Abbildung.

BEWEIS.

gxt+y)=x+y+U

=(x+4+U)+ (y+U) nach Definition von + auf V/U
= 9(z) +9(y)

und

glaz) =ax+U



3.1. LINEARE ABBILDUNGEN 51

=a(z+U) nach Definition von - auf V/U
= ag(x).
Das war zu zeigen. 0

Seien V' ein K-Vektorraum, I eine nicht leere Indexmenge und
VI.={g|g: I —V Abbildung}

der in 2.1.2, Beispiel (3) eingefiithrte K-Vektorraum. Sei h: [ — I
eine beliebige Abbildung. Dann ist

F:viovyl
gr—goh
eine lineare Abbildung.

BEWEIS. F(g1 + g2) = F(q1) + F(g2):
(F(g1 4+ 92))(x) = ((91 + g2) o h)(
= (g1 + g2)(h())
=g1(h ( )) + g2(h(x))
= (g1 0 h)(z) + (92 0 h)(z)
= (F(g1))(x) + (F(g2)
= (F(g1) + F(g92)) ().

F(ag) = aF(g) beweist man entsprechend. 0

z)

Sei D(R) := { f | f: R — R differenzierbar } der Vektorraum aus
2.1.2, Beispiel (4). Dann ist

D(R) — RE
fef
linear. Ferner ist fiir festes xg € R die folgende Abbildung linear.
DR) - R
[ f (o)

3.1.4. Lineare Fortsetzung. Wir wollen uns jetzt mit der Frage be-

fassen, wie man eine lineare Abbildung f konstruieren kann. Es wird sich
zeigen, daBl man die Werte von f auf einer Basis beliebig vorgeben kann,
und dafl f damit eindeutig bestimmt ist.

BEMERKUNG. Sei (z;);er eine Basis von V. Jedes z € V' 148t sich dann

darstellen in der Form

xTr = E (673473

el

mit einer Familie («;);er von Skalaren, in der fast alle o; (d.h. alle bis auf
endlich viele) verschwinden. Wir wollen uns iiberlegen, dafl diese Darstellung
eindeutig ist. Hat man ndmlich noch

v =Y B,

el
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so folgt 0 = >, ;(a; — Bi)x;. Da die Familie (2;);e; linear unabhéngig ist,
folgt a; — B; = 0 fiir alle 7 € I, also «; = ;.

SATZ (Lineare Fortsetzung). Seien V,W K-Vektorriume, (x;)icr eine
Basis von V und (y;)icr eine beliebige Familie von Vektoren aus W. Dann
gibt es genau eine lineare Abbildung f: V. — W mit f(x;) = y; fir allei € I.
Weiter gilt

(1) fIVI={wiliel}),
(2) f ist injektiv genau dann, wenn die Familie (y;)ier linear unabhin-

gig 1st.

BEWEIS. Aufgrund der Vorbemerkung kénnen wir definieren

V=W
Z Ty Z Y
iel el

f ist linear: f(x +y) = f(z) + f(y): Seien z = Zie] iz; und y =
Zie[ Bix;. Dann erhélt man

fle+y) = f(Z(ai + ﬁi)%’)

el

= (ai + Bi)vi

iel

= Z a;Y; + Z Biy;

icl el

= f(z) + f(y)-

f(az) = af(x) beweist man &hnlich.
f ist eindeutig bestimmt: Sei noch ¢g: V' — W linear mit g(z;) = y; =
f(x;) fir alle ¢ € I. Dann gilt fiir jedes x = ), ., € V

@)= (Y aumi) = Y auf (@) = Y auglar) = 9(D ) = g(a).

i€l iel i€l i€l
(1). Wir zeigen jetzt f[V] = ({yi|i€}).

y € fIV] = Iay)ier (fast alle o =0 und y = f(3,c; iwi))
= J(a)ier (fast alle a; =0und y = ./ aif(xi))
()
Yy
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(2). Zu zeigen bleibt, dafl f injektiv ist genau dann, wenn die Familie
(yi)ier linear unabhéngig ist.

f ist injektiv

=Vz,yeV: (f(x) = f(y) — x =y)
=Vz,yeV: (f(x—y)=0—-z—y=0)
=VzeV: (f(z) =0—2=0)

= V(«;)ier mit fast allen a;; = 0: (f(z ajzi) =0— Z ;T = O>
el 1€l

V(a)ier mit fast allen a; = 0: (Z oy =0 > Viel: o = 0)
1€l
= (y;)ier ist linear unabhéngig.

Das war zu zeigen. 0

KOROLLAR. Seien V,W K-Vektorriume und f: V — W eine bijekti-
ve lineare Abbildung (d.h. ein Isomorphismus (s.u.)). Ist dann (x;);cs eine
Basis von V', so ist (f(x;))ier eine Basis von W.

BEWEIS. (f(z;))ier ist linear unabhéngig, da f injektiv ist, und ein Er-
zeugendensystem, da f surjektiv ist. O

3.1.5. Spezielle lineare Abbildungen. Wir fithren zunéchst einige
oft verwendete Bezeichnungen und Schreibweisen ein. Seien K ein Korper
und V,W K-Vektorrdume. Eine lineare Abbildung f: V — W nennt man
auch einen Vektorraumhomomorphismus oder kurz Homomorphismus. Man
schreibt

Homg (V,W) := Hom(V,W) :={ f: V — W | f linear }.
Sei f: V — W ein Homomorphismus. f heifit
Monomorphismus, wenn f injektiv ist,
Epimorphismus, wenn f surjektiv ist,
Isomorphismus, wenn f bijektiv ist,

Endomorphismus, wenn V =W ist, und
Automorphismus, wenn V =W und f bijektiv ist.

Man schreibt V = W, wenn es einen Isomorphismus f: V' — W gibt.

BEMERKUNGEN. (1) Esseien V, W,U K-Vektorrdume und f: V —
W, g: W — U Vektorraumhomomorphismen. Dann ist auch
gof: VU
2 g(f (@)

ein Vektorraumhomomorphismus.

BeEwEis. Es gilt
(gof)x+y)=



54 3. LINEARE ABBILDUNGEN

(go f)lax) =a(go f)(z) beweist man dhnlich. g

(2) Seien V,W K-Vektorrdume und f: V — W ein Isomorphismus.
Dann ist auch f~': W — V ein Isomorphismus.

BEWEIS. Seien u,v € W gegeben. Setze z := f~!(u) und y :=
f~1(v). Dann gilt
FHu+v) = f@) + f(y)
= (flz+y)
=7 u) + [T (v).
Ferner gilt
FHaw) = fHaf (@) = [ (f(ax)) = az = af " (u).
Das war zu zeigen. O
(3) Aut(V) := {f: V — V | f Automorphismus } ist beziiglich der
Komposition o eine Gruppe. Neutrales Element ist die Identitét
idy, und inverses Element zu f € Aut(V) ist f~!. Dies folgt un-

mittelbar aus (1) und (2).
(4) Seien V,W K-Vektorrdume.

Hompg (VW) ={f:V — W | f linear }

ist Untervektorraum des in Beispiel 2.1.2(3) eingefiihrten K-Vek-
torraums

WY ={f:V — W/ f Abbildung }.

BEWEIS. Wir zeigen, dafl aus f,g € Homg(V, W) stets folgt
f+ g € Homg (V,W).

(f+9)(x+y)=flx+y) +g(x+y)

Ahnlich zeigt man, da mit f auch af € Hompg (V,W). Ferner ist
offenbar 0 € Homg (V, W). 0

3.1.6. Isomorphie und Dimension.

LEMMA. Seien V,W, U K-Vektorriume. Dann gilt
Vv,
Wenn V=W, soist W=V,
Wenn V=W und W 2 U, soist V=U.
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BeEweIs. Die Behauptung folgt sofort aus den Bemerkungen (1) und (2)
in 3.1.5. O

LEMMA. Seien V,W K-Vektorrdume. Dann gilt

(1) Wenn V=W, so ist dimV = dim W.
(2) Wenn dimV =dimW < oo, so ist V=W.

BEWEIS. (1) Sei V = W, also nach dem vorigen Lemma auch W =
V. Fall dimV = n < oco. Dann ist nach dem Korollar in 3.1.4
auch dimW = n < oco. Den Fall dimW = n < oo behandelt man
entsprechend. Fall dimV = dim W = oo. Dann ist nichts zu zeigen.

(2) Sei dimV = dim W = n. Nach dem Satz von der linearen Fortset-
zung in 3.1.4 ist dann V' =2 K™ und ebenso W = K™ also V =2 W.
|

KOROLLAR. Seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und U C
V' ein Unterraum. Dann gilt

dimV =dimV/U + dim U.

BEwEIs. Nach 2.3.3 wihle man eine Basis x1,...,x,, von U, die sich
zu einer Basis 1,...,ZTm, Tmi1,---,Tn von V erginzen laBt. Sei U’ :=
(Tm+1,--.,@p). Dann ist V. = U @ U’ nach Bemerkung (4) in 2.3.4, also
dimV = dimU + dim U’ nach Bemerkung (3) in 2.3.4. Wegen U’ = V/U
(dies folgt aus dem zweiten Satz in 2.3.5 zusammen mit Beispiel (4) in 3.1.3)
folgt aus Teil (1) des vorigen Lemmas die Behauptung. O

3.2. Kern und Bild

Seien V, W K-Vektorrdume und f: V — W linear. In den Beispielen (3)
und (5) von 3.1.2 hatten wir den Kern und das Bild von f definiert durch

ker f:={xz eV | f(z)=0},
i f = f[V] C W,

Wir hatten bereits gesehen, dafl ker f ein Unterraum von V und im f ein
Unterraum von W ist.

3.2.1. Charakterisierung von Monomorphismen.

LEMMA. Seien V,W K-Vektorrdaume und f: V — W linear. Dann ist
f injektiv genau dann, wenn ker f = 0 ist.

BEWEIS.

Das war zu zeigen. O



56 3. LINEARE ABBILDUNGEN

3.2.2. Homomorphiesatz.

SATZ. Seien V,W K-Vektorriume, f: V. — W surjektiver Homomor-
phismus und g: V- — V/ker f der in 2.3.5 definierte natiirliche Homomor-
phismus. Dann gibt es genau eine Abbildung h: V/ker f — W mit hog = f.
Dieses eindeutig bestimmte h ist ein Isomorphismus.

BEWEIS. Existenz von h. Wir wollen h definieren durch

h:V/ker f — W
x+ker f — f(x).
Zu zeigen ist, dal h dadurch wohldefiniert ist. Gelte also z+ker f = y+ker f.
Zu zeigen ist f(z) = f(y). Es ist

xr=y+z fiirein z € ker f

rT—y=2z
flx—y)=0
(@) = f(y).

h ist injektiv: Gelte f(z) = f(y). Zu zeigen ist x +ker f = y+ker f. Aus
Symmetriegriinden geniigt es, C zu beweisen. Sei also z € ker f. Zu zeigen
ist x4+ 2z €y+kerf,alsox —y+ 2z € ker f. Dies folgt aus

fle—y+2)=flx) - fly)+ f(z) = 0.
—_—

~—
0 0

h ist surjektiv: Sei w € W. Dann gilt w = f(z) fiir ein x € V, also
h(z +ker f) = f(z) = w.

h ist linear:

B((@ +Ker f) + (y + ker 1)) ha(z + ket 1))
= h(z +y +ker f) = h(ax + ker f)
= flz+y) = f(azx)
= f(x)+ [(y) = af(r)
= h(x + ker f) + h(y + ker f) = ah(z + ker f)

Eindeutigkeit von h. Wegen der Forderung ho g = f gilt h(z +ker f) =
h(g(z)) = f(z). Also ist h eindeutig bestimmt. 0

3.2.3. Dimensionssatz.

SATZ (Dimensionssatz). Es seien V' ein endlichdimensionaler K - Vektor-
raum und f: V — W eine lineare Abbildung. Dann ist

dimV = dimker f + dimim f.

BeEwEIS. Nach dem Homomorphiesatz ist V/ker f = im f, und nach
dem Korollar in 3.1.6 gilt dim V' = dim V/ker f 4+ dimker f. 0

KOROLLAR. Seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und fer-
ner f: V. — V linear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist Monomorphismus.
(2) f ist Epimorphismus.
(3) f ist Automorphismus.
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BeEWwEIS. Nach dem Dimensionssatz ist jede der beiden Aussagen (1)
und (2) zu
dimV = dimim f
dquivalent. Deshalb ist jede von ihnen auch zu (3) dquivalent. a

KOROLLAR. Seien V endlichdimensionaler K - Vektorraum und U, U’ Un-
terrdume von V. Dann gilt

dim (U + U’) = dimU + dim U’ — dim (U N U’).
BEWwEIS. Wir betrachten die folgende Abbildung.
fUxU —-U+U
(v,2") — 2+ 2.
Offenbar ist f linear und surjektiv. Nach dem Dimensionssatz gilt
dim (U x U’) = dimker f + dim (U + U").

Wegen dimU x U’ = dimU + dim U’ geniigt es zu zeigen, dal dimker f =
dim U NU’ ist. Dazu zeigen wir, dafl die folgende Abbildung g ein Isomor-
phismus ist.

g:UNU —ker f
x— (x,—x).
g ist wohldefiniert: Sei € U NU’. Dann ist f(z,—z) = x —x = 0, also
(x,—z) € ker f. Offenbar ist g linear und injektiv. Zu zeigen bleibt, daf

g auch surjektiv ist. Sei also (z,y) € ker f. Dann ist x € U, y € U’ und
f(z,y) = x+y = 0. Also 2 = —y und damit z € U NU’, also (z,y) =

g(x). 0
3.3. Rang von Matrizen

In Kapitel 1 haben wir unter den n x n-Matrizen diejenigen besonders
betrachtet, die invertierbar waren. Wir wollen jetzt diese Unterscheidung
verfeinern und den Begriff des Rangs einer n x m-Matrix einfiihren. — In
diesem Abschnitt sei K stets ein Korper.

3.3.1. Zeilenraum und Spaltenraum.

DEFINITION. Seien A € K™*™ und aq,...,a, die Zeilen von A sowie
bi,...,b, die Spalten von A. Der Unterraum (ai,...,a,) C K" heiBt
Zeilenraum von A und dim (aq, ..., a,,) der Zeilenrang von A. Entsprechend

heifit der Unterraum (by, ..., b,) der Spaltenraum von A und dim (by, ..., by,)
der Spaltenrang von A.

BEMERKUNGEN. (1) Bei elementaren Zeilenumformungen #ndert
sich der Zeilenraum nicht (also auch nicht der Zeilenrang).

BeEwEIs. Fiir das Vertauschen zweier Zeilen ist das klar, ebenso
fiir das Multiplizieren einer Zeile mit a # 0, « € K. Im Fall der
Addition einer Zeile zu einer anderen beachte man, dafl

(@1, iy GGy ey ) = (A1, -, Gy ey G GGy G-

Daraus folgt die Behauptung. O
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(2) Ist A Stufenmatrix mit r Zeilen # 0, so ist r der Zeilenrang.

BEWEIS. Die r Zeilen # 0 sind linear unabhéingig (da A Stufen-
matrix ist) und offenbar ein Erzeugendensystem des Zeilenraums.
|

(3) Ein Berechnungsverfahren fiir den Zeilenrang von A ergibt sich wie
folgt. Man iiberfithre A durch elementare Zeilenumformungen in
eine Stufenmatrix A’. Aus A’ lese man die Anzahl r der Zeilen # 0

ab.
(4) Der Zeilenrang von A ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Vek-
toren unter ai,...,am.

BEwEIs. Nach unserer Charakterisierung des Begriffs einer Ba-
sis in 2.2.3 ist eine maximale linear unabhéngige Teilfamilie von
(a1,...,a,) eine Basis. 0

(5) Fiir den Spaltenraum gelten (1)—(4) entsprechend.

3.3.2. Definition des Rangs. Wir zeigen jetzt, dafl Zeilen- und Spal-
tenrang einer Matrix stets {ibereinstimmen.

SATZ. Fiir jedes A € K™ ist der Zeilenrang von A gleich dem Spal-
tenrang von A; diese Zahl wird der Rang von A genannt, und mit rg(A)
bezeichnet.

BEWwEIS. Wir betrachten die lineare Abbildung

fa: K" — K™
x— Az,

Schritt 1. im f 4 ist der Spaltenraum von A, denn fiir die kanonische Basis
€1,...,6n des K™ ist im f4 = (fa(e1),..., fa(en)) nach dem Satz iiber die
lineare Fortsetzung in 3.1.4, und fa(ne;j) = Ae; ist die j-te Spalte von A.

Schritt 2. Ferner ist dimker f4 = n — r, wobei r den Zeilenrang von
A bedeutet. Denn ker f4 = {x € K" | Az = 0} hat nach 1.4 eine Basis
Z1,...,%n_r, wobei r die Anzahl der Zeilen # 0 einer Matrix A’ in Zeilen-
stufenform ist, die durch elementare Zeilenumformungen aus A entsteht; die
Behauptung folgt jetzt aus obiger Bemerkung.

Schritt 3. Nach dem Dimensionssatz ist

n =dim K" = dimker f4 + dimim f4 = n — r + dimim f4,
und dimim f4 ist der Spaltenrang von A. O
BEMERKUNG. Offenbar ist rg(A) = rg(A?).
3.3.3. Eigenschaften des Rangs.

LEMMA. Fine nxn-Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn rg(A) =
n 1st.

BEwEIs. Es gilt
rg(A) =n
=dimim fg =n nach dem Beweis des vorigen Satzes

= f4 ist surjektiv
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= f4 ist injektiv nach dem Korollar aus 3.2.3
=Vec K™ (Ar =0 — 2 =0) nach 3.2.1
= A ist invertierbar nach 1.4.5.
Das war zu zeigen. O
LEMMA. (1) Fir Matrizen A € K"™*" und B € K™*P gilt

rg(A) +1g(B) —n < rg(AB) < min(rg(A), rg(B)).

(2) Fir Matrizen A € K™", B € K"™P und C € KP*P mit A,C
invertierbar gilt

rg(ABC) = rg(B).
(3) Fiir Matrizen A, B € K"™*™ gilt
rg(A + B) <rg(A) +rg(B).
BEWEIS. (1) Zum Beweis der zweiten Ungleichung betrachten wir
kP2 gn 4 gem

Nach Abschnitt 1.3 gilt faofg = fap. Alsoistim fap C im fy4, also
rg(AB) < rg(A). Ferner gilt allgemein fiir eine lineare Abbildung
g: V. — W, dafl dimg[V] < dim V; dies folgt aus dem Dimensi-
onssatz 3.2.3. Speziell fiir g := Einschrinkung von f4 auf im fp
folgt

dim fa(im fp) < dimim fp,
im f
im fap

also rg(AB) < rg(B). Zum Beweis der ersten Ungleichung betrach-
ten wir dasselbe g wie eben. Nach dem Dimensionssatz ist

dimim fp = dimker g + dimim g.

Wir schétzen beide Ausdriicke auf der rechten Seite ab. Wegen
ker g C ker f4 ist

dimker g < dimker f4 =n — dimim f4 = n —rg(A).

Weiter ist img = fa(im fg) = im fap, also dimimg = rg(AB).
Damit ergibt sich

rg(B) < n —rg(A4) +rg(AB).
(2) Nach Teil (1) ist
rg(A) +rg(BC) —n <rg(ABC) <rg(BC), alsorg(BC)=rg(ABC).
—~—

n

Wieder nach Teil (1) ist

1g(B) + 15(C) —p < rg(BC) < 15(B), also 1g(B) = g(BC).
——
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(3) Wegen farp = fa+ fpistim fa;p Cim f4+im fp. Daraus ergibt
sich

dimim fg4p < dim (im f4 + im fp) < dimim f4 + dimim fp

nach einem Korollar aus dem Dimensionssatz in 3.2.3, also rg(A4 +
B) <rg(A4) +rg(B).
O

BEMERKUNG. Mit Hilfe des Rangbegriffs kann man verschiedene Krite-
rien fiir die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems Az = b formulieren.
Es sei K ein Korper, b € K™ und A € K™*™. Man betrachte die folgenden
drei Aussagen.

(L). (Losbar). Es gibt ein x € K™ mit Az = b.

(EL). (Eindeutig l6sbar). Es gibt genau ein z € K™ mit Az = b.
(UL). (Universell losbar). Fiir alle ¢ € K™ gibt es ein z € K™ mit Az = c.
Dann hat man
(1) (L) gilt genau dann, wenn rg((4 b)) = rg(A).
(2) (EL) gilt genau dann, wenn rg((A b)) = rg(A)
(3) (UL) gilt genau dann, wenn rg(A) = m.

n.

BEWEIS. Dies ist nur eine Umformulierung der Ergebnisse von 1.4. 0O

3.4. Lineare Abbildungen und Matrizen

In unseren einfithrenden Betrachtungen zu linearen Abbildungen in 3.1.3
(Beispiel 3) haben wir gesehen, daf sich jede lineare Abbildung f: K™ —
K™ eindeutig darstellen 148t in der Form f(z) = Az mit A € K™*", wobei
A = () bestimmt ist durch

m
f(ej):Zaijei fiir 1 <j <n.
i=1

Wir haben also auf diese Weise abstrakte Objekte (wie lineare Abbildungen)
durch konkrete (wie Matrizen) beschrieben. Jetzt wollen wir diese Art von
,Konkretisierung* auf lineare Abbildungen f: V' — W mit beliebigen end-
lichdimensionalen Vektorrdumen V, W iibertragen. Um ein solches f durch
eine Matrix darstellen zu konnen, miissen wir vorher Basen in V und in W
festlegen.

3.4.1. Darstellende Matrix einer linearen Abbildung.

SATZ. Seien V,W K-Vektorrdume der Dimensionen n, m. Ferner seien
Basen A = (x1,...,2,) von 'V und B = (y1,...,Ym) von W gegeben. Dann
15t

ME: Homp (V, W) — K™

ME(f) = die Matriz A = (ay;) mit f(z;) = Zaijyi fir1<j<n
i=1
ein Isomorphismus. Mﬁ(f) heifit die darstellende Matrix der linearen Ab-
bildung f: V — W bzgl. der Basen A von V und B von W.
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BEWEIS. Schritt 1. Mﬁ ist wohldefiniert, da B = (y1, ..., ym) eine Basis
von W ist.

Schritt 2. ME(f +g) = ME(f) + ME(g): Seien M5 (f) = (c;;) und
Mﬁ(g) = (f;j). Dann gilt

(f +9)(x;) = f(z )+g(%)
:Z zjyz‘i‘ZﬁUyz
=1 =1

I
Ms

(Oé@] + ﬂzg )yla

.
I
A

also ME(f + g) = (cij + Bij)- M5 (af) = aME(f) beweist man entspre-
chend.

Schritt 3. M5 ist surjektiv. Sei A = (ay;) € K™ ™. Nach dem Satz
3.1.4 von der linearen Fortsetzung existiert ein f € Hom(V, W) mit f(z;) =
S gy fiir 1< j <, also ME(f) = A.

Schritt 4. /\/lﬁ ist injektiv. Es gentigt zu zeigen, dafl ker Mﬁ = 0. Gelte
also f(z;) = 0 fiir 1 < j < n. Dann ist f = 0, da die lineare Fortsetzung

eindeutig bestimmt ist. O

3:.(7;

BEMERKUNGEN. (1) Die definierenden Gleichungen fiir A = («;),
also f(z;) = > /%, ayjy; fiir 1 < j < n, kann man als Matrizenglei-
chung formulieren:

1 Y1
fly]=4
Ln Ym
(2) Seien V,W K-Vektorrdume der Dimensionen n,m, und es seien
A= (z1,...,2,) Basis von V und B = (y1,...,yn) Basis von W.
Ferner sei f € Hom(V, W) und A = ME(f). € V habe bzgl. der

Basis (z1,...,x,) die Koordinaten &1, ...,&,. Dann hat f(z) € W
bzgl. der Basis (y1,...,Yym) die Koordinaten

&1
Al |,
n

denn es ist

=1 &) =D &f (@)
j=1 J=1
— Z §j Z QY = Z(Z Oéijgj)yz
j=1 =1

i=1 j=1

_ 3.4.2. Rang einer linearen Abbildung. Wir wollen uns jetzt eine
Ubersicht iiber alle darstellenden Matrizen einer gegebenen linearen Abbil-
dung f: V — W verschaffen, also bzgl. beliebiger Basen von V und W.
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SATz. Seien V.W K-Vektorrdume der Dimensionen n,m, und f: V —
W linear. Dann gilt fiir alle A € K™*™: A stellt f bzgl. geeigneter Basen
von V und W dar genau dann, wenn rg(A) = rg(f) := dimim f. Man nennt
rg(f) den Rang von f.

BewEIS. Vorbemerkung 1. Sei (1, ..., x,) Basis von V. Dann sind auch
Basen von V:

(1) (z1,...,azi,...,x,) mit « € K, a # 0,

(2) (z1,...,25,...,%4,...,Ty), wobei x; an der i-ten Stelle und z; an
der j-ten Stelle steht,
(3) (z1,..., @iy T+ Tiy .o, Tyy).

(1) und (2) sieht man sofort, und fiir (3) zeigt man leicht, daf
(X1, Ty ooy T+ Ty oo, X))

linear unabhéngig ist und ein Erzeugendensystem bildet.
Vorbemerkung 2. A’ entstehe aus A durch eine elementare Zeilen- oder
Spaltenumformung. Dann gilt:
A stellt f bzgl. geeigneter Basen von V und W dar

= A’ stellt f bzgl. geeigneter Basen von V und W dar.

Dies sieht man leicht mit Hilfe von Vorbemerkung 1.
Jetzt konnen wir den Satz beweisen. Jedes A € K™*™ 146t sich durch
elementare Zeilen- und Spaltenumformungen bringen in die Form

1 00 ... 0
0 10 0
0 0 0 0
0 00 ... 0

rg(A) bleibt dabei unveréndert. OBdA sei also A von dieser Form. Demnach
ist zu zeigen: Es gibt Basen

(1, Tpy Tpg1,---,Ty) von V und
(Y1 s Yry Yrtly - -, Ym) von W
sodaB f(z1) = y1,..., f(zr) = Y, f(2r31) = -+ = f(zp) = 0 genau dann,

wenn rg(f) =r.

=. rg(f) = dimim f = dim (y1,...,y,) =r.

<. Gelte rg(f) = r. Man wébhle eine Basis (zs41,...,2,) von ker f, und
ergénze sie zu einer Basis (z1,...,%s, Ts41,...,2y) von V. Dann gilt

(X1,...,x5) 2 V/ker f Zim f

und damit » = s. Ferner ist (f(x1),..., f(z,)) Basis von im f, denn we-
gen f(xy41) = -+ = f(x,) = 0 ist es ein Erzeugendensystem, und es ist
dimim f = r. Man setze jetzt y; = f(z1),...,yr = f(x,) und ergénze diese
Vektoren zu einer Basis y1,...,Yr, Yr41,---,Ym von W. O
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3.4.3. Ahnliche Matrizen. Wir betrachten jetzt den Spezialfall eines
Endomorphismus. Seien also V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und A =
(x1,...,zy) eine Basis von V. Dann ist

My: Homg (V, V) — K™

n
M(f) = die Matrix A = (a;;) mit f(z;) = Zaijxi firl<j<n
i=1
ein Isomorphismus. M 4(f) heif3t die darstellende Matriz des Endomorphis-
mus f: V — V bzgl. der Basis A = (z1,...,2,) von V.

Wir wollen uns eine Ubersicht iiber alle darstellenden Matrizen eines
gegebenen Endomorphismus f: V' — V verschaffen. Dieses Problem ist
wesentlich schwieriger als das eben behandelte, da wir nur eine Basis frei
wéahlen konnen. Eine Losung werden wir spéter mit Hilfe des Begriffs der
Jordan-Normalform erhalten. Hier erhalten wir nur ein sehr vorldufiges Re-
sultat.

DEFINITION. Zwei Matrizen A, B € K"*™ heiflen dhnlich (geschrieben
A ~ B), wenn es eine invertierbare Matrix C' € K™*" gibt mit B = CAC L.

BEMERKUNG. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf K™*".

BEWEIS. Reflexivitit: Es ist A = FAE~!. Symmetrie: Wenn gilt B =
CAC™!, so folgt A = C~'BC. Transitivitit: Aus Ay = CA;C~ ! und A3 =
DA;D~! folgt A3 = DCAC~'D~! = DCA(DC)™L. 0

SATZ. Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und A, B € K™*".

Dann gilt A ~ B genau dann, wenn A und B beziiglich gecigneter Basen
dasselbe f € Hompg (V,V) darstellen.

BEWEIS. <. Wir nehmen zunichst an, dal A = (a;;) und B = (3;5)
dasselbe f € Homg (V, V) darstellen. Seien also A = (z1,...,2,) und B =
(yl, ce ,yn) Basen von V und

flaj) =Y aijz; Flys) =Y Bijyi
i=1 i=1

also
T T Y1 Y1
Fli]=a 7| =8B
Tn Tn Yn Yn
Wir wihlen uns C, D € K™*"™ mit
Y1 T1 T Y1
=C| : =D : )
Yn L, T Yn
Dies ist moglich, da z1,...,z, und y1, ..., y, Erzeugendensysteme sind. Es
ergibt sich
Y U
. — CD .

Yn Yn
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also CD = E und damit D = C~!. Man erhilt (wegen der Linearitit von

U1 T T 1
flef=cr|:|=ca]:|=cac| |,
Yn Tn Tn Yn
also B! = CA'C~!, d.h. A* ~ B! und damit auch A ~ B.
=. Gelte A ~ B. Dann ist auch A* ~ Bt und damit Bt = CA'C~! mit

einer invertierbaren Matrix C. Sei A = (z1,...,2,) ecine Basis von V. Wir
definieren ein f € Homg (V, V') durch

251 251
flef=4
Tn, Tn,
und g, h € Homg (V, V') durch
T T T I
g =C Wl |=c!
T T Ty Tn
Dann ist
T x1 r1 x1
(hog)| + | =Ch| +[=CCh||=]|1],
T Tn, T, T,

also h o g = idy und ebenso g o h = idy, d.h. g und A sind Isomorphismen.
Also ist

Y1 T
C =9
Yn Ty
eine Basis von V. Man erhélt
Y1 T1 T1 T W
fle|=cr|:|=ca|:|=cacic| | =cAc
Un Ty Ty Ty Un
Also stellt B auch f dar. 0

KOROLLAR. Seien V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum und f ein En-
domorphismus von V. Dann bilden die f darstellenden Matrizen A € K"*"
eine Aquivalenzklasse bzgl. ~.



KAPITEL 4

Affine Geometrie

In der affinen Geometrie werden in beliebigen K-Vektorrdumen V' (nicht
nur im R?, R3) Eigenschaften geometrischer Figuren (z.B. Parallelitit, Teil-
verhéltnisse) studiert, die bei allen ,affinen* Abbildungen (z.B. Parallelpro-
jektionen, Streckungen, Drehungen, Spiegelungen) erhalten bleiben.

Die geometrischen Figuren (d.h. die betrachteten Teilmengen von V')
werden Losungsmengen einer oder mehrerer linearer Gleichungen oder Lo-
sungsmengen einer quadratischen Gleichung sein. Es ergeben sich z.B. Punk-
te, Geraden und Ebenen bzw. z.B. Ellipsen und Kegel.

4.1. Affine Unterrdume und lineare Varietiten

4.1.1. Affine Unterrdume. Unter einem affinen Unterraum von V
verstehen wir einen um einen Vektor z vom Nullpunkt verschobenen Unter-
raum.

DEFINITION. Seien V ein K-Vektorraum, U C V ein Unterraum und
zeV.
L=x+U={z+yl|lyeU}
heifit affiner Unterraum von V. AuBlerdem heifit auch () affiner Unterraum
von V.

BEISPIEL. Seien K = R und V = R2.

LEMMA. Seien V ein K -Vektorraum, U,U’ C V Unterrdume und z,x’ €
V. Dann gilt v + U C 2’ + U’ genau dann, wenn U CU" und x — 2’ € U'.

BEWEIS. =. Zuniichst zeigen wir U C U’. Sei also y € U. Dann gilt
x4y =12+ fireny € U und auch z = 2’ + 2/ fiir ein 2’ € U’. Also ist

o+ by =g +y
y=vy —2 €U

65
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Zu zeigen bleibt x — 2’ € U’. Es ist x = 2/ + ¢/ fiir ein ¢y € U’, also
x—a =y elU.

<. Seien U CU' und z — 2’ € U’. Zu zeigen ist x + U C 2’ +U’. Sei also
zeU.Danmgit z+z2=2"+(x —2')+2ze€ 2’ +U'. 0

KOROLLAR. Seien V ein K -Vektorraum, ferner U, U’ C V' Unterriume
und x,x’ € V. Dann gilt

x+U=2"4+U" genau dann, wenn U =U" und x — 2/ € U.

DEFINITION. Seien V ein K-Vektorraum, U, U’ Unterrdume von V und
z,x' € V,also L =2+ U, L' =2 + U’ affine Unterriume von V.

(1) dimL := dimU heiit die Dimension von L. Ferner setzt man
dim @ := —1.

(2) L heiBt Punkt, Gerade bzw. Ebene von V, wenn dim L = 0, = 1
bzw. = 2 ist. L heif3t Hyperebene von V, wenn dim V = n < oo und
dim L =n — 1 ist.

(3) U heifit die Richtung von L.

(4) L heiBt parallel zu L' (geschrieben L || L'), wenn U C U’ oder
U’ C U ist.

4.1.2. Affine Hiille. Wir definieren die affine Hiille einer Teilmenge
M von V als den kleinsten M umfassenden affinen Unterraum von V.

DEFINITION. Seien V ein K-Vektorraum, M C V eine nicht leere Teil-
menge und x € M.

AM):=z+{z—ylyeM})
heifit die affine Hille von M (in V).
Im folgenden Lemma zeigen wir, dafl A(M) unabhéngig von x ist.

LEMMA. Seien V ein K-Vektorraum und M C 'V eine nicht leere Teil-
menge. Dann gilt
(1) A(M) besteht aus allen y € V, die sich schreiben lassen in der
Form

n n
y:Zaiyi mit Zaizl Wi, yn € M, aq,...,an € K.)
i=1 i=1

(2) A(M) ist der kleinste affine Unterraum von V', der M enthilt.

BeEwEIS. 1. Setze Ay(M) ==+ {x—y |y € M}) fiir alle z € M.
Wir zeigen, dafl A,(M) gleich der im Lemma angegebenen (und von x un-
abhéngigen) Menge ist.

C. Jedes Element aus A;(M) hat die Form x + Y " ; oy(x — y;) mit
o; € Kundy; € M. Esist also = (14+ 31" o)z + Y1 ;(—;)y; und damit
aus der obigen Menge A(M), denn es gilt 1+ > 7" ;a5 + > vy (—a;) = 1.

D. Seien y; € M, oy € K und Y ;" | oy = 1. Dann gilt

n n n n

Z Y =T + Z ;Y — (Z o)x =x+ Z(—ai)(x —y;) € Az (M).

i=1 i=1 i=1 i=1

2. Nach Definition ist A(M) ein affiner Unterraum von M; ferner gilt
offenbar M C A(M). Sei nun L ein beliebiger affiner Unterraum von V' mit
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M C L. Zu zeigen ist A(M) C L. Sei etwa L = '+ U mit 2’ € V und einem
Unterraum U von V. Sei noch z € M. Dann ist AM) =z+ {z—y |y €
M}). Wegen z € M C L =212'4U ist x — 2’ € U, also nach der Folgerung
in4.1.1 L=x+U. Also ist

{ly—wlyeM}ciy—zlyeL}iCU

{r—ylyeM})CU

A(M) C L.
Das war zu zeigen. O
BEMERKUNG. Seien V ein K-Vektorraum und g, ...,x, € V. Dann gilt
A(wo,. . w0) == A{z0, -, 2a})
=9+ (xo — T1,...,T0 — Tp)
n n
= {Za,m, ‘ o; € K,Zai = 1}
i=0 i=0
= kleinster affiner Unterraum von V, der xy, ..., x, enthilt.

Im Spezialfall zweier Vektoren z,y € V ergibt sich
Alz,y) =z + K(y — )
={az+(1-a)y|lae K}
= die Gerade durch z,y, falls = # y.
4.1.3. Lineare Varietiten. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.
L C V heif3t lineare Varietdt, wenn es einen Isomorphismus f: V' — K" gibt
so daf gilt
flL]={ze K" | Az =0}
fiir eine Matrix A € K™*" und ein b € K™, d.h. so daf} f[L] das Nullstel-
lengebilde von endlich vielen linearen Gleichungen ist.

BEMERKUNGEN. (1) Seien h: K™ — K" ein Isomorphismus, A €
K™ und b € K™. Dann ist h[{x € K" | Ax =b}] = {z € K" |
Bx = ¢} mit geeigneten B € K™*" und ¢ € K™.

BEWEIS. Jeder Isomorphismus h: K" — K" hat die Form
h(z) = Cz mit einer invertierbaren Matrix C' € K™*". Also gilt
h{z € K" | Az =b}] ={Cz| Az =b}={y| AC 'y =0}.
Das war zu zeigen. O
(2) Seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und L C V lineare
Varietét. Ist g: V' — K" ein beliebiger Isomorphismus, so hat auch
g[L] die Form {z € K™ | Bx = ¢} mit geeigneten B € K™*"™ und
ce K™
BEWEIS. Sei L C V lineare Varietit. Dann gibt es einen Iso-
morphismus f: V — K" so daf gilt f[L] = {x € K" | Ax =b}.
Sei nun g: V' — K" ein beliebiger Isomorphismus. Dann ist h :=
go f~1: K™ — K™ ein Isomorphismus, und es gilt nach (1)
glLl = hlfIL]) = h[{z € K" | Az =b}] = {y | ACT'y =b}.

Das war zu zeigen. O
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SATZ. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. L C 'V ist genau dann
eine lineare Varietit, wenn L affiner Unterraum von V ist.

BEWEIS. OBdA sei V = K" und L # 0.
=.Sei L={2ze€ K"| Az =b} mit A € K™ und b € K. Wegen
L # 0 hat L nach 1.4 die Form

L=xy+ (Kx1®--- ® Kxp_p).

Mit U :=Kx1 @+ ® Kayyp (bzw. U =0 im Fall n = r) ist L = xg + U,
also L affiner Unterraum.

<. Seien L = 2+ U mit x € K™ und U C K" Unterraum. Im Fall
L = K" sind wir sofort fertig (A = 0 und b = 0). Sei also dim L = dimU =

d < n. Man wihle eine Basis z1,...,x4 von U und betrachte das lineare
Gleichungssystem
)
c |y=0.
T
it
Wegen rg | : | = d hat nach 1.4 der Losungsraum die Gestalt Ka; @ --- @
Ty
Ka,_g4. Setze
aj
A=
g

Wir zeigen jetzt U = {y € K™ | Ay = 0}. Sei z; einer der obigen Basisvek-
toren von U. Dann gilt
zla; =0 fiir alle j

a;xi =0 fiir alle j

Ami:O
Also ist U C {y € K™ | Ay = 0}. Die Gleichheit folgt jetzt aus
dim{ye K" |Ay=0}=n—-1g(A)=n—(n—d)=d=dimU.

Man erhilt

L=x+U
=z+{ye K" | Ay=0}
={z+ylAy=0}
={z[A(z-2)=0}
={z|Az= Az}

Also ist L lineare Varietit. O
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4.1.4. Affine Abbildungen. Seien W ein K-Vektorraum und y € W.
Dann heif3t
T, W —Ww
r—x+y
Translation von W um y. Sei noch f: V — W linear.
g=Tyof:V-W
z— f(z)+y
heifit affine Abbildung von V nach W. Ist speziell V. = W, so nennt man
jede bijektive affine Abbildung g: V — V eine Affinitdt.

BEMERKUNGEN. (1) Seien U,V,W K-Vektorrdume und g: U —
V, h: V. — W affine Abbildungen. Dann ist auch hog: U — W
eine affine Abbildung.

BEWEIS. Seien g = Ty o f und h = T} o f’. Dann gilt fiir jedes

zeU
(hog)(z) =h(f(x)+y
= f'(f(x) +y) + =
= (f'o @)+ f(y) + 2
also hog =Ty y4z0 (f' o f) 0

(2) Sei V ein K-Vektorraum. Ist g: V — V eine Affinitéit, so auch g~!.
BEWEIS. Sei g = T, o f mit einem Isomorphismus f: V — V.
Setze h :=Tp-1(_y) 0 f~1. Dann gilt
(goh) () =g(f &)~ f'W) =2 —y+y=2z
(hog)(x)=h(f(x) +y)=z+ [y — f(y) =2,
also goh =hog=idy, dh. h=g"L O

(3) Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist die Menge Aff(V) :={g: V —
V' | g Affinitét } eine Gruppe, die affine Gruppe von V. Dies ergibt
sich unmittelbar aus (1) und (2).

4.1.5. Teilverhiltnis. Seien V ein K-Vektorraum und z1,z9,2 € V
mit z1 # xo drei Vektoren aus V, die auf einer Geraden liegen, d.h. so daf3
x =z +alxy— 1) (=azxs+ (1 — a)z).

T2 — X7
z1

r—x
T2 1
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Dann ist « eindeutig bestimmt (denn aus x = 21 + a(xe —x1) = 21 + B(22 —
x1) folgt (v — B)(x2 —x1) = 0, also @ = 3). Man nennt TV(z1,z2,7) = «
das Teilverhdiltnis von x1, x2,T.

LEMMA (Invarianz des Teilverhéltnisses unter affinen Abbildungen). Sei-
en V,W K-Vektorriume, g: V. — W eine affine Abbildung und x1,xs,2 € V
auf einer Geraden mit 1 # xo und g(x1) # g(x2). Dann liegen auch
9(x1),9(z2),9(x) auf einer Geraden und es gilt

TV(z1,12,7) = TV(g(21), 9(72), 9(7)).

BEWEIS. Seien g = Ty, o f mit y € W und f: V — W linear. Aus
x =1 + alxy — x1) folgt

9(z1) + a(g(z2) — g(21)) = f(z1) +y + a(f(22) +y — f(z1) —y)
= f(x1) + a(f(x2) — f(21)) +y
= f(z1 +alze — 1)) +y
= f(z)+y
= g().

Also ist a =TV (z1,22,2) = TV(g(21), 9(22), 9(2)). 0
4.2. Quadratische Hyperflichen

Wir definieren quadratische Hyperflichen als Nullstellengebilde quadra-
tischer Funktionen und klassifizieren sie beziiglich affiner Aquivalenz. In die-
sem Abschnitt sei stets K ein Korper mit 2 =1+ 1 # 0, also zum Beispiel
K =R.

4.2.1. Quadratische Funktionen. Seien A € K"*" a € K", a € K
und F': K" — K definiert durch F(z) := 2! Az + a'z + a. Das heifit mit

aq &1
A= (Oéij), a= y L=
Qnp n
gilt
&1 n n
Fa)=F|:|=> aj&&+) aibi+a
£ ij—=1 i—1

Ist A # 0, so heifit F' quadratische Funktion und V(F) :={x € K" | F(x) =
0} quadratische Hyperfliche oder auch Quadrik.

BEMERKUNG. Man kénnte wie oben wieder diese Definition auf beliebige
n-dimensionale Vektorrdume iibertragen; gebraucht wird dazu die folgende
Bemerkung 3. Das bringt aber hochstens eine Komplikation.

BEISPIEL. Seien K = R und n = 2.
Flx)=€+¢-1 V(F) Kreis

2 2

F(z) = 5_12 + 5_22 — 1 mit o, a9 #0 V(F) Ellipse
a1 0y

F(z) = &6 — 1 V(F) Hyperbel
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F(z) = & + & V(F) Parabel

BEMERKUNGEN. (1) In der obigen Definition kann A symmetrisch
(d.h. A = A') angenommen werden.

BEWEIS. zfAx = (2! Ax)! = 2t Alz, also

1 1
' Az = E(ﬂ:tAx + ot Alz) =2t (5(/1 + AY) z.
B
Offenbar ist B symmetrisch. O

(2) (Eindeutigkeit der Darstellung). Seien A4, A" € K™*™ symmetrisch,
a,a’ € K", a,o/ € K und fiir alle z € K"
F(z) = 2" Az + a'z + a,
F'(z) = 2'Ax + (a)'w + .
Gilt dann F(z) = F'(z) fiir alle x € K™, so ist A= A’, a = o’ und
a=d.
BEWEIS. Seien A = (a;;), A’ = (of;), a = (q;), ' = ().
(a) Aus F(0) = F'(0) folgt a = «’.
(b) Seien 1 < i < n beliebig. Dann ist ! A die i-te Zeile von A und
efAej = «yj. Es gilt
F(e;) = el Ae; +a'e; + a = a + a; +
F(2¢;) = da; + 204 + «
also nach Voraussetzung
Qi+ +a =l + o+ d,
dag; + 20 + a = 4(121- + 204; + .
Wegen a = o folgt daraus 2a;; = 2¢/;, also (da 2 # 0 in K)
auch a;; = of;. Damit gilt aber auch «; = a.
(c) Seien i, j beliebig mit i # j und 1 < i,j < n. Es gilt
F(el- + ej)
= (ei + €)' Aei + ¢j) +a'(ei +¢j) +
=elAe; + eEAel- + et Aej + ez»Aej +a'e; +a'ej +a
= ay; + 2045 + a5 + o + o + da A symm.
Aus F(e; +e;) = F'(e; + ¢;) folgt mit (a) und (b) 25 = 20,
also auch «;; = o

i
O

(3) (Verhalten bei Affinitéten). Seien F': K™ — K eine quadratische
Funktion und g: K™ — K" eine Affinitéit. Dann ist auch F o g eine
quadratische Funktion und es gilt

V(Fog)=g '[V(F)].
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BEWEIS. (a) Sei F(z) = z'Az + a'z + o mit A € K™ sym-

metrisch und # 0, a € K™ und o € K. Sei ferner
g: K" — K"
x — Cx+bmit C € GL(n, K)
Dann gilt
F(g(x)) = (Cz +b)'A(Cz +b) + a'(Cx +b) + «
= a'C'ACz + ¢! C' AL +b' ACx + V' Ab + a'Co + a'b+ @

btACx
=2 C'AC z + (28" AC + a'C)x + D' Ab + a'b + o
=: A’ — o
=: (a)" o

A’ ist wieder symmetrisch und # 0.
(b)
z€V(Fog)=F(g(x)) =0

o
s
n &
QI m
L

= ,E
.ﬁ N—
Pt

O

4.2.2. Affine Aquivalenz. F,F’: K" — K seien quadratische Funk-
tionen. F heifit affin dquivalent zu F' genau dann, wenn es eine Affinitéit
g: K" — K" gibt mit F/ = F o g. Eine Teilmenge Q C K" heifit affin
dquivalent zu Q' C K™ genau dann, wenn es eine Affinitit g: K™ — K"

gibt mit ¢[Q'] = Q.

Wir betrachten jetzt folgendes Problem. Gegeben sei eine quadratische
Funktion F': K™ — K. Gesucht ist eine Affinitdt g: K™ — K" sodafl F'og
eine ,,moglichst einfache Form* hat. Das wesentliche Hilfsmittel hierfiir ist

der folgende Satz.

SATZ. Sei A € K™ symmetrisch. Dann ezistieren C € GL(n, K) und

M-y € K s0 daff C*AC in Diagonalgestalt ist, d.h.

il
CtAC =

Tn

(Hier und im folgenden sollen nicht ausgefiillte Stellen von Matrizen 0 sein).

BEWEIS. OBdA sei A nicht von Diagonalgestalt (sonst kann man C = E

wihlen). Sei ¢ minimal mit «;; # 0 fiir ein j > 1.

Qpi ... QOpp
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Fall 1. ay; # 0. Setze

1
] %1 —Qin
C = Oélm' T O € GL(n, K).
1
Dann gilt
1
1
Ct = _Oéi,’z"-{»l 1 s
a’L’L
=g 1
a’L’L
also
Qg
CtA _ (877 ce (6779
0 = *
0 = *
und damit
aq
C1AC = @i 0
0 = *
0 = *

Fall 2. aj; = 0, aber a;; # 0 fiir ein j > 1. Setze
1

C = - € GL(n, K).

73
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C'AC = CAC entsteht aus A durch Vertauschen der i-ten mit der j-ten
Zeile und Spalte. Jetzt kann man wie im Fall (1) fortfahren.

Fall 3. cvjj = -+ - = oy = 0 und a5 # 0 fiir ein j > 4. Setze
1
1
1 1
1
C= € GL(n, K).
1
1 0
1
1

Dann gilt C'A=CA =

11
Qj—1,i—1
Qi togp oo ot g oo Qi Qg
~~ ~—~ s
0 0
* .. * *
* * *
also
11
Qj—1,i—1
CAC = QOcij X ... X
* *
* . *

Wegen a; # 0 ist auch 2a;; # 0 und wir kénnen wie im Fall (1) fortfahren.
Durch Iteration dieses Verfahrens erhélt man eine Matrix von Diagonal-

gestalt. Die im Satz geforderte Matrix C' ist dann das Produkt aller verwen-
deten Matrizen. 0

BEMERKUNG. Wie im Fall 2 des Beweises ergibt sich, dal man zu gege-
benem symmetrischen A € K"*" ein C' € GL(n, K) und 1, ...,7 € K\{0}
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finden kann so daf

il

CtAC = o

4.2.3. Klassifikation von Quadratiken.

SATZ. Jede quadratische Hyperfliche Q C K" ist affin dquivalent zu
einer Fliche des Typs V (F), wobei fiir F' folgende Formen auftreten.

r
(4.1) F(z) = Z%{? +1 Mittelpunktsfliche
i=1
r
(4.2) F(x) = Z 72 Kegelfldche
i=1
s
(4.3) F(z) = Z%{? +&-41  parabolische Fliche.

i=1

Dabei ist r < n in (4.1), (4.2), r < n in (4.3), y1,...,% € K und z =
(51, - ,{n)t. Im Fall K = R kann ; € {£1} gewdihlt werden, und im Fall
K =C kann ~v; = 1 gewdhlt werden.

BEWEIS. Seien Q = V(G) und G = 2'Az + o’z + a mit A € K™

symmetrisch, ¢ € K™ und a € K. Nach dem Satz in 4.2.2 gibt es C €
GL(n,K) und vy,...,v, € K mit

il
CtAC =

Tn

Dann gilt

G(Cz) = 2'C'ACz +d'Cz + a

=Y &+ Biti+a
i=1 i=1
=: G1(x).

GGy ist affin dquivalent zu G, da z — Cx eine Affinitdt ist. Nach obiger
Bemerkung kann man annehmen, dal v1,...,v #0und yq1 = - =79, =



76 4. AFFINE GEOMETRIE

0 sind fiir ein r mit 1 <r < n.

ZZ%@Z-FZ@‘&-FQ
=1 ;
r 2
:Z'Yz£z+_ ZB@&@‘FQ—Zﬂ
i=1

i=r+1
. . §,~+ﬁ fiir 1 <i<r
=: Gy(2') mit & = 2; -
& firr+1<i<n.

G ist affin dquivalent zu G1, da = — 2’ eine Translation ist, und es gﬂt

Z% (&) + Z Bi&i + o' = Gi(x) mit o _a_z

i=r+1

Fall 1. 41 = -+ = B, = 0, & # 0. OBdA sei o/ = 1 (bei Division
durch o' bleibt V(G2) unverindert). Dann sind G und G affin dquivalent,
also auch @ = V(G) und V(G2) affin dquivalent, und V(G2) ist vom Typ

(4.1).

Fall 2. Byy1 ==, =0, o/ =0. Q ist bis auf affine Aquivalenz vom

Typ (4.2).

Fall 3. B; # 0 fir ein ¢ mit r + 1 < 4 < n. Zur Vereinfachung der

Schreibweise nehmen wir 3,41 # 0 an.

GQ(x/) = Zryl r+1

= G3(2") mit & =& firi#r+1lund & = Z Bi&l + .

i=r+1
('3 ist affin dquivalent zu Ga, da
! X
.. 6
CCI — ﬁr—l—l ves ﬁn :UI + o
1
0
1 0

eine Affinitit ist. Also ist @ bis auf affine Aquivalenz vom Typ (4.3).

Sei jetzt K = R. Man wéhle \; € R mit
vi=A; ey >0,
Yi = —)\? fiir v < 0.

Mit & = A& folgt 7,62 = £(Ni&)? = £(&)2.

Im Fall K = C withle man \; € C mit ; = A2, Mit & = )\;&; folgt

7€ = (N&i)? = (&)

O
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BEMERKUNG. Aus dem Beweis ergibt sich noch, daf} jede quadratische
Funktion F' affin dquivalent ist zu einer quadratischen Funktion G, die bis
auf einen konstanten Faktor von einer der Formen (4.1) — (4.3) ist.

4.2.4. Klassifikation der quadratischen Hyperflichen; affin. Im
R? ist jede quadratische Hyperfliche # ) affin #quivalent zu einem V(F),
1=1,...,T:

Mittelpunktsfl.
r=2
Fi(z)=—& - & +1 Ellipse,
Fy(z)=—& +& +1 Hyperbel,
r=1
F(z)=—¢+1 zwei parallele Geraden
Kegelfl
r=2
Fy(z)= &+ & Punkt
Fs(z)= &2 — &2 zwei sich schneidende Geraden
r=1
Fs(z) =& Gerade
Parabolische Fl.
r=1
Frz)=& +& Parabel

Im R3 ist jede quadratische Hyperfliche # () affin dquivalent zu einem
V(F),i=1,...,14:

(1) Mittelpunktsflichen.

r=3
Fi(x)= —fl €2 — 241 Ellipsoid
Fy(x)= —fl €2+ &241  einschaliges Hyperboloid
Fy(x) = —€2 + &3 + €3+1 zweischaliges Hyperboloid
r=2
Fy(x)= —fl 2+1 elliptischer Zylinder
Fs(z)=—-&+¢&+1 hyperbolischer Zylinder
r=1
Fs(z)= - +1 zwei parallele Ebenen

(2) Kegelflichen

r=3
Fr(x) = 51 + 52 + 53 Punkt
Fy(z) =€ + & — & Kegel
r=2
Fy(z) =& + &2 Gerade
Fio(z)=¢€2 - €2 2 sich schneidende Ebenen
r=1

Fiy(z)= & Ebene
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(3) Parabolische Fldchen
r=2
Fio(z) = €2 + €2 + &5 elliptisches Paraboloid
Fi3(z) = € — ¢34+ &3 hyperbolisches Paraboloid
r=1
Fiy(x) =+ & parabolischer Zylinder

BEMERKUNGEN. Man kann zeigen:
(1) In R? bzw. R3 sind je zwei der angegebenen V (F;) nicht affin fiqui-
valent.
(2) Allgemein sind der Typ (d.h. (4.1), (4.2) oder (4.3)) und die Zahl
r affine Invarianten.
(3) Im Fall K = R ist die Anzahl der i mit ; = +1 eine affine Invari-
ante (Sylvestersches Trigheitsgesetz).



KAPITEL 5

Euklidische Geometrie

In der euklidischen Geometrie unterscheidet man feiner als in der affinen
Geometrie. Etwa ein Kreis wird als verschieden von einer Ellipse aufgefafit.
Ferner wird die Messung von Léngen und Winkeln moglich.

5.1. Euklidische Vektorridume

5.1.1. Motivation. Wir wollen Vektorrdume mit einer zuséatzlichen

Struktur versehen, die die Messung von Langen und Winkeln moglich macht.

Zur Motivation betrachten wir den R2. Die Linge eines Vektors x = (g; ) €

R2 sei erklirt durch
=] == /& + &

Der aus der Schule bekannte sogenannte Cosinussatz sagt folgendes aus.
Seien x,y # 0 und ¢ der Winkel zwischen x und y. Dann gilt

Iz +ylI* = ll2[I* + lly[I* + 2}z - |yl cos ¢.
Man erhélt fiir y = (73)
1

]| - [lyl| cos ¢ = 5(\\96 +ylI> = llz)* = lyl*)
1
= (& +m)?+ (@ +m)* =& — & —nf — )
=&m + &
=: 0(z,y).

Mit Hilfe des so definierten , Skalarprodukts“ o: R? x R? — R kann man
also Léngen und Winkel messen:

2]l = Vo(z,z),
o(z,y)
[l - [yl
In unserem allgemeinen Kontext gehen wir von einer axiomatischen Be-

schreibung des Skalarprodukts ¢ aus und erkléren die Lénge eines Vektors
und den Winkel zwischen zwei Vektoren durch die obigen Beziehungen.

cos =

5.1.2. Euklidisches Skalarprodukt.

DEFINITION. Seien V ein R-Vektorraum und o: V x V' — R eine Abbil-
dung. o heif3t euklidisches Skalarprodukt, wenn o bilinear ist, d.h. fiir alle
x,y,z € V und alle o, 8 € R gilt

olax + By, z) = ao(x, 2) + fo(y, 2),
o(z,ay + fz) = ao(z,y) + fo(z, 2).

79
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ferner o symmetrisch ist, d.h. fir alle z,y € V gilt
o(z,y) = oy, ),
und o positiv definit ist, d.h. fiir alle z € V gilt
o(z,z) >0 falls z#0.

(V,0) heifit euklidischer Vektorraum, wenn o ein euklidisches Skalarprodukt
auf V ist.

BEISPIELE. (1) V. =R", und fiir
&1 m
r=|: und y=| :
&n "in
setzt man

o(z,y) =a'y=&m + - + &

Man zeigt leicht, dal damit ein euklidisches Skalarprodukt definiert
ist, und nennt es das kanonische Skalarprodukt im R™.

(2) Seien (V,o) euklidischer Vektorraum, W ein R-Vektorraum und
f: W — V ein Monomorphismus. Setze

or(y1,y2) == o(f(y1), f(y2))

fir alle y1,y2 € W. Dann ist (W, o) ein euklidischer Vektorraum.
(3) Sei

oo
Vi={(a,1,00,...) ERN|ZOZ?<OO}
=0

und
a(a, b) = Z Oéiﬁi
=0

fiir @ = (a;) und b = (3;) € RY. Dann ist (V,0) ein euklidischer
Vektorraum, der sogenannte Hilbertsche Folgenraum (Beweis, ins-
besondere dafl o wohldefiniert: s. Analysis).

(4) V={f:]a,b] = R| f stetig}

b
o(f.9) = / F(tyg(t) dt

fir f,g € V. Dann ist (V, o) euklidischer Vektorraum. (Beweis: s.
Analysis).

BEMERKUNGEN. Sei (V,0) ein euklidischer Vektorraum.
(1) Fiir alle z € V gilt

o(z,0) =0,

denn aufgrund der Bilinearitét ist o(z,0) = o(z,0) + o(z, 0).
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(2) Seien 1, ...,zy eineBasisvon V,z =3 " | &ayundy = Y0 ;.
Dann gilt
m
o(z,y) = (&,...,&)A | ¢ mit A = (o(z;,x;)) € R™™.
Tin
BEWEIS.

o(x,y) = J(Z &, Z 17575)
i=1 j=1

= Gmjoliz))
i=1 j=1
m
= (515 e >£n)A
Mn

Das war zu zeigen. O

5.1.3. Orthogonale Projektion auf einen Vektor. Seien (Vo) ein
euklidischer Vektorraum und z,y € V. Dann nennt man ||z| := /o (z,z) >
0 die Ldnge von z. Ferner nennt man x orthogonal zu y und schreibt x L vy,
wenn gilt o(z,y) = 0. Ist noch y # 0, so nennt man ein p € V' orthogonale
Projektion von z auf y, wenn gilt

(1) p € Ry und
(2) z—pLly.
h :=x — p heifit Lot von x auf y.

SATz. Seien (V,o) ein euklidischer Vektorraum, x,y € V undy # 0. Es
gibt genau eine orthogonale Projektion von x aufy, und zwar

_ ()
p= Y.
o(y,y)
BEwEIS. Eindeutigkeit. Sei p orthogonale Projektion von z auf y, also
p=ayund z—p L y. Dann gilt o(z —p,y) =0, also o(z,y) = ac(y,y) und

daher a = %, da y # 0.
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Existenz. Setze p = %y Dann ist p € Ry und
0'(,1? - D y) = O'(JT,y) - O-(x’y)o-(y’y) =0.
o(y,y)
Das war zu zeigen. 0

5.1.4. Schwarzsche Ungleichung.

SATz. Seien (V, o) ein euklidischer Vektorraum und x,y € V. Dann gilt

(1) ||lz|| =0 genau dann, wenn x = 0.

(2) llaz|| = | - ||z|| fir alle a € R.

(8) (Schwarzsche Ungleichung). |o(x,y)| < ||z| - ||y||. Die Gleichheit
gilt genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

(4) (Dreiecksungleichung). ||z + y|| < ||z|| + ||y]|-

BEWEIS. (1) Die Behauptung folgt aus ||z||* = o(z, z).
(2) llaz|?* = o(az, az) = a’o(z,2) = |af*|l]*.
(3) OBdA sei y # 0. Seien p = My die orthogonale Projektion von

o(y,y)
z auf y und h := z — p das Lot von z auf y. Dann gilt
0<o(h,h)
=o(z—p,z—p)

= o(x,2) — 20(2,p) + o(p, p)

o(z,y) o(x,y)?
2U(y,y) (=.9) U(y,y)QU(y’y)

also o(z,y)? < o(z,x)o(y,y). Die Gleichheit gilt genau dann, wenn
o(@.y)
o(y,y)
abhéngig. Umgekehrt hat man

h =0, alsowennx =p =

y. Im Fall h = 0 sind also z, y linear

x,y sind linear abhéingig = az + Sy =0 mit a #0 (da y # 0)
=z =y
= o(z,y) =70y, y)-
Also ist
_o(z,y)
o(y,y)
(4) Man erhélt aufgrund der Schwarzschen Ungleichung

oz +y,z+y)=o(zz)+20(z,y) +0(yy)
<o(z,z) + 2|zl - [yl + oy, y)
= ||=[* + 2]l - lyll + Iyl
= (l=Il + lwl)*.

Das war zu zeigen.
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5.1.5. Winkel. Wir kénnen jetzt Winkel wie folgt erkldren. Seien (V, o)
ein euklidischer Vektorraum, z,y € V und x,y # 0. Sei weiter ¢ € R mit
0 < ¢ < 7. @ heiit Winkel zwischen x und y, wenn gilt

o(z,y)
] - lyll
BEMERKUNGEN. Seien (V, o) ein euklidischer Vektorraum und z,y € V.

cos =

(1) Fiir z,y # 0 ist der Winkel zwischen = und y wohldefiniert, denn
nach dem Satz gilt

PG I
I I 7
Also gibt es (s. Analysis) ein eindeutig bestimmtes ¢ € R, 0 < ¢ <
T mit cosp = II(;(II?ilyy)II'
(2) Seien x,y # 0 und p die orthogonale Projektion von z auf y. Dann
gilt % = | cos p|, wobei ¢ der Winkel zwischen x und y ist.
el _ lo@y)l _ e
BEWRIS. i3] = fyiifiey = 008 ¢l .

(3) (Cosinussatz) Seien z,y # 0 und ¢ der Winkel zwischen z und y.
Dann gilt
2+ yl* = || + [lyl|* + 2|zl - [ly]| cos .

Insbesondere ist ||z + y[|? = ||z|? + ||y||* genau dann, wenn z L y
(Satz des Pythagoras).

BEWEIS. o(z + y,x + y) = o(z,z) + o(y,y) + 20(x,y), und
o(z,y) = [l - lyll cos ¢. 0
(4) Als Beispiel wollen wir den Winkel zwischen einer Kante x und der

Diagonale y des Einheitswiirfels im R* berechnen, wobei wir das
kanonische Skalarprodukt o im R* zugrunde legen. Es sei also

1 1
0 1
=1 und y = 1
0 1

Dann hat man o(z,y) = 1, sowie ||z|| = 1 und |jy| = V4 = 2. Fiir
den gesuchten Winkel ¢ gilt also

o(x,y) 1 s
= — "7 = _ d.h. = —.
Ol T 2 Y73

Es handelt sich demnach um einen Winkel von 60 Grad.
(5) o laBt sich durch || - || ausdriicken:

olx+yxz+y) =o(x,z)+0o(yy) +20(x,y),
also

1
o(z,y) = 5 (le+ylI” = ll=1” = llv]*).
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5.2. Orthonormalisierung

5.2.1. Orthonormalsystem und Orthonormalbasis. Seien (V,0)
ein euklidischer Vektorraum und (e;);e; eine Familie von Vektoren aus V.
(e;)icr heiBt Orthonormalsystem (ONS) in V', wenn gilt

a(ei,ej) =0 firi,jel,i#j,
o(ej,e;) =1 firiel.

(e:)ier heiBt Orthonormalbasis (ONB) in V, wenn zusétzlich (e;);c; Basis
von V ist.

BEMERKUNGEN. (1) Im Standardbeispiel (R", o) mit o(x,y) = z'y
ist (e1,...,e,) Orthonormalbasis.
(2) Ist (e;)ier Orthonormalsystem, so ist (e;)ier linear unabhéngig. Be-
weis: Sei J C I, J endlich. Gelte

Z o;e; = 0.
ieJ
Dann gilt fiir jedes j € J
0= U(Z Qe €e5) = Zam(ei, ej) = a;.
ieJ ieJ
Unser Ziel ist die Konstruktion einer Orthonormalbasis aus einer gege-

benen Basis. Dazu behandeln wir zunéchst die orthogonale Projektion auf
einen Unterraum.

5.2.2. Orthogonale Projektion auf einen Unterraum. Es seien
(V,0) ein euklidischer Vektorraum, x € V und U C V Unterraum. p € V
heifit orthogonale Projektion von x auf U, wenn gilt

(1) pe U und
(2) z—p LU (dh. x —p L u fiir alle u € U).

h :=x — p heifit Lot von z auf U. (Fiir U = Ry ist das die alte Definition).
x
h

SATZ. Seien (V,o) ein euklidischer Vektorraum, x € V, U C V Un-
terraum und (e, ..., ey,) eine Orthonormalbasis von U. Dann gibt es genau
eine orthogonale Projektion von x auf U, und zwar

n
p= Z O'(x, 62‘)62‘.
1=1
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BEWwEIS. Eindeutigkeit. Annahme: p ist orthogonale Projektion von x
auf U. Dann gilt

n
P:Zaiei

i=1
r—ple; fliirj=1,...,n
o(x —p,e;) =0

n n
o(z,e5) =o(p,e;) = O’(Z ae;, €ej) = Z%U(eu ej) = ;.
i=1 i=1

Existenz. Setze p =3 ;" | o(z,¢€;)e;. Dann ist p € U, und es gilt
n

o(z—p,ej) =o(x,ej) — Za(x, ei)o(eiej) =o(z,e;) —o(z,e;) =0

i=1
o(x —p,u) =0 fir alle u € U, also
x—p LU
Das war zu zeigen. O
BEMERKUNGEN. (1) o(z,e;) heifit auch i-ter Fourierkoeffizient von

x bzgl. (e1,...,ep).
(2) Die Lénge ||h|| des Lotes von x auf U ist der Abstand des Vektors
x von dem Unterraum U, definiert durch

d(z,U) :=min{ ||z —u|| |u € U }.

BEwEIs. Es gilt h =  — p, wobei p die orthogonale Projektion
von z auf U ist. Zu zeigen ist || — p|| = min{ ||z —u| | v € U }.
Wegen p € U gilt >. Umgekehrt gilt fiir beliebiges u € U

r—u=xr—p+p—u
lz —ul® = [lz = p* + llp —ull® da (z—p) L (p—u)
[ —ull > |l = p].

Das war zu zeigen. 0

5.2.3. Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren. Wir geben
jetzt ein Verfahren an, mit dessen Hilfe man aus einer gegebenen (endlichen
oder abzdhlbar unendlichen) Basis eine Orthonormalbasis herstellen kann.

SATz. Seien (V,0) ein euklidischer Vektorraum, x1,x2,x3, ... linear un-
abhdngig (endlich oder abzihlbar unendlich viele Vektoren). Dann kann man
ein Orthonormalsystem eq,eq, e3,... konstruieren (soviele wie die x,,’s) so
dafs fiir jedes n gilt: (e1, ..., ey) ist Orthonormalbasis von Uy, := (x1,...,%y).

BEwEIS. Wir konstruieren eq, es, e3, ... induktiv.

Basis n = 1. Setze e := ”i—i”; man beachte hierbei, dafy 1 # 0. Dann
ist o(e1,e1) = 1.

Schritt n — n+1. Seien e, ..., e, schon konstruiert. (eq,...,e,) ist Or-
thonormalbasis von U, = (x1,...,x,). Sei p,+1 die orthogonale Projektion
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von x,4+1 auf Uy, also

n

Pt =Y 0(zni1,ei)ei.

i=1

Dann ist hypy1 := Tnpe1 — pny1 das Lot von 11 auf U,. Es ist hy, 11 # 0, da
hn .
Tnt1 & Up = (x1,...,2) und ppq1 € Uy,. Setze e,41 := IIhn—ﬂll Dann gilt

1
o(ei,ent1) = oei,hny1) =0 firl<i<n

[

O’(en+1, en-‘,—l) =1

Nach Induktionsvoraussetzung ist also ey, ..., en, €pr1 Orthonormalsystem.
Zu zeigen bleibt (e1,...,ent1) = (T1,. .., Tny1) (= Uny1).
C. Nach Induktionsvoraussetzung ist (e1,...,en) = (T1,...,2yn) (= Uy).

Ferner gilt

1
ent1 = 77— (Tnt1 — Pny1) und ppyq € Up.
[ Ansa |

D. Es gilt xpt1 = b1 + Prg1 = |hntillensr + Pngr und ppy € U, =
(€1,...,€n). 0

KOROLLAR. Jeder endlichdimensionale euklidische Vektorraum besitzt
eine Orthonormalbasis.

BEMERKUNGEN. Seien (V, o) ein euklidischer Vektorraum, U C V end-
lichdimensionaler Unterraum und x € V. Die orthogonale Projektion p von
x auf U kann man wie folgt berechnen.

(1) Falls eine Orthonormalbasis ey, ..., e, von U bekannt ist, hat man
n
p= Z O'(x, 62‘)62‘.
=1
(2) Falls nur ein Erzeugendensystem x1,...,x, von U bekannt ist,
setze man

m
b= Z Q4T
i=1

und bestimme a4, ..., q,, aus
ay
Al ¢+ | =b mit A= (0(z,2;)) und b = (o(x, z;)).
m

Dann ist p die orthogonale Projektion von z auf U.
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BEWEIS. p € U ist klar. Ferner sind folgende Aussagen &qui-

valent.
r—p LU
olx —p,z;) =0 firi=1,...,m

m
o(x,z;) =o(p,x;) = Z ajo(zj,x;) firi=1,...,m
j=1

aq
b=A

Qo

Damit ist das Problem auf die Losung eines linearen Gleichungssy-
stems reduziert. O

5.2.4. Orthogonales Komplement. Seien V ein euklidischer Vektor-
raum und M C V eine Teilmenge. Dann ist das orthogonale Komplement
M+ von M (gelesen: , M senkrecht®) definiert durch

Mt :={zecV |zl M}
wobei z L M bedeutet x L y fiir alle y € M.

BEMERKUNGEN. (1) M+ ist Unterraum, da o bilinear ist.
(2) Seien U C V Unterraum und z,...,z, Erzeugendensystem von
U. Dann ist
Ut ={z1,...,z.}",

da o bilinear ist.
(3) Es gilt M C M+, dax L M* fiir alle z € M.

SATZ. Seien (V,0) ein euklidischer Vektorraum und U C'V' Unterraum.

(1) Ist U endlichdimensional, so gilt V. =U & U*.
(2) Ist V endlichdimensional, so gilt U = U++.

BEWEIS. (1) V.= U + U*: Seien x € V und p die orthogonale
Projektion von x auf U. Dann ist

z=p+(z—p) eU+U™-

UNUL =0:Seiz € UNU*L. Dann ist # L z, also o(z,z) = 0 und
damit z = 0.
(2) Wegen

dimV = dimU + dim U+
dimV = dimU~+ + dimU++

folgt dimU = dim U+, Mit U C U+ ergibt sich die Behauptung.
d

BEMERKUNG. Teil (2) des Satzes gilt auch im Fall dimU < oo und
beliebigem V'; dies wird hier aber nicht gezeigt.
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5.2.5. Abstand affiner Unterriume. Als erste einfache Anwendung
der bisher entwickelten Theorie wollen wir zeigen, dafi der Abstand zwei-
er affiner Unterdume gleich der Lénge ihres gemeinsamen Lotes ist. Diese
Begriffe sind zunéchst zu erklaren.

DEFINITION. Seien (V,o) ein euklidischer Vektorraum und L, L’ affine
Unterrdume, etwa L = 2 + U, L' = 2/ + U' mit z,2’ € V und U, U’ C V
Unterrdume. h € V heifit gemeinsames Lot von L und L', wenn es p € L
und p’ € L' gibt mit

h=p-p,
h1lU und h_LU.

Ist h gemeinsames Lot von L und L’ so heiit ||h| =: d(L, L") der Abstand
von L und L'. (Diese Definition ist sinnvoll aufgrund des folgenden Satzes).

BEISPIEL. Seien V = R3 und L, L' windschiefe Geraden im R3, d.h.
L |f L'. Dann ist h die kiirzeste Verbindung zwischen L und L’. Sind L, L’

parallele Geraden im R3, so ist A die lotrechte Verbindung zwischen L und
L.

SATz. Seien (V,o) ein euklidischer Vektorraum und L, L’ affine Unter-
réume, etwa L = x +U, L' = ' +U" mit x,2’ € V und U,U' C V Un-
terrdume. Dann gilt:

(1) Es gibt hichstens ein gemeinsames Lot von L und L'.
(2) Sind L und L' endlichdimensional, so existiert das gemeinsame Lot.
(8) Ist h gemeinsames Lot von L und L', so gilt

1Al = min{|lq — ¢'l| | ¢ € L und ¢' € L' }.
BEWEIS. (1) Seien h und k gemeinsame Lote von L und L’. Dann
gilt
h=p—p mitpelL,pel k=q—q¢ mitgqeL,¢ el
h1UU kL UU
Dann ist h —k € U + U’, denn es gilt
h=k=@p-p)-@@-d)=p-a)-0 -4d).
——  N——
cU ev’

Weiter ist h —k € (U +U')*, denn es gilt h L U, U’ und k L U, U’,
und o ist bilinear. Also ist o(h—k,h—k) = 0 und damit h —k = 0.

(2) Seien L = z+U und L' = 2’ + U’ endlichdimensional. Mit U, U" ist
dann auch U+U’ endlichdimensional. Also existiert die orthogonale
Projektion p von x — 2’ auf U + U’, dh. p € U + U’ und h :=
(x — ') — p ist das Lot von  — 2’ auf U + U’. Sei p = q + ¢ fiir
q € U und ¢’ € U'. Man erhélt

h=(x—q)— @ +¢)
—_——  ——
el cL’/

h LUU dah LU+U.

Das war zu zeigen.
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(3) Sei h gemeinsames Lot von L und L', also
h=p—p mitpelL,p el
h 1 UU.
Seien noch ¢q € L, ¢ € L'. Dann ist p — g € U, also h L. p — ¢, und
ebenso p' — ¢ € U’, also h L p — ¢'. Weiter ist
¢—¢d=p-p-q) P+ -d)=p-p +y mityeU+U"
N—— —_—— =
evu cu’ h
Wegen h | U, U’ ist h L y. Nach dem Satz des Pythagoras folgt
llg = 'II* = 1l* + [ly[I* = [1h]*.
Das war zu zeigen.

O

5.2.6. Hessesche Normalform fiir Hyperebenen. Als weitere An-
wendung leiten wir eine niitzliche Darstellung von Hyperebenen her.

SATZ. Seien (V,o) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum
und H C V.

(1) H ist genau dann Hyperebene, wenn sich H schreiben lift in der

Form
H={zeV]onz) =0}

mitn € V, ||n|| =1 und 8 € R. n heifit Normalenvektor zu H.

(2) Seienn €V, |n||=1und H={z €V |o(n,z)=0}. Dann gilt
fiir alley e V

d(y7H) = ‘U(nay) - ﬁ’

BEWEIS. (1) Sei H Hyperebene, also H = hg+ U mit U C V
Unterraum und dimU = dimV — 1. Dann ist dimU+ = 1 (da
V =U®U"'), also U+ = Ru fiir ein v # 0. Setze

v
n = ol
Dann ist auch U+ = Rn und ||n|| = 1. Folgende Aussagen sind
dann &dquivalent.
heH
h—hyeU
o(n,h—hy) =0 daneU*

o(n,h) =o(n,hg) =: 5.

Alsoist H={x €V |o(n,z) =B} mit §:= o(n, hy).
Sei nun umgekehrt H = {x € V | o(n,z) = [ }. Setze hy :=
Bn € H. Dann ist

H—hy={x—ho|o(n,z)=0}
={x—ho|o(n,z)=0c(n,ho)}
={ylo(n,y) =0}
= (Rn)*.
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H — hg ist also ein (dim V' — 1)-dimensionaler Unterraum von V.
Damit ist gezeigt, dafl H eine Hyperebene ist.
(2) Sei H = hg + U und U = (Rn)*. Dann ist

d(y, H) = min{ |ly — h[| [ h € H }
=min{|ly —ho—ul [ueU}
= d(y - hOa U)
= L#nge des Lots von y — hg auf U.
Sei p die orthogonale Projektion von y — hg auf U, also
Yy — hO —-D 1 U7
y—hyg—p=An.
Dann ist
nvy) - O'(?’L,ho)‘
n,y— ho)’

g

g

(
(
(
(

= |}l dapeU
= Lénge des Lots von y — hg auf U.

Das war zu zeigen.

5.3. Orthogonale Abbildungen

Euklidische Vektorrdume enthalten neben der Vektorraumstruktur noch
zusitzlich das Skalarprodukt o. Es liegt jetzt nahe, lineare Abbildungen zu
betrachten, die das Skalarprodukt erhalten. Solche Abbildungen nennen wir
Bewegungen oder auch orthogonale Abbildungen.

In diesem Abschnitt sei stets (Vo) ein euklidischer Vektorraum endli-
cher Dimension.

5.3.1. Definition orthogonaler Abbildungen.

SATz. Seien (e1,...,en) Orthonormalbasis von V, f:V — V ein En-
domorphismus und A € R™" die darstellende Matrix von f bzgl. der Basis
(e1,...,en) von V, also

fleg) = aijei.
=1

Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) |l @) = [l=|| fiir alle z € V.

(2) o(f(x), f(y)) = o(x,y) fir alle z,y € V.

(3) f(e1),..., f(en) ist Orthonormalbasis von V.
(4) A'A=E.
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BEWEIS. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus
2]l = Vo(z,2),
1
o(z,y) = 5 (lv +yl* = ll=]* = llyll*).

(2)=(3). Es gilt o(f(es), f(ej)) = o(es, e5) = d;5. Also ist auch f(eq), ...,
f(en) ein Orthonormalsystem und deshalb linear unabhingig. Mit dim V' =
n folgt, dal f(e1),..., f(e,) auch eine Orthonormalbasis von V ist.

(3)=(2). Seien v =371 | aje; und y = >%_, Bje;. Dann gilt

o(e.y) = o (3 o 3 ;)
i—1 j=1
= Z Z alﬂja(ei, ej)

i=1 j=1

= Z Z ;30

i=1 j=1

— Z Z aifBjo(f(es), f(ef))

i=1 j=1

— 0<iaif(€i)aiﬁjf(ej))

=o(f(x), f(y))-
Die Aquivalenz von (3) und (4) ergibt sich wie folgt. Zunéchst ist

o(f(ei). f(e5)) = o (D amier, Y cuzer)
k=1 /=1

n n
=3 > anogo(er, )

k=1 (=1
n
= Z Ui Otk da o(eg, er) = Ope-
k=1

Also sind folgende Aussagen &quivalent.
f(e1),..., f(en) ist Orthonormalbasis von V'
o(f(ei), f(ej)) =6;; firalled,jmit1<i,j<n

n

Zakiakj =0;; fliralles,jmit1<4,5<n

k=1

A'A=E.
Das war zu zeigen. O
DEFINITION. Seien f wie im Satz und (ey, ..., e, ) eine Orthonormalbasis

von V. Der Endomorphismus f heifit orthogonal, wenn f eine der Bedin-
gungen (1)-(3) (und damit alle) des Satzes erfiillt. Die Matrix A € K™*"
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heifit orthogonal, wenn A*A = E. Man nennt
O(n):={AcGL(n,K)| A'/A=E}
die orthogonale Gruppe.

BEMERKUNGEN. (1) Sei (eq,...,ey) eine Orthonormalbasis von V.
FEin Endomorphismus f von V ist nach dem Satz genau dann or-
thogonal, wenn die f darstellende Matrix (bzgl. (eq,...,e,)) ortho-
gonal ist.

(2) Eine Teilmenge U einer Gruppe (G, o) heifit Untergruppe, wenn die
Gruppenstruktur auf G eine Gruppenstruktur auf U induziert, d.h.
wenn gilt (1) aoB € U firallea, 3 € U, (2) ec Uund (3) a~ ! € U
fiir alle « € U. — O(n) ist Untergruppe von GL(n, K).

(3) Wichtige Beispiele orthogonaler Matrizen im Fall n = 2 sind:

A= < cosip st SO) Drehung
—sing cosp

B— [C0s¥ sin
- \singp —cosyp

> Drehspiegelung.

Man zeigt leicht, dafl A, B € O(2) sind. Die zugehérigen Endomor-
phismen kann man sich wie folgt veranschaulichen.

figa) flen)
P e1
@ “
f(e1) f(e2)

5.3.2. Bewegungen, euklidische Aquivalenz. Das Gegenstiick zu
den Affinitéiten in der affinen Geometrie sind in der euklidischen Geometrie
die Bewegungen.

Sei (wie stets in diesem Abschnitt) (V, o) ein euklidischer Vektorraum
endlicher Dimension. Eine Abbildung g: V' — V heifit Bewegung, wenn es
eine orthogonale Abbildung f: V — V und ein y € V gibt so daf} fiir alle
x eV gilt

g(x) = f(z) +y.

BEMERKUNG. {g: V — V | g Bewegung} ist eine Untergruppe der
affinen Gruppe Aff(V).

Wir wollen die Uberlegungen aus Abschnitt 4.2.2 — insbesondere die
Klassifikation der Quadriken — auf den Fall der euklidischen Geometrie
iibertragen. Im folgenden betrachten wir also den speziellen euklidischen
Raum V = R" mit dem kanonischen Skalarprodukt o(z,y) = x'y.
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Quadratische Funktionen werden wie in 4.2.1 definiert. Wie dort ergibt
sich fiir sie das folgende Verhalten bei Bewegungen. Sei F': R” — R eine
quadratische Funktion und g: R™ — R" eine Bewegung. Dann ist auch Fog
eine quadratische Funktion und es gilt

V(Fog)=g '[V(F)]

F,F": R" — R seien quadratische Funktionen, @ = V(F) und Q' =
V(F"). F heift euklidisch dquivalent zu F', wenn es eine Bewegung g: R" —
R™ gibt mit £’ = F o g. Eine Teilmenge Q@ C R"™ heifit euklidisch dquivalent
zu Q' C R", wenn es eine Bewegung g: R” — R" gibt mit g[Q’'] = Q.

Wir betrachten wieder folgendes Problem. Gegeben sei eine quadratische
Funktion F': R” — R. Gesucht ist eine Bewegung g: R — R" so dafl F og
eine ,,moglichst einfache Form* hat. Das wesentliche Hilfsmittel hierfiir ist
die folgende Verschérfung des Satzes in 4.2.2, die im Fall des Grundkoérpers
R moglich ist.

SATZ (Hauptachsentransformation). Sei A € R™™™ symmetrisch. Dann
existieren C € O(n) und v1,...,v, € R so daf§

7
CtAC =
Yn

(Nicht ausgefiillte Stellen von Matrizen sollen wieder 0 sein).
Den Beweis werden wir im néchsten Abschnitt 5.4 fiihren.
5.3.3. Klassifikation quadratischer Hyperflichen; euklidisch.

SATZ. Jede quadratische Hyperfliche Q C R™ ist euklidisch dquivalent
zu einer Fliche des Typs V (F'), wobei fir F folgende Formen auftreten.

(5.1) F(z) = Z 5 — Z -5 +1 Mittelpunktsfléche
i1 i iZm i

(5.2) F(z) = Z 5 — =5 Kegelfléiche
i1 i iZm i

- & ~ &
(5.3) F(z) = Z 5 — Z =5 +&-41  parabolische Fliche.
im1 Vi iZmyr i
Dabei ist m <r <nin (5.1), (5.2), m <r <nin (5.3), y1,...,7% € R und

d=(&6 ... &)

BEwEIs. Wir wiederholen im wesentlichen den Beweis aus 4.2.3, wobei
wir an einigen Stellen die entsprechenden Modifikationen anbringen.

Seien Q = V(G) und G = 2 Az + a'z + o mit A € R™ " symmetrisch,
a € R™ und o € R. Nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation in
5.4 gibt es C' € O(n) und ~1,...,7, € R mit

il
CtAC =

Tn
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Dann gilt

G(Cz) = 2'C'ACz + d'Cz + a

=Y &+ Biki+a
i=1 i=1
=: Gl(ac)

(G ist euklidisch dquivalent zu G, da x — C'x eine Bewegung ist. Wir kénnen
wieder annehmen, dafl v1,...,7v # 0 und .11 = --- = v, = 0 sind fiir ein
rmit 1 <r <n.

=Z%£?+Zﬂi&+a
2
_271 &+ Z Bi& + o — ZB

i=r+1
, , £Z+& fir1 <i<r
=: Go(2') mit & = 27; o
& firr+1<i<n.

G5 ist euklidisch #quivalent zu G1, da x — 2’ eine Translation ist, und es
gilt

Y
_ Lo B;
Z%gz +Zﬁlfz+a Gi() mlta—a—z4—%.
i=r+1 i=1
Fall 1. Bry1 =+ = B =0, # 0. OBdA sei o/ =1 (bei Division durch

o/ bleibt V(G2) unverdndert). Dann sind G und G5 euklidisch dquivalent,
also auch @ = V(@) und V(G2) euklidisch dquivalent, und V(G2) ist vom

Typ (5.1). )

Fall 2. 8,11 == (3, =0,a = 0. Q ist bis auf euklidische Aquivalenz
vom Typ (5.2).

Fall 3. 3; # 0 fiir ein ¢ mit r + 1 < i < n. Setze b’ := (ﬁr+1 ﬁn)

OBdA sei ||b|| =1 (sonst dividiere man durch ||b]]).

Z r)/l r+1

¢l firl1<i<r

)

=: G3(2") mit ¢ = Z Bkl + o firi=r+1
i=r+1
beliebig firr+1<i<n.



5.4. HAUPTACHSENTRANSFORMATION NACH JACOBI 95

(G5 ist euklidisch dquivalent zu Ga, da

1 0

0

x/ — Br—i—l ﬁn x/ + O/
* *

0

* e * 0

als Bewegung gewihlt werden kann. Um dies zu sehen, beachte man, dafl

oBdA

Br-‘,—l ﬁn

orthogonal ist (also € O(n — r)), da sich b zu einer Orthonormalbasis von
R™" erginzen lafit. Also ist @) bis auf euklidische Aquivalenz vom Typ
(5.3). 0

BEMERKUNG. Aus dem Beweis ergibt sich noch, dafl jede quadratische
Funktion F' euklidisch dquivalent ist zu einer quadratischen Funktion G, die
bis auf einen konstanten Faktor von einer der Formen (5.1) — (5.3) ist.

5.4. Hauptachsentransformation nach Jacobi

In diesem Abschnitt sei wieder (V, o) ein euklidischer Vektorraum end-
licher Dimension. Behandelt wird die sogenannte reelle Hauptachsentrans-
formation nach einem von Jacobi 1842 angegebenen Verfahren. Anschaulich
gesprochen handelt es sich um die Konstruktion einer Basis B des R™ so daf3
in dem neuen, durch B definierten Koordinatensystem eine gegebene linea-
re Abbildung f4 mit symmetrischer Matrix A auf den Koordinatenachsen
als Streckung um einen Faktor wirkt; B kann als Orthonormalbasis gewéhlt
werden.

Wir zeigen, daf} es fiir jede symmetrische Matrix A € R™ "™ eine ortho-
gonale Matrix C' € O(n) gibt so dafl

il
CtAC =

Tn

(Nicht ausgefiillte Stellen von Matrizen sollen wieder 0 sein). Fiir n =1 ist
das offensichtlich; es sei also im folgenden n > 2.

Man beachte, daf3 die Voraussetzung der Symmetrie von A notwendig
ist. Gilt ndmlich C*AC = D fiir ein C € O(n) und eine Diagonalmatrix D,
so folgt A = CDC" und damit die Symmetrie von A.
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5.4.1. Jacobische Rotationsmatrix. Die Idee des Jacobischen Ver-
fahrens kann man wie folgt beschreiben. Fiir 1 < i < j < n und ¢ € [0, 27]
setzt man ¢ := cos @, s := sin ¢ und

1

sz((p) = < O(n),

1

wobei die i-te und j-te Zeile und Spalte zwei Eintréige haben. R;;(¢) heifit
Jacobische Rotationsmatriz. Thre Orthogonalitit ergibt sich genau so wie
die am Ende von 5.3.1 gezeigte Orthogonalitéit von (fzisn% ig;i)

Man sucht eine Rotationsmatrix R;;(¢) so, dal beim Ubergang von A zu
Rij(¢)'AR;j(¢) ein Koeffizient grofiten Betrages auBerhalb der Diagonalen
= 0 wird und versucht, diesen Schritt zu iterieren. (Dabei konnen Koeffi-
zienten, die schon 0 waren, wieder # 0 werden, aber die Betridge werden
immer kleiner).

LEMMA. Seien A = A' € R™" und 1 < i < j < n. Dann ezistiert ein
© € (0,27 so dap der (i,7)-te Koeffizient von R;;(p)' AR;;(¢) Null ist.
BEWEIS. Fiir eine beliebige Matrix A = (ay;) € R™*™ ist
Ql] ... QPEC— Q1S ... QS+t ac ... Qg
A-Rij(p)=| : : .
Qpl - QpiC— QpjS ... QpiS+ QpiC ... Qnp

wobei die i-te und die j-te Spalte modifiziert sind. Analog gilt fiir eine be-
liebige Matrix C = (yi1)

Y11 e Tin
CYil — S8V1 -+ CYin — SVjn
$Yi1 +cvi1 oo 8%in + CVjn

Ynl cee Tnn

wobei die i-te und die j-te Zeile modifiziert sind. Die Koeffizienten von
Rij(¢)'AR;j(¢) =: (Bk) ergeben sich durch Einsetzen der Koeffizienten von
der ersten Matrix in die zweite. Wegen (R;; ()" AR;;(p))! = Rij(¢) A R;; ()
und A = A? ist (By;) symmetrisch. Man erhilt

(1) fiir k # 4,7 und [ # 14,5 B = -
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(2) fiir I # 4, 5: B = caqy — say.
(3) fiir I # 4, j: Bj1 = soy + cay.
(4)
Bij = ¢Yij — $Vjj
= c(ayis + ayje) — s(oys + ajjc)

= cs(i — ajj) + aij(c® — 5%).

97

Zu zeigen bleibt, daf fiir ein geeignetes ¢ € [0,2n] gilt f;; = 0. Dazu

beachte man zunéchst, dafl
877}

e
es(ai; — aj) + aij(c® — s%) = Tj] sin 2¢ + oy cos 2¢,

denn bekanntlich ist

sin(y1 + ¢2) = sin 1 cos Py + €os @1 sin Yo,
cos(¢1 + @2) = €os p1 CoS Py — sin py sin Yo.

Fall o = «ajj. Setze ¢ = 7; dann ist cos 29 = cos § = 0.

Fall oy; # . Folgende Aussagen sind dquivalent.

w sin 2¢ + a;j cos 29 = 0
— Qv
tan 2¢ = A%
@ii — Qjj
1
@ = — arctan
2 Ay —

—2«

ij
@jj

O

5.4.2. Hauptlemma. Unser Verfahren kann Koeffizienten ay; = 0 von
A in Koeffizienten §y; # 0 iiberfithren. Wir kénnen aber zeigen, dafi dabei

die Koeffizienten betragsméfig kleiner werden.

LEMMA. Sei A = A' € R™" A = (ay). Fliir jedes B = (f;) € R™"
setw(B) =3, 3] die Quadratsumme der Koeffizienten von B aufSerhalb
der Diagonalen. Wenn man i < j so wdhlt, daff |cy;| mazimal unter allen
lagy| mit k # 1 ist und R;;(p) wie im vorangehenden Lemma bestimmt, so

gilt

w(Ry(¢) ARy(9)) < (1-

n2—n

) “w(A).

BEWEIS. A = (ay) und B = (k) := Ri;j(p)' AR;;j(¢) sind symmetrisch.

Zunéichst ist

denn es gilt
2 2
5+ B3
= (cay — sajl)2 + (say + cc)c]»l)2

2 2 2 9 2 2 2 2
= "oy — 2esaia + sTag; + sTag + 2scagag + o

jt
= (®+5%) (o + O‘?l)

_ 2 2
= oy +aj

dac?+s>=1.
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Ferner folgt nach Wahl von (i, j), also aus der Voraussetzung || < |yl

fiir k # 1, da

(5.5) w(A) = Z oz, < (n® — n)a?j.
k=1
fi£l

Daraus folgt

w(B) =2 6

k<l
- S e Y g
ki j I, I#i,j —
l#i,j -
kAl
= Zail—l—Q-Za%—i—Z-Za;l nach (5.4)
k#i,5 I#i,j I#i,j
l#i,j
kAl
=w(A) — 20[%
2
< w(A)- (1 _ )
< w(4) n%—n

denn nach (5.5) ist

w(A), also w(A)— 20%2]» <w(A) - <1 R )

2
—2005 = - n2—n

n2—n

5.4.3. Einige Begriffe aus der Analysis. Um beweisen zu konnen,
daB unser Verfahren tatséchlich zu einer Diagonalmatrix fithrt, werden einige
Begriffe aus der Analysis gebraucht.

DEFINITION. Eine Folge (ay,)nen reeller Zahlen heifit beschrinkt, wenn
es a,b € Q gibt mit

a<aq,<b firalleneN.

Eine Folge () reeller Zahlen heifit konvergent gegen o € R (in Zeichen
lim,, o oy = @), falls gilt

Ve>03INeNVR>N: |ay, —al <e.

Eine Folge (A;,)men von reellen n x n-Matrizen heifit beschrinkt bzw. kon-
vergent, wenn jede der Koeffizientenfolgen (agn))meN beschrankt bzw. kon-
vergent ist. Im zweiten Fall setzt man

(m) (m)

limy, .oy’ ... limgy, oo 0,
lim A, = : : e R™"

e (m) (m)

limy, oo v’ ... limy, oo apn
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SATZ. (1) Falls die Folgen (ou,)nen und (Bn)nen reeller Zahlen kon-
vergieren, so auch die Folgen (ay, 4 Bp)nen und (u, - Bn)nen, und
es gilt

lim (o, + 3,) = lim «a, + lim 3,

n— oo n—oo n—oo
lim (o, - B,) = lim a, - lim 3,.
n—oo n—oo n—oo

(2) Fiir konvergente Folgen (Ap)men und (By)men reeller n x n-Ma-
trizen gilt entsprechend
lim (A, + Bp,) = lim A, + lim B,
m—0o0 m—0o0

m—0o0
lim (A,, - Bp) = lim A, - lim B,,.
m—o0 m—o0 m—0o0

(8) Die Folge (Ap)men reeller n x n-Matrizen konvergiert genau dann,
wenn (AL )men konvergiert, und in diesem Fall gilt lim,, .. (AL,) =
(limyy,— 0o A )t

(4) Eine konvergente Folge orthogonaler Matrizen konvergiert gegen ei-
ne orthogonale Matriz.

(5) (Satz von Bolzano-Weierstraf$). Jede beschrinkte Folge reeller Zah-
len besitzt eine konvergente Teilfolge.

(6) Jede beschrdnkte Folge von Matrizen besitzt eine konvergente Teil-
folge.

(7) Jede Folge orthogonaler Matrizen besitzt eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS. (1) Bekannt aus der Analysis.
(2) Addition und Multiplikation von Matrizen sind iiber die Koeffizi-
enten definiert, und fiir diese gilt die Behauptung nach (1).
(3) Der Beweis ist offensichtlich.
(4) Seien (A, )men eine konvergente Folge orthogonaler n x n-Matrizen
und A = lim,,, o A,,. Dann ist

A'A=(lim A,)" lim A,

= lim A’ - lim A,
m—0o0

m—o0
= lim AL A, = lim E=E,
m—0o0 m—0o0

d.h. A ist auch orthogonal.

(5) Bekannt aus der Analysis. Wegen seiner Wichtigkeit sei der Beweis
hier noch einmal wiederholt. Sei also (a;,) eine beschrinkte Folge
reeller Zahlen. Es gibt also a,b € Q mit

a<aq,<b firalleneN.

Wir definieren jetzt rekursiv ag, by € Q und ni € N mit
(a)a=ap <a < - <ap <b, <+ <b <by=0bund
b, = ar + 2%(()— a),
(b) ar <y, <bgund ng < ng < --- < ny,
(c) es gibt unendlich viele n > ny mit a; < a,, < bg.
Eine so definierte Teilfolge (o, ) wird eine Cauchyfolge sein. Denn
sei etwa [ > k. Im Fall a,, < oy, hat man dann

1
—(b—a),

OSOénk—OénlSbk—alébk—ak=2k(
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und im Fall o, < oy,

0<ay —oap, <by—ap <b,—a,= 2—1]€(b—a).

Fir £ = 0 setzen wir ag = a, by = b und ng = 0. Nehmen
wir jetzt an, die rekursive Konstruktion wire bis k ausgefiihrt. Wir
unterteilen das Intervall [ak, bg] von ay, bis by in zwei Hélften: [ay, c]
und [c, bg] mit ¢ := (ay, + by,). Da nach (3) unendlich viele o, mit
n > ny im Intervall [ag, b liegen, miissen auch in einer der beiden
Hélften unendlich viele solche «, liegen.

Fall (i). Fiir unendlich viele n > ny gilt ay < «, < ¢. Dann
setzen wir agyq = ag, bpy1 := ¢ und wahlen ng,q als das erste
n > n; mit ap < oy < c.

Fall (ii). Fiir unendlich viele n > ny gilt ¢ < «a, < bg. Dann
setzen wir agy1 = ¢, bpy1 := by und wahlen ngy; als das erste
n > n, mit ¢ < oy, < bg.

(6) Dies folgt sofort aus (5).

(7) Nach (6) geniigt es zu zeigen, daf jede Folge orthogonaler Matrizen
beschrinkt ist. Aus A*A = E folgt aber Z;‘L:1 a?j =1, also oy;| < 1
fiir alle 4, 7 und damit die Behauptung.

a

5.4.4. Hauptachsentransformation nach Jacobi.

SATZ. Sei A = A! € R™". Wir definieren rekursiv eine Folge (R;)ien
von Jacobischen Rotationsmatrizen: R,, sei zu Rﬁnfl---RéARo---Rm_l
gewdhlt wie in 5.4.2 (insbesondere also Ry zu A gewdhlt wie in 5.4.2). Fir
alle m € N sei Cp, := Ry -+ Ry, Dann hat die Folge (Cy,)men eine konver-
gente Teilfolge (Cym))men, und C = limy, oo Cyrny ist orthogonal und es
gibt v1, ..., € R mit

il
CtAC =

Tn

BeEWwEIS. Die Behauptungen iiber (C,)men und C folgen aus 5.4.3(7)
und (4). Zu zeigen bleibt, dafl C*AC' Diagonalmatrix ist. Sei also Ag := A
und A, 41 := CLAC,, = RL,---R{ARy - - - Ry, Dann gilt mit 5.4.3(2) und

(3) limyy— o0 Apy(m) = C'AC. Nach dem Hauptlemma 5.4.2 hat man

2
< (1= .
(A1) < (1= ) - w(An),
also
2 m
< — . .
w(An,) < (1 - n) w(A)
Setzt man A,, =: (ozz(;n)), so ist also fiir alle ¢ # j die Folge (ozz(;n)) eine

Nullfolge. Nach der Limesdefinition fiir Matrizen ist deshalb in C*AC =
limp, 00 Ajm) der (i, j)-te Koeffizient fiir i # j gleich Null, d.h. CtAC ist

eine Diagonalmatrix. O
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BEMERKUNG. Dieser Satz ist zu einer konstruktiven numerischen Be-
rechnung der Diagonalmatrix anwendbar: Man fiithrt das Verfahren bis zu
einem hinreichend groflien mg durch, so dafl der Fehler klein genug wird.






KAPITEL 6

Determinanten

Determinanten sind in den letzten Jahrzehnten in der linearen Algebra
weniger wichtig geworden; man arbeitet stattdessen besser mit dem Begriff
der linearen Abh#ngigkeit. Fine wesentliche Rolle spielen Determinanten
immer noch bei der Berechnung von Eigenwerten.

6.1. Existenz und Eindeutigkeit der Determinante

6.1.1. Ringe. Wir fiihren zun#chst als Verallgemeinerung des Korper-
begriffs den Begriff eines Ringes ein. Der Grund ist, dafl viele Eigenschaften
der Determinante die Moglichkeit der Division nicht bendtigen. Diese All-
gemeinheit wird uns spéter von Nutzen sein (etwa beim Beweis des Satzes
von Cayley/Hamilton).

DEFINITION. Seien R eine Menge und +: RXx R — R, -: Rx R — R
Abbildungen sowie 1 € R (4 heifit Addition, - Multiplikation; Schreibweise:
a+f:=+(o,f3),af :=a-f:=-(a,0)). R (oder genauer (R, +,-,1)) heifit
Ring, wenn gilt

(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe (ihr neutrales Element wird mit 0,
das zu a € R inverse Element mit —a bezeichnet).
(2) Fiir alle o, 8,7 € R gilt
a(By) = (af)y Assoziativgesetz
al =a = la 1 ist beidseitig neutrales Element.
(3) Fiir alle «, 8,7 € R gelten die Distributivgesetze
(a+pB)y =oay+ By,
a(f+7) =ab+ay.
Ein Ring heifit kommutativ, wenn fiir alle o, 8 € R gilt af = Ba.

BEMERKUNGEN. Sei R ein Ring.
(1) 0 und 1 sind eindeutig bestimmt. Fiir 0 gilt dies, da (R, +) eine
Gruppe ist; fir 1 hat man 1 =1-1" = 1"
(2) Wie bei Korpern zeigt man, da8 fiir alle «, 5 € R gilt

0-a=0,
—a=(-1)a,
(—a)(=B) = aB.

(3) In einem (kommutativen) Ring hat nicht notwendig jedes o # 0 hat
ein (multiplikatives) Inverses. Falls es existiert, so ist es in einem
kommutativen Ring jedoch eindeutig bestimmt. Ferner mufl 0 # 1
nicht gelten (zum Beispiel ist {0} ein kommutativer Ring).

103
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BEISPIELE. (1) Jeder Korper ist ein (kommutativer) Ring.
(2) Z ist (kommutativer) Ring.
(3) Sei K ein Korper. K™*™ ist mit der Matrizenaddition und -multipli-
kation ein Ring. Fiir n > 1 ist K™*™ nicht kommutativ, und es gibt
Nullteiler, d.h. A, B # 0 mit AB = 0 (siehe 1.3.4).

Im Rest dieses Abschnitts sei K ein kommutativer Ring.

6.1.2. Definition der Determinante.

DEFINITION. Seien n € N, n > 1. Eine Abbildung det: K™"*" — K
eschrieben als det(A) = det(aq,...,a,), wobei ay,...,a, € K™ die Spalten
(8 p
von A € K™*™ sind) heifit Determinante, wenn gilt

(1) det ist multilinear, d.h. fiir alle i mit 1 < i < nund alle ay,...,a;_1,
Qitly---,an € K™ ist
i K"— K
f(x) =det(ay,...,a;—1,%,ai41,...,ap)
linear.

(2) det ist alternierend, d.h. aus a; = a;41 folgt

det(ay,...,a,) =0,

fir alle ¢ mit 1 <4 < n und alle a1,...,a, € K" mit a; = a;41.
(3) det ist normiert, d.h. det(F) = 1. (E € K™*" ist die Einheitsma-
trix).

6.1.3. Existenz der Determinante.

SATZ. Fiir jedesn € N, n > 1 existiert eine Determinante det: K™*" —

K.

BEWEIS. Induktion iiber n. Basis n = 1. Die Identitit idx hat offenbar
die verlangten Eigenschaften.

Schritt n —1 = n. Sei d: K®~Dx("=1) _, K eine Determinante (Induk-
tionsvoraussetzung). Zu definieren ist eine multilineare, alternierende und
normierte Abbildung

det: K™" — K.
Wahle 4 mit 1 <4 < n fest. Sei A = (ay;) € K"*". Setze A;; := die Matrix
e K(n=1)x(=1) "die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte entsteht. Wir definieren jetzt

n

det(A) ==Y (=) ayd(Asj),

j=1

::fj(a17~~~7an)
wobei a1 ..., a, Spalten von A sind.

(1) det ist multilinear. Es geniigt zu zeigen, daf8 f; multilinear ist, d.h.
daB fj(ai,...,a,) linear in a; ist, fir 1 <1 < n. Fall | # j. Klar,
da d(A;;) linear in a; ist und a;; unabhéngig von a; ist. Fall [ = j.
Klar, da d(A;;) unabhéngig von a; ist und ay; linear ist in a;.
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(2) det ist alternierend. Seien 1 <! < n und aq,...,a, € K" mit q; =
ajy1. Sei A = (ay,...,ay). Zu zeigen ist det(A) = 0. Fiir j #,{+1
ist fj(a1,...,an) =0, da d(A;;) = 0 (denn d ist alternierend, und
A;; enthélt zwei gleiche aufeinander folgende Spalten). Also:

det(A) = fi(ar,...,an) + fira1(a1, ..., an)

= (—1)"ayd(Ay) + (—1) a1 d(A141)
—— N —

=i =d(Aqy)
=0
(3) det ist normiert.
det(E) = Y (=1)"8;;d(E;)
j=1
= (-1)%d(F") mit B’ € K™~ D*(®=1) Einheitsmatrix
=1

O

6.1.4. Eindeutigkeit der Determinante. Die Eindeutigkeit der De-
terminante wird sich aus den folgenden drei Lemmata ergeben. Wir bewei-
sen eine etwas allgemeinere Aussage fiir multilineare und alternierende (also
nicht notwendig normierte) Abbildungen; dies wird spéter zu einem einfa-
chen Beweis des Determinantenproduktsatzes fiihren.

LEMMA. Sei d: K™ — K multilinear und alternierend. Dann gilt fiir

alle ay,...,a, € K™ und alle 1,7 mit 1 <i < j <n:
(1) d(a1,...,a,) =0, falls a; = a;.
(2) d(ai,...,a;...,a¢5,...,an) = —d(ai,...,aj,...,6,...,0p).

BEWEIS. Zu (2) fiir j =i+ 1. Sei f: K™ x K™ — K definiert durch

flx,y) :=d(at,...,0;—1,%,Y,Qi12,...,a0p).
Da d multilinear und alternierend ist, gilt
0=flz+yx+y)=flzz)+fy,y)+f(z,9) + f(y,2),
=0 =0
also f(z,y) = —f(y, ).

Zu (1). Gegeben sei (ai,...,a,) mit a; = a;. Vertausche a; mit a;;1,
dann mit a; 2 und so weiter, schliefllich mit a;_;. Es entsteht

(al, ey Q15 Q441y - - - ,aj,l,ai,aj, e ,an).
Also
d(al, ey Ag—1,Q5, Q51 -« ,aj,l,aj, e ,an)
= :I:d(al, ey Qi1 Q441y - - - ,aj,l,ai,aj, e ,an)

nach dem obigen Spezialfall von (2)

=0 da d alternierend ist.

Die allgemeine Form von (2) folgt jetzt aus (1) genauso wie oben der
Spezialfall j = i+ 1 aus der Voraussetzung folgte, dal d alternierend ist. O
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LEMMA. Sei d: K™™ — K multilinear und alternierend. Dann gilt fiir
alle A = (o) € K™

d(A) = Z Qo)1 - - Vo(mn@(€s(1)s - - - s €a(n))-

o€Sh
(Erinnerung:
Sp=S{L,...,n})={o: {1,....,n} = {1,...,n} | o bijektiv}
ist die Gruppe der Permutationen von {1,...,n}).
BEWEIS. Sind ay,...,a, die Spalten von A, so ist aj = Y ;" | aje;, also

d(A) =d(aq,...,ay)

n
= d(z Qj11€4,,02, ... ,an)

i1=1

n
= Z ailld(eil,ag, e ,an)

i1=1

n n
— E E al'll...ainnd(eila"‘7ein)

i1=1 in=1

= o)1 - Commd(n(t)s - - o(n));
O'ESn

denn d(e;, ,...,e;,) =0 falls i; = 4; fiir ein j, ! mit j # L. N

LEMMA. Seien d: K™*"™ — K multilinear und alternierend, und o € S,,.
Dann gilt
d(es(1)s - o)) = (=1)"d(e1, ..., en)

mit einer von d unabhdngigen Zahl m..

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dafl sich (o(1),...,0(n)) durch eine end-
liche, von o abhéngige Anzahl m, von Vertauschungen zweier Elemente in
(1,...,n) tuberfithren 148t. Sei etwa o(i) = n fir ein ¢ < n. Vertausche
o(i) = n mit o(n). Ergebnis: (o(1),...,0(i — 1),0(n),o(i + 1),...,0(i)).
Wende jetzt dasselbe Verfahren auf das restliche (n — 1)-Tupel (ohne das
letzte Element) an.

Mit dem ersten Lemma ergibt sich hieraus die Behauptung. O
Insbesondere ist also d(ey(1), - - -, €s(n)) = (—1)" im Fall einer Determi-
nante d; dann hat man namlich d(ey,...,e,) = 1.

Aus diesen drei Lemmata ergibt sich unmittelbar das gesuchte Eindeu-
tigkeitsresultat:

SATz. Seienn € N, n>1 und d,d : K™*" — K Determinanten. Dann
istd=d'.

Ist A = (oj), so schreibt man fiir det(A) auch

@11 ... A1n

anpl ... Qpp
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6.1.5. Permutationen und Transpositionen. Als einfache Folge-
rung aus dem Beweis notieren wir einige Eigenschaften der Permutations-
gruppe S,. Insbesondere fithren wir den Begriff des Vorzeichens €, einer
Permutation o € S, ein; er wird spéter gebraucht.

T € Sy, heiit Transposition, wenn 7 zwei Elemente vertauscht, also wenn
esl,jmit 1 <[ < j<n gibt so dafl

i fiir i % j,1
T(i) =<1 fiiri=j
j furi=I.
LEMMA. Sei n eine natiirliche Zahl > 1.
(1) Sy, hatn! (:=1-2----. n) Elemente.
(2) Zu jedem o € S, gibt es Transpositionen Ti,..., Ty S0 dafs
O=T10" " 0Tnm.

m ist dabei entweder stets gerade oder stets ungerade, unabhingig
von der Wahl der Transpositionen.

BEWEIS. Zu (1), durch Induktion iiber n. Basis n = 1. Klar. Schritt
n = n + 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es genau n! Permutationen
0 € Spt1 mit o(n+ 1) =i (fiir festes ¢ mit 1 < ¢ < n+ 1). Also insgesamt
gibt es (n + 1)n! = (n+ 1)! viele.

Zu (2). Nach dem Beweis des dritten Lemmas in 6.1.4 gibt es zu o € S,
Transpositionen 7y, ..., 7, mit

Tmo---oT o0 =id
0:7'1_10---07'”_11
=70 07, (da Ti_l =T7).
Auch umgekehrt folgt aus 0 = 7 0-+-07,, dall 7,,0---0o7 00 = id ist, und
daraus wie im Beweis des dritten Lemmas
det(ea(l), e ,ea(n)) = (—1)m.

(Beachte: det ist eindeutig bestimmt, etwa bzgl. K = Z oder = Q). Also ist

m entweder stets gerade oder stets ungerade. O

DEFINITION. Fiir o0 € S,, und Transpositionen 7, ..., 7, € S, mit ¢ =
TL 0+ 0Ty heifit e, := (—1)™ das Vorzeichen von o; o heifit gerade, falls
€, = 1, und ungerade, falls e, = —1.

BEMERKUNG. Fiir 0,0’ € S, gilt €,0/ = €564/. Ferner gilt gq = 1.
Die Abbildung o — &, ist also ein Gruppenhomomorphismus von S, in die
multiplikative Gruppe {—1,1}.

BEWEIS. Seien 0 = 7007, also e, = (—=1)™, und ¢’ = 7{0---07/ ,,
also £ = (—1)™. Dann ist c 00’ = 7y 0--- 0T 07 0--- 07, also
€oog! = (—1)m+m, = £56,. Ferner ist gyq = (—1)° = 1. 0

6.2. Eigenschaften der Determinante

In diesem Abschnitt sei K stets ein kommutativer Ring.
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6.2.1. Entwicklung von Determinanten.

SATZ. Seienn € N, n > 1 und A = (o) € K™*™ mit Spalten ay, ..., ay.
Dann gilt

(1) det(A) = det(At) = ZJESn 800410(1) oo ana(n)
(2) (Entwicklung nach der i-ten Zeile; Laplacescher Entwicklungssatz ).
Fiir festes i mit 1 <i <mn ist

det(A) = Z(—l)”jaij det(Aij)
j=1
(Ai; entsteht aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spal-

te).

3 Entwicklung nach der j-ten Spalte). Fir festes § mit 1 < j <mn
(3) ( g J /2 j J

15t
det(A) =Y (—1)"ay; det(Ay;).
i=1
(4) Seien b; € K", 0 € S,, und o, 8 € K.
(i) det(al, ce Qi1 a4 By, g, . ,an) =

adet(ay,...,ay) + Bdet(ar,...,ai—1,bi,ait1,...,an).
(ii) det(ag();---sa0m)) = €o det(ay, ..., an).
(ili) det(ai,...,an) =0 falls a; = a; fir ein Paari,j mit 1 <i <
Jj<n.
(5) Ist d: K™" — K multilinear und alternierend, so gilt d(A) =
det(A) - d(E).

BEWEIS. (1) Nach dem zweiten und dritten Lemma aus 6.1.4 gilt
det(A)
= Z Eolo(1)1 - - - Yo(n)n
o€Sn
Z Ecg—1(1) - - - Opo—1(n) da K kommutativ ist
o€Sn
Z EcQl1g(1) - - - Ong(n) da ~': S, — S, bijektiv, e,-1 = €,
gESy

denn €,-1 -6, = €9 =1
det(A") = Z EcQl1g(1) - - - Ono(n)-
o€Sy,
(2) Dies wurde im Beweis des Existenzsatzes 6.1.3 gezeigt.
(3)
det(A) = det(A"Y) nach Teil (1)

= (—1)ay;det(Az) nach Teil (2), da (A")y = (4;)".
(4) (i) Nach Definition der Determinante. (ii) Man wiederhole den Be-

weis des dritten Lemmas aus 6.1.4 mit a; statt e;. (iii) Dies war
bereits als Teil (1) des ersten Lemmas in 6.1.4 bewiesen worden.
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(5) Dies folgt aus dem zweiten und dritten Lemma in 6.1.4 zusammen
mit Teil (1).
|

6.2.2. Multiplikationssatz.

KOROLLAR (Multiplikationssatz). Fiir A, B € K™*" gilt
det(AB) = det(A) det(B).
BEWEIS. Sei A € K™*"™ fest. Definiere
d: K" — K,
d(B) = det(AB) = det(Aby,...,Ab,) (b1,...,b, Spalten von B).

d ist aufgrund der Definition multilinear und alternierend. Also gilt nach
Teil (5) des Satzes

det(AB) = d(B) = det(B)d(F) = det(B) det(A).
Das war zu zeigen. O

6.2.3. Zeilen- und Spaltenumformungen und Determinanten.
Wir wollen uns noch iiberlegen, welche Auswirkungen die in 1.4.1 eingefiihr-
ten elementaren Spaltenumformungen einer Matrix auf ihre Determinante
haben.

(1) Vertauschen zweier Spalten verdndert das Vorzeichen (nach Teil
(4)(ii) des Satzes).

(2) Multiplikation einer Spalte mit einem A € K fiihrt zum A-fachen
der Determinante (nach Teil (4)(i) des Satzes).

(3) Addition einer Spalte zu einer anderen veréndert den Wert der
Determinante nicht, denn es gilt nach den Teilen (4)(i,iii) des Satzes

det(ar,...,ai,...,a; +aj,...,a,)
=det(ar,...,ai,...,0;,...,a,) +det(ar,...,a;,...,a;,...,a,)
=0+ det(a,...,a,).

Wegen det(A) = det(A!) gelten dieselben Aussagen auch fiir elementare

Zeilenumformungen.

6.2.4. Die komplementire Matrix. Wir zeigen jetzt eine Aussage,
die gelegentlich beim Berechnen des Inversen einer Matrix hilft und die uns
spiter beim Beweis des Satzes von Cayley/Hamilton gute Dienste leisten
wird. Dafiir bendtigen wir einen etwas technischen Begriff. Die komple-
mentdre Matriz A% einer Matrix A € K™*" ist definiert durch

A* = (a?;), wobei a?; = (—1)"7 det(Aj;).
SATZ. Fiir alle Matrizen A € K™ qilt
A% . A =det(A) - E.

BEWEIS. Zu zeigen ist

- det(A) fiiri=1,
S atay = { dHA) frd
= 0 fiir ¢ # 1.
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Fall i =1. Y0 afia = S0 (1) oy det(Aj;) = det(A). Fall i # 1: A’
entstehe aus A durch Ersetzen der i-ten Spalte durch die I-te. Dann ist

/

— A’ =

Man erhélt:
n n ) )
Z af;aﬂ = Z(—l)l—’—]aﬂ det(Aji)
j=1 J=1
n . .
= Z(—l)lﬂa;‘i det(A};)
j=1
= det(4)
=0, da die i-te und die I-te Spalte von A’ iibereinstimmen.
Das war zu zeigen. 0

KOROLLAR. Seien K ein Kérper, A € K™*". Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(1) A ist invertierbar.
(2) det(A) # 0.
(3) rg(A) =n.

In diesem Falle gilt auferdem

(6.1) PR - A*,

~ det(A)

BewEIS. Die Aquivalenz von (1) und (3) war schon in 3.3.3 gezeigt wor-

den.
(1) = (2). Die Invertierbarkeit von A besagt A~!- A = E, also

det(A71) det(A) = det(A™1A) = det(E) = 1.
(2) = (1). Ist det(A) # 0, so ergibt sich aus dem Satz

(detl(A) ' A#> A=E;

daraus folgt auch (6.1). 0

6.2.5. Berechnung von Determinanten. Haufig benutzte Moglich-
keiten dazu sind die Entwicklung nach Zeilen oder Spalten, sowie die Ver-
wendung elementarer Zeilen- oder Spaltenumformungen. Durch Entwicklung
nach der ersten Zeile sieht man zum Beispiel, dafl

a Bl o
N 6‘ =ad — B.
Ebenso beweist man die Regel von Sarrus

Q1] 12 g3
Qg1 (i Q3| = Qr1Qp2i33 + (rj2Qia3r3] + V321 (32—
Q31 Q32 (33

Q11023032 — (112021 (33 — (1]3(X22003] -
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Ferner ist die folgende Beobachtung oft niitzlich. Sei A € K"*™ von der
Gestalt
A1 *
A = ..
0 A,
mit A; € K™ und Y _;_, n; = n. Dann gilt
det(A) = det(Ay) - --- - det(A,).
Insbesondere ist also
Al *
- =M T
0 Tn
Den Beweis fithren wir durch Induktion nach r. Basis r = 1. In diesem Fall

ist nichts zu zeigen. Schritt r = r + 1. Sei

A1 k

Ay
0 Ar+1

mit A; € K™*™ und ny + -+ - + nyr1 = n. Definiere

d: KMr+1Xnr+1 K,

0 B
d ist multilinear und alternierend, da det es ist. Also gilt nach Satz 6.2.1(5)
det(A) = d(Ar41) = det(Ar41)d(E) = det(Ay41) - det(Ay) - - - - - det(A4,),

denn nach Induktionsvoraussetzung ist

d(E) = = = det(A1) - -+ - - det(4,),
0 A,

wie man durch n,;i-malige Entwicklung nach der letzten Zeile sieht.

&1
6.2.6. Cramersche Regel. Seien A € K™*" be K" und z = < ; ) €
&n
K™ mit Az = b. Dann gilt
5@' det(A) = det(Ai),

wobei A; aus A entsteht durch Ersetzen der i-ten Spalte durch b.
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BEWEIS. Sei A = (ai,...,ay). Die Gleichung Az = b bedeutet also
>_i_1&ja; = b. Daraus folgt

det(Ai) = det(al, ey i1, ijaj, (L7 P ,an) = 52 det(al, e ,an).
j=1

Das war zu zeigen. O
6.2.7. Vandermondesche Determinante. Fiir ag,...,qa, € K ist

die Vandermondesche Determinante definiert durch

1 a% ooaf

D—l ar o ...oaf

y =
1 a, o2 an
LEMMA. Fir ag,...,a, € K gilt
Dn = H (04]‘ — Oéz‘).
1<j<n

BEWEIS. Induktion tiber n. Basis. Fiir n = 1 (und auch fiir n = 0, wenn
man wie iiblich das leere Produkt als 1 auffafit) ist die Behauptung klar.
Schritt n —1 = n. Wir wollen zunéchst das zweite bis (n + 1)-te Glied der
ersten Zeile zum Verschwinden bringen. Dazu ziehen wir von der zweiten
Spalte das ag-fache der ersten Spalte ab, ebenso von der dritten Spalte das
ap-fache der zweiten Spalte und so weiter. Es ergibt sich

1 0 0 0

1 ar—ap aj(ag —ag) ... o Hay — ap)
D, =

1 an—ag aplan —ay) ... o Y a, —ap)

Durch Entwickeln nach der ersten Zeile und anschlieSendes Herausziehen
der Faktoren a; — ag erhélt man

I g o2 ... of
Dy = (a1 —ap) ... (o — ap) | = I (o) — ).

1 a, a2 ... at7l| i<jsn
nach Induktionsvoraussetzung. O

Wir wollen uns jetzt noch mit einem sogenannten Interpolationsproblem
befassen, genauer mit der Frage, wie man durch n + 1 Punkte im R? mit
verschiedenen Projektionen auf die x-Achse ein Polynom moglichst kleinen
Grades finden kann, das durch alle gegebenen Punkte geht. Hierbei erweist
sich die Vandermondesche Determinante als niitzlich.

LEMMA. Zu n 4+ 1 gegebenen Stiitzstellen (ag, 3p),- .., (an,Bn) € R %
R mit aq,...,q, paarweise verschieden gibt es genau ein Polynom n-ten
Grades, das an jeder Stelle o; den Wert 3; hat.
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BEWEIS. Gesucht sind 7, ...,v, so dafl

n
Zwkaf:ﬂi firi=20,...,n.
k=0

In Matrizenschreibweise bedeutet dies

1 o ag .«

o3

Y0 Bo

2
1 ap o ... «

Tn Bn
Hier entsteht also in natiirlicher Weise die zur Vandermondeschen Determi-
nante gehorige Matrix. Wegen

33

1 a% ceoag
= H (aj — ) #0 mnach Voraussetzung

1 ap, a2 ... ot i<isn

ist dieses Gleichungssystem eindeutig 16sbar. Die Losungen — also die Ko-
effizienten des Polynoms — kann man etwa nach der Cramerschen Regel
ausrechnen:

k—1 k+1
1 1 a9 ... o 0o oz0+ Sooag
= Hi<j§n(aj ;) k—1 k+1 n
Qp ap Bn ap Qp

6.3. Anwendungen

Behandelt werden Vektorprodukte, das Volumen eines Parallelotops und
der Begriff der Orientierung. In diesem Abschnitt sei K stets ein Kérper.

6.3.1. Vektorprodukt.

DEFINITION. Seien a,aq,...,a,-1 € K"™. a heifit Vektorprodukt von
ai,...,an—1 (geschrieben a; X -+ X a,_1), wenn fiir alle x € K" gilt
det(ai,...,an_1,2) = a'z.

BEMERKUNGEN. (1) Das Vektorprodukt a; X -+ X a,_1 existiert
und ist eindeutig bestimmt, denn det(ay, ..., a,—1,z) ist (in x) eine
lineare Abbildung des K™ in K und deshalb (nach 3.1.3) mit einem
geeigneten a in der Form a'z darstellbar.

(2) det(ai,...,an—1,€;) ist die i-te Komponente von a3 X -+ X ap_1.
(3) Die Familie aq,...,a,—1 ist linear unabhéngig genau dann, wenn
ar X -+ X Qp-1 750

BEWEIS. =>. Seien aq,...,a,_1 linear unabhéngig. Man er-
génze sie zu Basis aq,...,a,—1,x des K™. Dann gilt
t
0 # det(ay,...,ap—1,2) = (a1 X -+ X ap—1)'x.

Alsoist a1 X -+ X ap—1 # 0.

<. Gelte a; X --- X ap—1 # 0. Dann ist 0 # (a3 x --- X
an—1)(a; X -+ X ap_1) = det(ay,...,an_1,a1 X -++ X ap_1). Also
sind aq,...,a,—1 linear unabhéngig. O
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(4) Fir 0 € S,,_; gilt
ag(l) X oo X aa(n_l) =Ega1 X+ X Ap—_1-

(5) Es gilt (a1 X+ - X ap—1)ta; = 0 fiir 1 <14 < n, denn det ist alternie-
rend.
(6) Im Spezialfall n = 3 kann man das Vektorprodukt explizit angeben.

. ai B1 )
Seien etwa a = (gg) und b = <g2) € K?3. Dann ist nach (2)
3

ap B 1

as (B2 0

ag (B3 0

ar B 0 asfl3  —azfh
axb=|las B2 1| =|—-c1ffs +a3p

as (B3 0 a1fBy —aefh

ar B 0

as (B2 0

ag B3 1

LEMMA (Gleichung einer Hyperebene durch n Punkte des n-dimensiona-
len Raumes). Seien ay,...,a, € K", so daf§ H := A(ay,...,a,) Hyperebene
im K™ ist. Dann gilt

H={zecK"|dz=da} mita=(ag—ay) x - x (an — ay).

BEWEIS. Folgende Aussagen sind dquivalent.

reH
x €ay+ (ag —ay,...,a, —ay) nach 4.1.2
x—ay € (ag —ay,...,an —ay)
0 =det(as —a,...,an —aj,x —ay)
det(ay —ay,...,ay, — a1, x) = det(as — ay,...,a, —aj,ay)
alz = ala;.
d
6.3.2. Volumen eines Parallelotops. (Vo) sei euklidischer Vektor-
raum (also K = R) und ay,...,a, € V linear unabhéngig.
(1) Plar,...,an) == {> 0 ja; | ; eR,0<q; <1firl<i<n}
heiflt das von a,...,a, erzeugte Parallelotop.
(2)
Vol(ai,...,a,) :=y/det(o(ai,a;)) >0
nennt man das (n-dimensionale) Volumen von P(ay,...,a,); dies

ist eine korrekte und verniinftige Definition nach folgendem Satz.

SATZ. (V,0) sei euklidischer Vektorraum und ai,...,a, € V linear
unabhdngig. Ferner sei ei,...,e, Orthonormalbasis von (ai,...,a,) und
A € R"™™ eine Matriz mit

n
a; = E Qgi€s
s=1
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fir 1 <i<mn. Dann gilt
(1) Vol(ay,...,ay,) ist wohldefiniert und gleich | det(A)|.
(2) Vol(ai,...,an) = Vol(ai,...,an—1) - |||, wobei h das Lot von ay,
auf (ay,...,an—1) ist (Grundfliiche mal Hohe).

BEISPIELE. n = 1: Vol(a) = y/o(a,a) = ||a.
n = 2: Fiir linear unabhéngige aq,as € V ist

Vol(ai,az) = ||la1] - ||k|| (Grundlinie - Hohe)
n = 3: Fiir linear unabhéngige a1, as,a3 € V ist
Vol(ay, as,as3) = Vol(ay,asz) - ||| (Grundfliche - Hohe)
BEWEIS. (1) Sei A = (at). Nach Voraussetzung gilt

n n
a; = g agies und  aj = g Qe
s=1 t=1

Also:
n
U(Gi,aj) = g asiatjU(GSaet)
s,t=1
n
= E Olgi Qg da eq,..., e, Orthonormalbasis ist.
s=1

Man erhilt (o(a;, a;))ij = A'A, also
det((o(ai, a;))i;) = det(A'A)
= det(A") det(A)
= det(A)?.

Also ist Vol(ay,...,a,) wohldefiniert und gleich |det(A)].
(2) Schreibe a, = u +h mit u € U := (ay,...,an_1), h € U* (dies ist
moglich, da (ay,...,a,) CU @ UL). Dann gilt

Vol(ai,..., an )
-
=u-+t+h
= | det(A)]
= Vol(ay,...,an—1,h), daay,...,a,—1,u linear abhiingig sind.
Also:
Vol(ay,...,an)? = Vol(a, ..., an_1,h)>
olar,a1) ... olar,an—1) 0
B U(an_l,al) U(an_l,an_l) 0
0 0 o(h,h)

= det((a(ai,aj)hgi,jgn—l) ~o(h,h)
= Vol(ay, ..., an—1)*||h|*.
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KOROLLAR. Seien ay,...,an—1 € R™ linear unabhdngig, R™ mit dem
tblichen Skalarprodukt versehen. Dann gilt

Vol(al,... ,an_l) = Ha1 X oo X an_lH.

BEWEIS. Sei h := a7 X --- X ap_1. Dann gilt h L g; fir1 <¢:<n-1
(nach Bemerkung (5) in 6.3.1), und h # 0 (Bemerkung (3) in 6.3.1). h ist
das Lot von h auf (ai,...,a,—1). Man erhilt

Vol(ay,...,an—1,h) = Vol(ai,...,an—1)||h|| nach Teil (2) des Satzes
Vol(ay,...,an—1,h) =|det(as,...,an—1,h)| nach Teil (1) des Satzes
= |(ay X --- X an_1)"h|
= ||h]I*.
Wegen h # 0 folgt Vol(ay,...,an—1) = ||A||. 0

6.3.3. Determinante eines Endomorphismus, Orientierung. Sei-
en V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f ein Endomorphismus, also
f:V — V linear. Seien ferner A, B € K™*" beide darstellende Matrizen
von f. Nach dem Satz in 3.4.3 gilt dann

A~B
B=CAC™! fir ein C € GL(n, K)
det(B) = det(CAC™)
= det(C) det(A) det(C™1)
= det(C) det(A) det(C)
= det(A).

Wir konnen also die Determinante det(f) des Endomorphismus f definieren
als det(A), wobei A eine beliebige darstellende Matrix von f ist.

DEFINITION. Sei V endlichdimensionaler R-Vektorraum.

(1) Sei f: V — V ein Endomorphismus. Gilt det(f) > 0, so sagen wir,
dal f die Orientierung erhdlt.

(2) A= (ai,...,a,) und B = (by,...,by,) seien zwei Basen von V und
C € R™"™ mit
a b1
=C
G, by,

A heifit gleichorientiert mit B genau dann, wenn det(C') > 0.

(3) Seien A, B wie eben. A heifie (willkiirlich!) positiv orientiert. Die
Basis B nennt man dann positiv orientiert genau dann, wenn B
gleichorientiert mit A ist. B heifit negativ orientiert genau dann,
wenn B nicht gleichorientiert mit A4 ist.

BEMERKUNG. In R™ nennt man willkirlich die Standardbasis ey, ..., e,
positiv orientiert.
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BEISPIELE. (1) Seien V = R? und f Drehung um den Winkel ¢

mit Matrix A = ( cosp Sm(p), also
—sing cosy

€2

f(e2)

€1

f(e1)
Wegen det(A) = 1 erhélt f die Orientierung.

. g . . . __[cosp singp
(2) g sei die Drehspiegelung mit Matrix B = (singp ~ cos <,0>’ also

€2

f(e2)
Wegen det(B) = —1 erhilt g die Orientierung nicht.
(3) Sei V' = R"™ mit iiblichem Skalarprodukt versehen und aq,...,a,—1

linear unabhéngig. Dann ist ai1,...,ap_1,a1 X +++ X a,_1 positiv
—_————
=:h

orientiert, denn es gilt
det(ar,...,an_1,h) = (a1 X -+ X an_1)'h = ||h||* > 0.

Wir haben also folgendes gezeigt: In R™ (mit dem iiblichen Skalar-
produkt) ist das Vektorprodukt aus n — 1 linear unabhéngigen Vektoren
ai,...,an—1 stets der auf (ai,...,a,—1) senkrecht stehende Vektor mit Léinge
Vol(ai,...,an—1), sodaB aj,...,a,_1,h positiv orientiert ist (d.h. gleichori-
entiert mit der Standard-Orthonormalbasis).






KAPITEL 7

Eigenwerte und Eigenvektoren, Diagonalisierung

In Abschnitt 5.4 hatten wir im Kontext der euklidischen Geometrie zu
einer gegebenen Matrix A € R™*™ nach einer orthogonalen Matrix C' € O(n)
gesucht, so dafl C*AC Diagonalgestalt hat. Das Ergebnis war, daf§ zu einer
symmetrischen Matrix A ein solches C' stets gefunden werden kann. Die
Hauptachsentransformation nach Jacobi lieferte ein Verfahren, ein solches
C € O(n) zu konstruieren. (Vorher hatten wir in 4.2.2 mit einem einfache-
ren Argument ein im Fall K = R schwécheres Resultat bewiesen, ndmlich
daBl man zu jeder symmetrischen Matrix A € K"*" ein C' € GL(n, K) kon-
struieren kann, so dafl C* AC Diagonalgestalt hat). Offenbar kann ein solches
orthogonales C' auch nur fiir symmetrisches A existieren.

Wir kommen jetzt wieder auf die affine Geometrie zuriick und wollen
uns mit der Frage befassen, ob und gegebenenfalls wie man eine nicht not-
wendig symmetrische Matrix A € K™*" mittels einer invertierbaren Matrix
C € GL(n,K) durch Bilden von CAC~! in Diagonalgestalt bringen kann.
Es wird sich zeigen, daf} es dafiir wichtig ist, die ,,Richtungen® zu identifizie-
ren, in denen der Endomorphismus f4 als Streckung wirkt (sie werden durch
die sogenannten Eigenvektoren angegeben), und ferner die Streckungsfakto-
ren (sogenannte Eigenwerte) zu bestimmen. Die Eigenwerte kann man als
Nullstellen eines gewissen, fiir den Endomorphismus f4 charakteristischen
Polynoms ausrechnen. Es ist deshalb niitzlich, mit einigen elementaren Be-
trachtungen iiber den Polynombegriff zu beginnen.

7.1. Polynome

In 2.1.2 hatten wir R[t], also die Menge aller Polynome in einer Variablen
t mit Koeffizienten aus R, als Beispiel eines Vektorraums eingefiithrt. Damals
hatten wir Polynome a,t" + - - - + a1t + g als formale Ausdriicke aufgefafit,
und Addition und Skalarmultiplikation definiert durch

(ant™ +--- + a1t + ao) + (But™ + - -+ + it + bo)

= (an+Bu)t" + -+ (a1 +51)t + (ao+0o),

afant™ + -+ a1t + ag)

= (aaut" + - 4+ aaqt + aag).
Wir wollen jetzt den Polynombegriff etwas genauer fassen, und gleichzei-
tig auch Polynome (in einer Verinderlichen) iiber einem beliebigen Ring
einfiihren. Es wird sich zeigen, dal man wieder einen Ring erhélt, und zwar
den sogenannten Polynomring K[t].

Jedem Polynom f = " ja;t* € K[t] kann man eine Abbildung von

K nach K zuordnen durch v — >°7 a;y' € K. Fiir allgemeine Korper
bestimmt eine solche Abbildung jedoch nicht die Koeffizienten. Zum Beispiel

119
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fiir Fo und f = t2+tist £(0) = f(1) = 0, also die zugeordnete Abbildung die
Nullabbildung, obwohl die Koeffizienten nicht Null sind. Dies ist ein Grund,
Polynome als formale Ausdriicke einzufiihren.

7.1.1. Der Polynomring K|[t]. Unser Ansatz zu einer genauen Fas-
sung des Polynombegriffs ist es, dafl ein formaler Ausdruck «,t™ + --- +
a1t + ag eindeutig festgelegt ist durch die Folge (ag, a1, ..., @5,0,0,...) der
Koeffizienten.

DEFINITION. Seien K ein Ring und
KW = {(ag,1,00,...) € KN | oy € K, fast alle a; sind 0}

JFast alle* bedeutet ,alle bis auf endlich viele“. Die Elemente f € KM
nennt man Polynome iiber K. Man schreibt auch

K[t := { f | f Polynom iiber K } = K™,

Fir f,g € KJt], etwa f = (ag,1,...) und g = (0o, b1,...) erkldren wir
Addition f 4 g und Multiplikation f - ¢ durch

f+9=(a+Po,00+pb1,...),
f-9="0,7,---) mit v; = > . on - O

Offenbar sind f +g, f - g € K[t].

SATZ. Sei K ein (kommutativer) Ring.

(1) KIt] wird mit obiger Addition und Multiplikation zu einem (kom-
mutativen) Ring mit Null (0,0,0,...) und Eins (1,0,0,...). Man
nennt K[t] den Polynomring iber K in einer Verdnderlichen.

(2) Definiert man t := (0,1,0,0,...) € K[t] und identifiziert man « €
K mit (a,0,0,...) € K[t], so lafit sich jedes f € K[t| schreiben als

n
f= Zaiti mit o; € K.
i=0

(Addition und Multiplikation sind hier in K[t] zu verstehen).

(8) Diese Darstellung ist im folgenden Sinn eindeutig. Grilt o autt =
Z;‘nzo Bit? mit (etwa) n < m, so folgt oy, = By, fir 0 < k < n und
O, =0 firn <k <m.

BEWEIS. (1) a. (K[t],+) ist abelsche Gruppe, da die Addition kompo-
nentenweise definiert ist.
b. Ist K kommutativ, so ist die Multiplikation in K [¢t] kommutativ, denn

fir f = ()ien € KM und g = (Bi)ien € KM gilt

f-g=: (7@) mit y; = Zk+l=i o
g-f= (7;) mit '71{ = Z;Hl:l- Brog = Zk+l:i Qi = zlJrkzi apB = ;.
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c. Die Multiplikation ist assoziativ, denn ist noch h = (7;)ien € K™, so
gilt ([¢]; bezeichne die i-te Komponente von ¢ € K(V)

[(f-g)-hli= D [f gl

k+l=i

= Z Z arﬁs%

k+l=ir+s=k

= Z arBsy

r4+s+l=i

= Z ar[g - hlg

r4+q=i
=1[f-(g-h).
d. Das Distributivgesetz ergibt sich aus

[f-(g+mli= > alB+m)

k+l=i

= > bt Y

k1= k=i
=[f-gli+[f-hli
=[f-g+f hli
Im Fall eines nicht kommutativen Rings K beweist man (f + g)h = fh+ gh

genauso.
e. (1,0,0,...) ist Einselement, denn fiir alle 7 gilt

[f-(l,O,O,...)]i:ai-1+ai_1-0+---+a0-0:ai.

Also ist f-(1,0,0,...) = f.
(2) Setze t° := (1,0,0,...). Durch Induktion iiber i siecht man dann
leicht, daf3

t'=(0,...,0,1,0,0,...).
H‘,—/
7
Es folgt
a-t'=(a,0,0,...)-t'=(0,...,0,0,0,0,...) =t* - .
H‘,—/
7

Sei jetzt f = (a)ien und a; = 0 fiir ¢ > n. Dann gilt

(o, a1y...)

n
= (20,0,0,...) 4 (0,01,0,0,...) + (0,...,0,0,,,0,0,...) = Y ayt'.
=0

Damit ist die Existenz der im Satz angegebenen Darstellung von f € K[t
gezeigt.

(3) Die Eindeutigkeit dieser Darstellung ergibt sich mit demselben Ar-
gument. d



122 7. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN, DIAGONALISIERUNG

7.1.2. Der Grad eines Polynoms. Sei f € K[t], etwa f =Y 1", a;t’
mit ay, # 0. Dann nennt man die (nach dem eben bewiesenen Satz eindeutig
bestimmte) Zahl n den Grad des Polynoms f und bezeichnet ihn mit deg(f).
Fiir das Nullpolynom 0 € Kt setzt man deg(0) := —1.

LEMMA. Sei K ein Korper.

(1) Fir f,g € K[t] mit f,g # 0 gilt deg(fg) = deg(f) + deg(g)-
(2) Fir f,g,h € K[t] mit f # 0 folgt aus fg = fh stets g = h
(Kiirzungsregel ).
BEWEIS. (1) Seien f = > I jo;t! mit oy, # 0 und g = >0 Bit) mit

B # 0. Dann ist fg = Y70yt mit v = Y,y @iy, also Yosm =

P # 0 (hier wird verwendet, daf§ wir uns in einem Koérper befinden).
(2) Seien f,g,h € K[t] mit f # 0 und nehmen wir an, da} fg = fh.

Dann ist f(g —h) = 0. Wegen f # 0 folgt g — h = 0 aus (1). 0

7.1.3. Nullstellen von Polynomen. Seien K ein Ring, v € K und
[ =1t € K[t]. Man definiert dann

f) =Y an € K
=0

und nennt dieses Ringelement das Ergebnis der Einsetzung von v in f. (Hier-
bei ist wie iiblich 40 := 1 gesetzt fiir alle v € K). 7 heiit Nullstelle von f,
wenn f(y) = 0. Schlieflich nennt man das Polynom f konstant, wenn f =0
oder deg(f) = 0 ist.

BEMERKUNGEN. (1) Fiir f,g € K[t] und v € K gilt offenbar

(f+9()=fV)+9(), (f-9)(v)=F() 9(v).

2) Ist f € KJt| konstant, so hat enau dann eine Nullstelle, wenn
( ; g :
f = 0 ist. Ferner hat zum Beispiel 2> 4+ 1 € R[t] keine Nullstelle.

LEMMA. Seien K ein Ring, f € KJt] und v € K. Dann ist f(y) =0
genau dann, wenn es ein Polynom g € K|[t] gibt mit f = (t — ~)g.

BEWEIS. Gibt es ein Polynom g € K[t] mit f = (t —v)g, so ist f(y) =
(v —7) - g(7v) = 0. Seien nun umgekehrt f =Y jo;t" € K[t und v € K
mit f(y) = Y, @y’ = 0 gegeben. Dann gilt

f=75r- Z oy’
=0
= it =)
i=0

n
= it =) A ) 4 ag(t? = 1°)
i=1

=(t—-7)g+a(l-1)
=(t=")g
fir g =Y 1" (T + 4t 4+ 4 € K. 0
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KOROLLAR. Seien K ein Korper, f € K[t] und deg(f) =n > 0. Dann
hat f hdchstens n Nullstellen.

BEWEIS. Induktion nach n. Basis n = 0. Dann ist f ein konstantes, von
0 verschiedenes Polynom und hat also keine Nullstelle. Schritt n — 1 = n

mit n > 1. Nehmen wir an, daf§ f verschiedene Nullstellen a1, a9, ..., apy1
besitzt. Nach dem Lemma ist f = (t — «ay)g fiir ein g € K[t] mit deg(g) =
n—1. Wegen a; —aq 0 fiiri =2,... n+1sind ag,...,a,r1 verschiedene

Nullstellen von g. Dies ist nach Induktionsvoraussetzung nicht méglich. O

DEFINITION. Seien K ein Korper, A € K, f € K[t] und e eine natiirliche
Zahl > 1. X heifit e-fache Nullstelle von f, wenn sich f schreiben 148t in der
Form f = (t — \)°g mit g € K[t], g(\) # 0.

BEMERKUNG. e ist eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Nehmen wir an f = (t — \)¢g = (t—A)¢ ¢/ mit g, ¢ € K[t] und
g(A) # 0 # ¢'(N\). Wire etwa e < €/, so hiitte man nach der Kiirzungsregel
g=(t—N"°¢, was wegen g(\) # 0 nicht sein kann. 0

7.2. Eigenwerte und Eigenvektoren

Gegeben sei ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' und eine lineare

Abbildung f: V — V. Gesucht ist eine Basis (z1,...,2,) von V so daf f

beziiglich x1,...,x, durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird, also
I )\1 0 I
f =
Tn 0 An Tn

DEFINITION. Seien V ein K-Vektorraum und f: V' — V linear.
(1) Ein z € V mit = # 0 heilt Figenvektor von f, wenn es ein A € K
gibt mit
flz) = Az.
(2) Ein A € K heifit Eigenwert von f, wenn es ein x € V mit x # 0
gibt so dafl f(x) = Az. Man nennt dann x einen Eigenvektor zum

Figenwert .
(3) Sei A Eigenwert von f.

Eig(f,A\):={z eV | f(x) =Mz}
heifit Eigenraum von f zum Eigenwert A.

BEMERKUNGEN. Seien V ein K-Vektorraum und f: V' — V linear.
(1) Man beachte, da§ Eig(f,A) = ker(f — Aid) Unterraum von V ist,
und nach Definition von Eigenwerten auch # 0 ist.
(2) Hat V eine Basis aus Eigenvektoren xi,...,z, von f, so wird f
beziiglich der Basis x1,...,x, durch eine Diagonalmatrix darge-
stellt, und zwar

A1 0

0 An
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falls z; Eigenvektor zum Eigenwert \; ist. Es gilt ndmlich f(z;) =
Aiz;. Man nennt einen solchen Endomorphismus f diagonalisierbar
(siehe auch 7.4).

(3) Im allgemeinen ist eine solche Darstellung eines beliebigen linearen
f:V — V nicht moglich; man kommt nur , beinahe* auf eine Dia-
gonalmatrix. Wir werden dies im néchsten Abschnitt 7.3 genauer
kldren, wo wir die Jordansche Normalform behandeln werden.

7.2.1. Summen von Eigenrdumen. Wir wollen uns mit dem Pro-
blem befassen, wie man die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume
eines gegebenen Endomorphismus f berechnen kann. Zun#chst kénnen wir
feststellen, dafl eine Summe von Eigenrdumen immer eine direkte Summe
ist.

SATZ. SeienV ein K-Vektorraum und f: V. — V linear. Sind A1, ..., \n
verschiedene Eigenwerte von f und ist V; := Eig(f, \;) der Figenraum zu \;

(also Vi #0), so gilt
Vit +Vo=Vi®d---aV,CV,
insbesondere also n < dim V.

BEWEIS. Zu zeigen ist, daf} fiir beliebige 1 € V4,...,z, € V, aus
Sora; = 0 stets folgt 3 = -+ = x, = 0. Wir zeigen dies durch In-
duktion {iber n. Basis n = 1. Hier ist nichts zu zeigen. Schritt n — 1 = n.
Gelte > " | x; = 0 mit &y € V4,..., 2, € V,,. Dann ist

OZf(Z;HUz‘) = Z;f(wi) ZZ;M%-

Andererseits hat man

n n
i=1 i=1

Subtraktion ergibt

n—1
0= Z()\n — )\2).%'Z
i=1
0=\, — N)z; fiir 1 <i <n —1 (Induktionsvoraussetzung)
0=ux; firl<i<n-—1,da A, # X\
0=z,
a
Insbesondere sind also Eigenvektoren x1, ..., x, zu verschiedenen Eigen-
werten Aq,..., A, immer linear unabhéngig. Im Fall eines endlichdimensio-

nalen Vektorraums erhalten wir damit ein einfaches hinreichendes Kriterium
fiir die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus.

KOROLLAR. Seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f: V. — V
linear. Hat f n verschiedene Eigenwerte, so ist f diagonalisierbar.
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Um dieses Kriterium anwenden zu kénnen, braucht man eine Methode,
die Eigenwerte eines Endomorphismus f zu berechnen. Wir werden zeigen,
dafl die Eigenwerte von f gerade die Nullstellen eines gewissen, durch f
bestimmten Polynoms sind.

7.2.2. Das charakteristische Polynom. Seien V ein n-dimensionaler
K-Vektorraum und f ein Endomorphismus, also f: V — V linear. Sei ferner
A € K™ eine darstellende Matrix von f. Wir gehen jetzt zum Polynomring
K[t] iiber und betrachten A — tE als Element von K[¢]"*". Man nennt

pa =det(A —tE) € KJt]

das charakteristische Polynom von A. Ist noch B € K™*" eine weitere
darstellende Matrix von f, so gilt A ~ B nach dem Satz in 3.4.3, d.h.
B = CAC™! fiir ein C € GL(n, K). Also ergibt sich fiir das charakteristi-
sche Polynom pp von B (im Ring Kt]"*™)
det(B — tE) = det(CAC™! —tCEC™)

=det(C(A —tE)C™Y)

= det(C) det(A — tE) det(C) !

= det(A — tE),
d.h. ps = pp. Wir konnen also das charakteristische Polynom p; des Endo-
morphismus f definieren als p4, wobei A eine beliebige darstellende Matrix

von f ist. Im Grenzfall eines Endomorphismus f des Nullraums V' = 0 setzen
wir py:= 1.

SATZ. Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, f:V — V li-
near und A € K. Folgende Aussagen sind dquivalent.

(1) X ist Eigenwert von f.

(2) g := f— Xid ist kein Monomorphismus.

(8) g := f— Aid ist kein Epimorphismus.

(4) X ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms von f.

BEWEIS. Aquivalent sind die Aussagen
A ist Eigenwert von f
fl@y=Azfiremz eV, x#0
(f=Aid)(z) =0fireinzeV,x#0
ker(f — Aid) # 0

f — Aid ist kein Monomorphismus

f — Aid ist kein Epimorphismus nach 3.2.3
f — Aid ist kein Isomorphismus nach 3.2.3
det(f — Aid) =0 siehe 6.3

A ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms von f.
d

BEMERKUNGEN. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
f:V — V linear.
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Die Eigenwerte von f lassen sich also als Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms von f ausrechnen.

Sei A Eigenwert von f. Den zugehorigen Eigenraum kann man
wie folgt berechnen. Man fixiere eine Basis z1,...,z, von V. Sei
A = (wyj;) die darstellende Matrix von f beziiglich z1,...,z,, also
flxj) = >0 ayja; fiir 1 < j <n, oder in Matrizenschreibweise

Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

x = Z&'Cﬂi € Eig(f,\)

i=1

f(z) = Az
1 x1
T In
X1 X1
(&G ... &GA | =x(& ... &)
I In
(G ... &GA'=Xx(& ... &)
&1 &1
Al | =XE]
&n n
&1
(A=XE)| : | =0
&n

Die Berechnung des zugehorigen Eigenraums lauft also auf die Lo-
sung eines linearen Gleichungssystems hinaus.

Wir zeigen noch eine Eigenschaft des charakteristischen Polynoms,
die uns spéter bei der Herstellung der Jordanschen Normalform
niitzlich sein wird. Seien U, W C V Unterrdume mit V =U @ W.
Wir nehmen ferner an, dafl U und W f-invariant sind, d.h. daf}
f(U) CUund f(W) C W. (Man sagt in diesem Fall, da8 der Endo-
morphismus f durch das Paar (U, W) reduziert ist; siehe [3, p.72]).
Dann 148t sich das charakteristische Polynom von f zerlegen in das
Produkt der charakteristischen Polynome der Einschrénkungen von
f auf die beiden Unterrdume, also

br=Dpsu-Priw-

BEwEIs. Man wihle Basen x1,...,2, von U und yi,...,Ym
von W. Dann gilt fiir geeignete Matrizen A € K"*™ und B €
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Kme
T x1
s Tn | _ A 0 Ty
Y1 0 B)|wn
Ym Ym
Also
_|A—tE 0
Pr=1 o B-tE
= det(A — tE)det(B —tE) nach 6.2.5

O
BEISPIEL. Wir berechnen das charakteristische Polynom det(A—tFE) fiir

0O -1 1
A=[1-3 -2 3
-2 =2 3
Es ist
—t -1 1
A—tE=|-3 —-2-1t 3 ,

—2 -2 33—t
also durch Entwicklung nach der ersten Zeile
—t -1 1
-3 —-2—-t 3
—2 -2 3—1t
=—t[(-2=1)B3—=1t)+6] — (-1)[(=3)(3 —t) + 6] + [6 — 2(2 + )]
= —t[-6—t+12+6] — (—1)[=9 + 3t + 6] + [2 — 21|
=+t +t-1

Man sieht sofort, da 1 eine Nullstelle ist. Es gibt also ein g mit —¢3 + t? 4
t—1 = (t—1)g; durch Division findet man g = —t?+1, d.h. 3 +t?>+t—1 =
—(t—1)2(t+1). Es gibt also zwei Eigenwerte +1 und —1, und der Eigenwert
+1 tritt doppelt auf.

7.2.3. Algebraische und geometrische Vielfachheit. Es sei V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum und f: V' — V linear. Jedem Eigen-
wert A von f sind in natiirlicher Weise zwei Zahlen zugeordnet.

(1) Die Vielfachheit p(ps, A) von A als Nullstelle des charakteristischen
Polynoms p; von f; diese Zahl nennt man die algebraische Viel-
fachheit des Eigenwerts A.

(2) Die Dimension des Eigenraums Eig(f, \), der dem Eigenwert \ zu-
geordnet ist; diese Zahl nennt man die geometrische Vielfachheit
des Eigenwerts A.

Wir wollen uns iiberlegen, dafl die geometrische Vielfachheit stets kleiner
oder gleich der algebraischen Vielfachheit ist.
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LEMMA. Seien V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, f: V — V
linear und X\ Eigenwert von f. Dann gilt dim Eig(f, X\) < u(pg, A).

BEWEIS. Sei z1,...,z, eine beliebige Basis von Eig(f, A\). Man ergénze
sie zu einer Basis x1,..., %, Zp41,..., 2, von V. Dann gilt f(x;) = Ax; fir
i=1,...,r, also

T1 A T
Ty _ A Ty
Triq || * * ok * Tra1
Tn * * % * T
Also ist dim Eig(f, A) < u(py, A). a

BEMERKUNG. In dem Fall, dal das charakteristische Polynom von f
in Linearfaktoren zerfillt (und das ist etwa iiber dem Koérper C der kom-
plexen Zahlen stets so), werden wir in 7.4 zeigen konnen, dafl f genau
dann diagonalisierbar ist, wenn fiir jeden Eigenwert A von f die geome-
trische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit ist, also wenn gilt
dim Eig(f, A\) = p(py, A). Wir wollen uns jetzt mit dem allgemeinen Fall be-
fassen, daff ndmlich die Dimension eines Eigenraums Eig(f, ) eventuell zu
klein ist. Es ist Eig(f,A) = kerg mit g := f — Aid. Die Idee hier ist, die
eventuell zu kleine Dimension zu vergréfiern und statt des Eigenraums ker g
den sogenannten Hauptraum Uy » := |J,-_, ker ¢" zu betrachten. Dies wird
uns auf die Jordansche Normalform fithren.

7.3. Jordansche Normalform
In diesem Abschnitt sei K stets ein Korper.

7.3.1. Jordan-Matrizen. Fiir jedes A € K und s > 1 sei die Jordan-
Matriz J, ) definiert durch

Al 0
Al
JS,)\ = c KSXS
Al
0 A

und insbesondere Ji ) := (A).

SATZ (Jordansche Normalform). Gegeben sei ein n-dimensionaler K-
Vektorraum V' und f: V — V linear. Ferner sei py Produkt linearer Fakto-

ren. Dann existiert eine Basis x1,...,x, von V mit
T x
1 A, 0 1
9 x2
f = ‘. . 9
0 A, '
Tn In

wobei jedes A; eine Jordan-Matriz J,  ist zu einem Eigenwert A von f.
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BEMERKUNGEN. (1) Es konnen eventuell mehrere Jordan-Matrizen
A; zu einem Eigenwert A\ gehoren.
(2) Die A; sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt, und zwar
durch f, also unabhéngig von der Basis; dies wird hier nicht bewie-
sen.

BEWEIS. Sei etwa py = (—1)" ]2, (t — A;)® mit verschiedenen \; und
e; > 1. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber die Anzahl m der
verschiedenen Eigenwerte von f.

Schritt 1: Zerlegung von V. Betrachte X\ := Aj. Setze g := f — Aid. Dann
ist ker g der Eigenraum von f beziiglich A\. Wir untersuchen den sogenannten
Hauptraum von f beziiglich A, definiert als

o
U:=Us)y = U ker g™;
m=0
hierbei ist wie iiblich ¢"* :=gogo---0 g mit m Vorkommen von g.
Wir zeigen zunéchst
(7.1)
U ist f-invarianter Unterraum, d.h. U ist Unterraum mit f(U) C U.

Zum Beweis von (7.1) stellen wir zunéchst fest, dafl U ein Unterraum ist.
Es geniigt zu zeigen, dafl aus x,y € U stets folgt x + y € U. Ist ndmlich
z € ker g™ und y € ker gF mit etwa m < k, so folgt = € ker ¢* und damit
r+y Ekergh CU. f(U) CU ergibt sich wie folgt. Offenbar geniigt ¢(U) C
U, da f = g+ Aid. Sei also x € U, etwa ¢"(z) = 0. Es geniigt zu zeigen
g(x) € U. Esist 0= g(¢™(z)) = g™ (g(x)), also g(z) € kerg™ C U.

Wir setzen jetzt

[e o]
W = ﬂ im g™
m=0
und zeigen
(7.2)
W ist f-invarianter Unterraum, d.h. W ist Unterraum mit f(W) C W.

Zum Beweis von (7.2) beachte man, da§ W als Durchschnitt von Unterriu-
men wieder ein Unterraum ist. f(W) C W ergibt sich wie folgt. Offenbar
geniigt wieder g(W) C W, da f = g+ Aid. Sei also y € W, d.h. y = ¢"(x1,)
fiir alle m, mit geeigneten x,, € V. Es geniigt zu zeigen ¢g(y) € W. Man
erhilt g(y) = g™ (2,,) € im g™t C im g™ fiir alle m.

Unser néchstes Ziel ist V = U @& W. Dazu werden wir von der Vor-
aussetzung dim V' < co Gebrauch machen. Wir zeigen zunéchst, daf es ein
k< dimV gibt mit 1 < k und

(7.3) V2OimgDimg? D - DimgF =im gt = ..., also imgF = W.
. 0Ckerg Ckerg? C--- Ckerg®F =kerght! = ..., also kerg* = U.

Zum Beweis von (7.3) beachte man zunéchst, daf es aus Dimensionsgriinden
stets ein k mit im ¢¥ = img**t! geben muB. Man wihle k& minimal mit
im ¢* = im g**1. Dann gilt

g" V] = gV
9(g"[V]) = g(g" V)
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k4l k42 .
g V] = g" V] USW.

Die zweite Aussage in (7.3) ergibt sich daraus wie folgt. Offenbar ist 0 C
kerg C ker g> C .... Wegen dimker ¢" + dimim ¢ = n (nach 3.2.3) folgt
die Behauptung aus der ersten Aussage. 1 < k ergibt sich aus kerg # 0
(denn ker g ist Eigenraum zu \).

Jetzt erhélt man V = U @ W wie folgt. ker g* NimgF = 0: Sei z €
ker g* Nim ¢*. Es ist ¢*: im g* — im ¢?* wohldefiniert und surjektiv, also ein
Isomorphismus. Wegen z € im g* und ¢*(x) = 0 folgt = = 0. ker g* +im ¢g* =
V folgt aus

dimker ¢* + im g* = dim ker ¢* + dimim ¢* dritte Folgerung in 3.2.3

=N

Schritt 2: Konstruktion einer Basis von U, beziiglich derer sich g (und
damit auch f = g + Aid) iibersichtlich verhilt. Dazu ein

LEMMA. Sei
kerg' =kerg' ' ® (y1, ..., ym)
mit Y1, ..., Ym linear unabhingig. Dann existieren z1, ...,z € ker gt (mit
q>0) so dafs

ker gt =ker g 2 ® (9(y1)s -+ 9(Ym)s 215+ 24),s
wobei g(y1),...,9(Ym), 21, - - ., 2q linear unabhingig sind.
BEWEIS. a. Es ist g(y;) € kerg'™!, da ¢*"*(g(y;)) = ¢'(y;) = 0 wegen

y; € ker qg'.
b. Wir zeigen gleichzeitig

kerg' ™ N {g(y1), .-, g(ym)) = 0
9(y1)s .-, 9(ym) sind linear unabhéngig.

Zum Beweis geniigt es zu zeigen, daB aus » 7, a;jg(y;) € ker g2 folgt
a1 == am =0. Seialso Y31, a;g(y;) € ker g~2. Man erhélt

0=g"2_ajgy;) =9 O ajy))
=1 j=1

m .
Z a;y; € ker g !

j=1
m
Zajyj =0 dakerg’ =ker ¢ ' @ (y1,...,ym)
j=1
a1 =-=am,=0 da y1,...,Yn linear unabhéngig.

c. Jetzt 1aBt sich das Lemma leicht beweisen: Man wéhle eine Basis
u1, . .., up von ker g2 und ergéinze ui, . .., up, g(y1), - - ., 9(ym) zu einer Ba-
sis von ganz ker ¢* 1, etwa u1, ..., up, g(y1)s- -+, 9(Ym)s 21, - - - » 2g- 0
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Man erhilt aus dem Lemma

ker g* = ker g* 1 @ (21, ..., xpm,)
ker ¢* 1 =ker ¢* 2 @ (g(x1), ..., 9(Tm, ),
Trng41s- - Tmgy)
=ker g" 2 @ (g% (x1), ..., ¢*(Tm,),
9(@Tmy41); - 9(Tm, ),

Tmo+1s .- 7«73m3>

ker gk_2

und schliefllich

kerg =0 (gk_l(xl), . ,gk_l(xml),

gk_Q(xmlJrl)’ s ’gk—Q(me),

gy 4+15 -+ Ty )

mit 1 <mq < mg < --- < my. Einsetzen ergibt folgende Basis von ker gk

U.
Tiy g(Tiy)y s g () filr 1<y <y
xizag(xm)"'-agki2(xi2) fiir m; +1 <ipg <my
(7.4)
T, fir mp_1 + 1 < < my.

AuBerdem ist x;, € ker ¢*, z;, € ker g*! und schlieBlich x;, € ker g, d.h.
gk(xil) =0

gkil(xlé) =0

9(@i,) =0
Jede Zeile von (7.4) hat also die Form

¥,9(y),...,¢" ' (y) mit g?(y) =0 und p < k.

Aus ¢P(y) = 0 folgt

9(y) S 9(y)

7 (y) 0 (1) 7 ()

131
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und wegen f = g+ Aid

y Al 0 Y
Al
9(y) 9(y)

T |

: \ g :

p—1 p—1

9" () 0 v \9" W)
Insgesamt ergibt sich fiir die in (7.4) gefundene Basis z1,...,24 von U
21 Al 0 Z1
f = E

Zd 0 A, Zd

wobei jedes A; eine Jordan-Matrix J, ) ist.

Schritt 3. AbschluB. Wir wissen bereits V = U @& W, f(U) € U und
f(W) C W. Aus der eben gefundenen darstellenden Matrix fiir f[U ergibt
sich

prv = £(t — Ap)*
mit d = dim U. Nach Bemerkung 3 in 7.2.2 gilt

Df=Pfiu - PfIw:-
Ist W = 0, so sind wir fertig (dann ist psyp = 1). Sei also W nicht der
Nullraum. Dann ist pyw (A1) # 0 (denn sonst gébe es ein x € W, x # 0 mit
f(x) = Az, also z € ker g im Widerspruch zu V. =U @& W und ker g C U).
Daraus ergibt sich, daf} in

m

pp= £t =2 T = X) =%t = M) psw
i=2
e1 = d sein muB} (denn kiirzt man gemeinsame Faktoren ¢ — \; heraus, so
kann rechts und links nichts iibrig bleiben). Also ist

m
pf[W = :tH(t — )\i)ei.
=2

psiw hat einen Eigenwert weniger als py. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es also fiir f[W eine Basis mit der gewiinschten Eigenschaft. Fiir f[U
hatten wir dies in Schritt 2 bewiesen. Damit ergibt sich der Satz. O

BEMERKUNGEN. (1) Die Bedingung ,ps ist Produkt linearer Fak-
toren* im Satz ist notwendig.

BEWEIS. Sei x1,...,x, eine Basis von V mit

T Al 0 T1

Tn, 0 A, Tn,
mit Jordan-Matrizen A;. Dann gilt

Pf = PAPA; - --PA,,
pa;, = i(t - )\Z)nl
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(2) In der Algebra zeigt man: Zu jedem f € K|[t] existiert ein Erweite-
rungskorper L O K, in dem f in Linearfaktoren zerfllt.

(3) In ,algebraisch abgeschlossenen Korpern® zerfillt jedes Polynom in
Linearfaktoren. Z.B. ist C algebraisch abgeschlossen (Fundamental-
satz der Algebra; Beweis in der Funktionentheorie).

7.3.2. Umformulierung fiir Matrizen. Aus den Uberlegungen des
vorangehenden Abschnitts ergibt sich eine niitzliche Fassung der Jordan-
schen Normalform fiir Matrizen.

SATZ (Jordansche Normalform fiir Matrizen). Seien K ein Kdrper und
A € K"*"™, Ferner sei pa Produkt linearer Faktoren. Dann findet man ein
S € GL(n, K) so daf

Ay 0
SAS™ = ,
0 A,

wobei jedes A; eine Jordan-Matriz J,  ist zu einem Eigenwert A von fa.

BEWEIS. Wir betrachten noch einmal den Beweis zum Satz iiber die
Jordansche Normalform, und zwar fiir V. = K" und f = fg, B := Al. In
(7.4) hatten wir fiir g = f — Mid die folgende Basis von ker g* = U erhalten.

xilag(xil)a---,gk_l(xil) firl <i <my
xigag(xiz)a"'agk_Q(xig) fiir m1+1§22 §m2
fir mg_1 +1 < i, < my,.

.%'Z'k

Zur Vereinfachung nehmen wir 1 = my = mg = -+ = my, an und schreiben
x fiir @;,. Sei T' die Matrix mit den Spalten z, g(z),...,¢* !(x). Dann gilt
firl<i<k

By (x) = f5(s (2) = (Nd + 9)g' ™ () = Ag' (@) + g ()

A
1 A
= i-te Spalte von T’
1 A
A
1 A

BT =T
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also
A
1 A
T'BT = \
1 A
A1
TtAthlz
(T7) v
A
a
BEISPIEL. Sei
3 4 3 3 —1 1
A=|[—-1 0 —-1],alsoB=A"=[4 0 2
1 2 3 3 —1 3
Dann ist
3—t —1 1
pp=| 4 —t 2 |=@-t)[-3t+t>+2]+[12— 4t — 6] +[-4+ 3]
3 -1 3—-t

2t
=@B-t)t—-1(t—-2)—(t—2)
= (t — 2)[—t* + 4t — 4]
= —(t—2)3%
Sei g = fp — 2id. Dann ist
0 C kerg C ker g% C ker g = R3.

Wir folgen jetzt dem Beweis des Satzes und konstruieren eine Basis von R3,
beziiglich derer sich g tibersichtlich verhélt. Die Zahl k£ im Satz ist hier 3.
Wir miissen Basen der Riume ker g und ker g? berechnen. Es ist ¢ = fc mit

1 -1 1 0 0 O
C=|(4 —2 2|, also C?=12 -2 2
3 -1 1 2 -2 2
ker g ergibt sich als Losungsraum des linearen Gleichungssystems Cx = 0:

§1—&+8=0
461 — 28 +283 =0
§1—&+8=0
260 =283 =0
§1—&+8=0
£2—&=0

Also ist

0
kerg=(|1]).
1



7.3. JORDANSCHE NORMALFORM 135

Ferner ist
&1 1 -1
kerg? ={|&| & —-&+&=0}=([1],[ 0|
3 0 1
Man erhélt
—kerg? = kerg? @(z), alsom;=1
—_ ~—
1 —1 1
q1f.f o 0
0 1 0
ker g2 = kerg ®(g(z1)), also my = my
0 1
(q1p 4
1 3
ker g = 0® (g*(z1)), also ms3 = ms.

Einsetzung ergibt die folgende Basis von ker ¢® = R?:

1 1 0
xlag(xl)’QQ(xl) = 0 ) 4 ) 2
0 3 2

Sei T' die Matrix mit den Spalten w1, g(z1), g? (1), also

g°(
10
4 2
3 2

Dann ist, wie wir aus der Theorie wissen,

||
o O =

2
T'ATH 1= [0
0

o N =
N = O

Man kann dies (etwa mit MAPLE) leicht kontrollieren.

BEISPIEL. Sei

2 2 -1 -1 -1 -1
-1 2 2 -1 -1 -1
A=|-1 -1 2 ,also B = 2 -1 -1
-1 -1 -1 2 2 -1
-1 -1 -1 -1 2 2

und damit pp = (2 — ). Sei wieder g = fp — 2id. Dann ist

0 C kerg C ker g* C ker g® C ker g* € ker g° = R°.
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Es ist g = fo mit

0O -1 -1 -1 -1
0 -1 -1 -1

C= 0 -1 —-1]1,
0 -1
0
also
001 2 3 000 —1 -3
001 2 00 0 -1
C? = 00 1|,c3= 0 0 0
0 0 0 0
0 0
und
00001
00 00
ct = 0 0 0
0 0
0
Man erhalt

R® = kerg5 = kel‘g4 ®(x ), alsom;=1
—_— =~
(e1,e2,e3,e4) €s
ker g' = kerg® @(g(z1)), also mg=m,
N———" N——
(e1,e2,e3) 1
-1
-1
-1
0
ker g% = ker ¢* ®(g%(21)), also ms = mo
——

(e1,e2)

ker g2 = ker g ®(g> (1)), also my = mg
—~—
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kerg = 0® (g*(z1)), also ms = my.

OOOOD—\{

Einsetzung ergibt die folgende Basis von ker ¢° = R?:

0 -1 3 -3 1
0 -1 2 -1 0
xl,g(xl),g2(xl)a93(:61)’94(:61) =10 ) -1 ’ 1 ’ 0 ) 0
0 -1 0 0 0
1 0 0 0 0
Sei T' die Matrix mit diesen Spalten, also
O o0 o0 0 1
-1 -1 -1 -1 0
T"=(3 2 1 0 0
-3 -1 0 0 O
1 0 0 0 0

Dann ist wieder, wie wir aus der Theorie wissen, T*A(T?)~! die Jordan-
Matrix Js52. Man kann dies mit MAPLE leicht kontrollieren. Die Eingaben
lauten:

with(linalg):
T:=matrix([[0,-1,3,-3,1],[0,-1,2,-1,0],[0,-1,1,0,0],[0,-1,0,0,0].,]1,0,0,0,0])):
As=matrix([[2,0,0,0,0],[-1,2,0,0,0],[-1,-1,2,0,0],[-1,-1,-1,2,0],[- 1,-1,-1,-1,2]]):

evalm(transpose(T)*A*inverse(transpose(T)));

und die Ausgabe ist

SO OO N
SO O N
SO NN~ O
SN = OO
o= O OO

7.4. Diagonalisierung

Seien V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f: V' — V linear.
f hatten wir diagonalisierbar genannt, wenn es eine Basis x1,...,x, von V
und Aq,..., A, € K gibt so dafl

il )\1 0 il
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7.4.1. Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen. Wir beweisen
ein einfaches Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus.

SATZ. Seien V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum und f: V — V line-
ar. Ferner sei das charakteristische Polynom py Produkt linearer Faktoren,
etwa pr = (—1)" T[7%, (t—Xi)% mit verschiedenen \; und e; > 1. f ist genau
dann diagonalisierbar, wenn fir alle Figenwerte )\; die geometrische Viel-
fachheit dim Eig(f, \;) gleich der algebraischen Vielfachheit e; von \; ist.

BEWEIS. 1. Sei f diagonalisierbar, also V = Vi @ --- & V,,, mit V; =
Eig(f, \i). Sei (z45)1<j<e, Basis von V;. Dann gilt

z11 A Z11
T1e, A1 Tley
(7.5) f =
Tml )‘m Tm1l
Tmem )\m Tmem

mit e; Vorkommen von A;. Man erhélt fiir das charakteristische Polynom
m
pr =det(A —tE) = [J(n — t)”
i=1
Also ist e; sowohl die Vielfachheit von \; als auch die Dimension von V.
2. Fiir jeden Eigenwert \; von f gelte dimV; = e; mit V; = Eig(f, \;).
Sei (xij)1<j<e; Basis von V;. Wegen > ", e; = n ist dann (i) 1<i<m,1<j<e;
eine Basis von V, und wir haben wieder (7.5). 0

BEMERKUNG. Man kann auch dem obigen Beweis des Satzes von der
Jordanschen Normalform entnehmen, dal f diagonalisierbar ist, falls fiir
jeden Eigenwert \; von f gilt dimEig(f,\;) = e;. Setze ¢; := f — N\id.
Fiihrt man die im Beweis beschriebene Konstruktion fiir A; durch, so ergibt
sich fiir den Hauptraum U = Uy, = ker g¥, daB dimU = ¢; ist. Da auch
dim Eig(f, ;) = e; ist fiir den Eigenraum Eig(f, \;) = ker g;, haben wir
U = Eig(f,A\;) und £ = 1. Alle Jordan-Matrizen in der durchgefiihrten
Konstruktion fiir den Eigenwert \; haben also die Form ()\;). Da dies fiir
alle \; gilt, ist f diagonalisierbar.

7.4.2. Diagonalisierung fiir Matrizen. Wir wollen wieder eine Fas-
sung der gerade durchgefiihrten Uberlegungen fiir Matrizen angeben.

SaTz (Diagonalisierung von Matrizen). Seien K ein Kérper und A €
K™ " Ferner sei das charakteristische Polynom pa Produkt linearer Fak-
toren, und fiir jeden FEigenwert sei die geometrische Vielfachheit gleich der
algebraischen Vielfachheit. Dann findet man ein S € GL(n, K) so daf

A1
SAS™ =
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BEWEIS. Sei B := A!. Aufgrund der Voraussetzung gibt es eine Basis
x1,...,T, des K™ aus Eigenvektoren von fp. Sei x; Eigenvektor zum Eigen-
wert A;, und T' die Matrix mit den Spalten z1,...,z,. Dann gilt

A1
Bz; = fp(x;) = M\jz; = i-te Spalte von T
An

A1

BT =T
An
A1
T'BT =
An
A1
T'A(TH ! =
An

O

KOROLLAR (Praktisches Verfahren zur Diagonalisierung). Seien A €
K™ ynd B := A",

(1) Man bestimme pp und versuche, pg in Linearfaktoren zu zerlegen.
Wenn dies unmdoglich ist, so ist fp micht diagonalisierbar. Andern-
falls:

(2) Fiir jeden Eigenwert X bestimme man dim Eig(fp,\). Wenn fir
einen Eigenwert A gilt dim Eig(fp,A\) < u(pp, ), so ist fp nicht
diagonalisierbar. Andernfalls:

(3) Fir jeden Eigenwert A\ bestimme man eine Basis von Eig(fp, )
(durch Lésen des linearen Gleichungssystems (B — AE)x = 0).
Dann ist A diagonalisierbar mit Transformationsmatriz gemdf dem
Beweis des Satzes.

BEISPIEL. Sei

0 -3 =2 0 -1 1
A=|-1 -2 —2],alsoB=A'=[-3 -2 3
1 3 3 -2 -2 3

In Abschnitt 7.2 hatten wir das charakteristische Polynom p4 = pp = —(t —
1)2(t+1) bestimmt. Zu den Eigenwerten +1 und —1 berechnen wir jetzt die
Eigenvektoren.

Fiir den Eigenwert —1 ergeben sich die Eigenvektoren als Losungen des
linearen Gleichungssystems

0+1 -1 1 3
-3 —2+1 3 & | =o.
—2 -2 3+41) \&



140 7. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN, DIAGONALISIERUNG

Wir bringen diese Matrix durch elementare Zeilenumformungen in die Form
einer Zeilenstufenmatrix:

1 -1 1 1 -1 1

=3 =1 3| = weite Zeile +3- erste Zeile |0 —4 6
-2 =2 4 dritte Zeile +2- erste Zeile \0O —4 6
1 -1 1
— 0 =2 3
0 0 0
Zu 16sen ist also das Gleichungssystem
§1—§&+8&=0
-2+ 385 =0.

Nach dem Verfahren aus 1.4 erhélt man als Losungsraum alle skalaren Viel-

fachen von < g ) Insbesondere ist also (é) Eigenvektor zum Eigenwert —1.

Fiir den Eigenwert 1 ergeben sich die Eigenvektoren als Losungen des
linearen Gleichungssystems

0-1 -1 1 &
-3 -—2-1 3 &l =o.
-2 -2 3-1)\g

Wir bringen diese Matrix durch elementare Zeilenumformungen in die Form
einer Zeilenstufenmatrix:

-1 -1 1 -1 -1 1
-3 -3 3|~ 0 0 O
-2 -2 2 0 0 O

Das zugehorige Gleichungssystem besteht nur aus der Gleichung —&; — & +

&3 = 0. Nach dem Verfahren aus Abschnitt 1.4 hat der Losungsraum (also
. . . -1 1
Eig(fp,1)) die Basis ( 1 ), ((1))
Es ist dimEig(fp,—1) = 1 = u(pp, —1) und dimEig(fp,1) =3 -1 =

2 = u(pp, 1). Daher ist fp diagonalisierbar.
-1
(é), < ! ), <(1)> ist eine Basis des R3 aus Eigenvektoren von fg. Wir

setzen gemifl dem Beweis des Satzes
1 -1 1
T=13 1 0
2 0 1

T'A(TH ™! =

O = O
= o O
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Komplexifizierung und unitire Vektorrdume

Im Satz iiber die Jordan-Normalform muften wir voraussetzen, dafl das
charakteristische Polynom p; des gegebenen Endomorphismus f: V' — V in
Linearfaktoren zerfillt. Dies ist stets fiir den Korper C der komplexen Zah-
len der Fall, aber nicht fiir allgemeine Korper und insbesondere nicht fiir den
Korper R der reellen Zahlen. Wir zeigen jetzt, wie man diesen ,,Defekt* des
Korpers der reellen Zahlen dadurch umgehen kann, dafl man einen gegebenen
R-Vektorraum in kanonischer Weise zu einem C-Vektorraum macht. Als An-
wendung erhalten wir eine Variante des Satzes iiber die Jordan-Normalform
fiir R-Vektorrdume. Ferner fithren wir eine ebenfalls kanonische Erweite-
rung der Theorie der euklidischen Vektorrdume (die ja die reellen Zahlen als
Grundkérper voraussetzten) auf den wichtigen Fall der komplexen Zahlen
als Grundkorper durch. Man spricht dann von unitiren Vektorrdumen.

8.1. Komplexifizierung

8.1.1. Komplexe Zahlen. In 1.2.4 hatten wir den Kérper C der kom-
plexen Zahlen als Spezialfall einer Kérpererweiterung K (1/€) fiir € = —1 ein-
gefithrt. Mit einer geeigneten Identifikation galt R C C. Offenbar kann man
C als R-Vektorraum mit Basis 1,7 auffassen. Ferner gilt (o + i5)(y 4 id) =

ay — B8 +i(ad + (7).
BEZEICHNUNGEN. Sei £ = a+ i mit o, 8 € R.
Re(¢) == Realteil
(&) :=p Imagindrteil
Ei=a—if konjugiert komplexe Zahl

€] ;== a? + B2 Betrag.

Es gilt:
Re(€) = 5(6 +)
1 _
I(&) = 2—1.(5 —£)
€ = €
1_¢& 1<
e @ @t

Geometrische Deutung (Gaufische Zahlenebene): £ = a+if3, r = [£], cos ¢ =
2, singp = g Also: £ = a+if = r(cos ¢ +isin ). Addition in C: Vektorad-
dition in R2. Multiplikation in C: Betriige multiplizieren, Winkel addieren,

141
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denn
r(cos ¢ +isin ) - 7'(cos ¢’ +ising’)

= r7'(cos ¢ cos ¢’ — sin @ sin ¢’ +i(cos psin ¢’ + sincos ¢')).

cos(p+¢') sin(p+')
Formale Definition (Erinnerung): Es war C := R x R als additive Gruppe
definiert. Die Multiplikation hatten wir definiert durch

(Oé,ﬂ) ' (756) = (Oé’)/ - 555 ad + Br}/)
fir o, 8,7,0 € R.

BEMERKUNGEN. (1) Fiir &, ¢ € C gilt:
16€°1 = l&ll¢’]
€+&T < €1+ €]
|€] =0 genau dann, wenn & =0
=¢¢
E+8=6+¢
£=¢
& =¢ genau dann, wenn & € R.

BEWEIS. Durch Ausrechnen. 0
(2) Sei 0: C — C ein R-Algebra-Automorphismus, d.h.
ola) =« fiir alle « € R
o(§+&)=0() +0o(¢) firalle ¢ eC
o(¢-&)=0(¢) o(¢) firalle &€ eC
o bijektiv.

(Die letzten drei Eigenschaften besagen, dafl o ein Ringisomorphis-
mus ist). Dann ist o die Identitét, d.h. o(§) = ¢ fiir alle § € C,
oder o ist die Konjugation, d.h. o(§) = ¢ fiir alle £ € C.

BEWEIS. Sei £ = a + ¢ mit «, § € R. Dann ist
o) =o(a)+o(i)o(B) =a+0a(i)p
> 5

Es geniigt zu zeigen o(i) =i (dann ist o die Identitéit) oder o (i) =
—i (dann ist o die Konjugation). Dies folgt aus:

i2=-1

—1=0(-1)=0(®) = a(i) - o(i)
o) +1=0

(o(i)+i)(o(z) —i) =0

o(i) =1 oder o(i)= —i.
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(3) Fortsetzung der Konjugation auf den Polynomring CJt]. Fiir

n
p= Zajtj € C[t] mit a; € C sei
=0

pi= ia—jtj.
j=0

Wieder gilt fiir p, g € C[t]

P-q=Dp-q,

ptqa=p+7,

p=p,

p=p genau dann, wenn p € R[t].

BEWEIS. Durch Ausrechnen. Zum Beispiel fiir p = Zyzo ozjtj
und ¢ = > %, Gytt mit aj, 4 € C ergibt sich

n+m

ST aBtt,
k=0 [+j=k

n+m

pa=y (Y ep)tr=p-7

k=0 I+j=k
———
=Di4j=k %01

p-q

S

O

8.1.2. Fundamentalsatz der Algebra. Eine wesentliche Eigenschaft
des Korpers C der komplexen Zahlen ist seine algebraische Abgeschlossen-
heit, d.h. daB jedes nichtkonstante Polynom in C[t] Produkt linearer Fak-
toren ist. Man nennt diese Aussage auch den Fundamentalsatz der Alge-
bra. Einen Beweis werden wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht geben
konnen; er wird in Vorlesungen iiber Funktionentheorie gefiihrt. Jedes Po-
lynom p € CJt] hat also eine Darstellung

n
p:aH(t—aj) mit o, a; € C.
j=1

a1, ...,oa, sind die Nullstellen in C von p.

KOROLLAR. Jedes nicht konstante Polynom p € RI[t] ist Produkt von
linearen und quadratischen Faktoren iber R. Genauer gilt
T n
. e
p=aJt-ap7 I] (t-oy)t—a3))7,
; —
7=1

J=r er[t] vom Grad 2

wobeie; > 1, € R, ay,...,00 €ER, apq1,..., 0 € C\R, o5 # oy fiir j #1.
(a1, ..., ap sind die reellen, oyy1, 041, ..., 0p, Oy die komplexen Nullstellen
von p).
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BEWEIS. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gibt es ein A € C mit
p=(t—X)°% mitqgeC[t], e>1und g(\) #0.

Nach Voraussetzung ist

p=D=(t—MNG mit gX) = ¢(N) # 0, da g(A) #0.

Damit ist gezeigt: ist A Nullstelle von p mit Vielfachheit e, so ist A Nullstelle
von p ebenfalls mit Vielfachheit e. Aulerdem gilt

(t —ay)(t —aj) = 2 —t (o + @) + oy € R[t].
—_———
2-Re(aj) laj |2
Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt die Behauptung. O

KOROLLAR. Sei p € RJt], p nicht konstant und deg(p) ungerade. Dann
hat p eine reelle Nullstelle.

BewEIs. Nach Voraussetzung ist deg(p) = >7_; e; +23 7, | e;j unge-
rade. Es folgt r > 1 und damit die Behauptung. O

8.1.3. Komplexifizierung. Gegeben sei ein R-Vektorraum V. Aus V
konstruieren wir einen C-Vektorraum V, seine Komplezifizierung. Dazu set-
zen wir V := V x V als additive Gruppe. Die Skalarmultiplikation CxV — V
wird definiert durch

(a+if)(v1,v2) := (w1 — Buz, awz + Buy).

BEMERKUNGEN. (1) V mit der angegebenen Struktur ist ein C-
Vektorraum.
BEwWEIS. Durch Nachrechnen, wie fiir V = R. O

(2) Die Abbildung
VoV
v (v,0)
ist ein R-Monomorphismus, d.h. es gilt
v+ = +v,0) = (v,0) + (V,0),
a-v—(aw,0) =a-(v,0) firaeR.
Weiter gilt
i (v,0) =(0,v),
also
(1)1,1)2) = (1)1, 0) + i(vg, 0) inV.
Wir identifizieren jetzt v mit (v, 0); in diesem Sinn haben wir dann
V C V. Jedes x € V 1488t sich also eindeutig schreiben in der Form

T =wv1 +ivy mitv,vg €V,
und es gilt
(a +i6)(v1 + ive) = avy — Pog + i(avy + Puy).
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8.1.4. Komplexifizierung eines Homomorphismus. Seien V, W R-
Vektorrdume und f: V. — W linear, also f € Hompg (V, W). Wir definieren
die Komplexifizierung f von f durch

fV-W
f(v1 4 ivg) = f(v1) +if(vg) fiir vy, vp € V.
BEMERKUNGEN. (1) f ist ein C-Homomorphismus.
BEWEIs. Durch Nachrechnen, z.B.
f((a+1iB)(vy + iv2))
= f(avy — Pvg) +if(awvy + fo1) nach Definition
= af(vi) = Bf(v2) +i(af(v2) + Bf(v1))
= (a+iB)f(v1 + iva).
d
(2) f ist eindeutig bestimmte Fortsetzung von fauf V (,,Fortsetzung*
meint f[V = f).

BEWEIS. Sei f': V — W ein C-Homomorphismus, f'[V = f.
Dann gilt
f(r +ive) = f'(v1) +if (v2)
= f(v1) +if(v2)
f(v1 + ivg).

O

(3) Seien V,W,U R-Vektorrdume und V L, w % U R-Homomor-

phlsmen Dann gllt offenbar V EA WL U. Wir zeigen

a. go gof=gof.
b. id = id.
Man sagt in diesem Fall, da} ~ ein ,, Funktor® ist.

BEWEIS. a.

G(f(v1 +iva)) = G(f (0 +2f( ))
g

(gof) Ul)+2(90f)( 2)
(g o f) (v + ive)
b. iEl(vl + ’iUQ) = v1 + 9. a
LEMMA. Seien V n-dimensionaler R-Vektorraum und f € Homg(V, V).
(1) Ist xy,... 2y eine Basis von V idber R, so ist x1,...,x, Basis von
V diber C.

(2) Es gilt dimg (V) = dime (V) und dimg (V) = 2dimg(V).
(3) Das charakteristische Polynom py von f ist gleich dem charakteri-
stischen Polynom pj von f.
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BEWEIS. (1) Offenbar ist V C V. z1, ..., z, sind linear unabhiingig iiber
C: Seien aj, 8; € R und gelte Z;L:l(ozj +if;)x; = 0. Dann folgt

n n
ZO&j%‘j‘i‘iZﬁjx]‘ =0
j=1 j=1

n n
Z ajz; =0 und Zﬂjxj =0
j=1 j=1

ar=-=a,=0 und f=--=F,=0,
da z1,...,z, R-linear unabhingig sind.
&1, ...,z bilden ein Erzeugendensystem iiber C von V: Sei v +iw € V mit

v,w € V. Dann gilt v =>"_, ajz; und w = Y7, Bjz; mit a;, B; € R, also
> i—1lay +iBj)x; = v +iw.

(2) dimg(V) = dimc(V) gilt nach Teil (1). Es ist dimg(V) = 2n, da
T1y..., Ty, iT1,..., iz, eine R-Basis von V bildet.

(3) Seien x1,...,x, Basis von V iiber R und A darstellende Matrix von
f beziiglich x1,...,z,.

A auch darstellende Matrix von f. Also hat man p I det(A—tE) =pys. O

KOROLLAR. Seien V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und f €
Homg(V, V). Dann gilt:

(1) Ist dimV wungerade, so besitzt f mindestens einen Eigenvektor,
d.h. es gibt einen Unterraum U C V der Dimension 1, welcher
f-invariant ist (also f(U) CU).

(2) Ist dim V' beliebig (aber > 1), so gibt es einen f-invarianten Un-
terraum U CV der Dimension 1 oder 2.

BEWEIS. (2) Betrachte f € Homg(V, V). Wegen dim V > 1 hat pj eine
Nullstelle A iiber C. Sei etwa A =: o+ mit o, 8 € R. A ist dann Eigenwert
von f. Sei x = v+ iw € V Eigenvektor von f zum Eigenwert A (also z # 0
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und v, w € V). Man erhélt

Der Unterraum U := Rv 4+ Rw leistet also das Verlangte.

(1) py hat eine reelle Nullstelle &« € R (nach einer Folgerung in 8.1.2).
Also ist « ein Eigenwert von f. Sei v # 0, v € V Eigenvektor von f zum
Eigenwert «. Dann ist f(v) = av. Der Unterraum U := Ru leistet also das
Verlangte. O

8.1.5. Konjugation. Sei V ein R-Vektorraum. Die Abbildung

V-V
v+iwr—v—iw firv,weV

heiBt Konjugation auf V.

BEMERKUNGEN. (1) Fiir alle z,y € V und « € C gilt
z+y=7T+7Yy
ar =ax
T =

x
T =z genau dann, wenn x € V.

Dies zeigt man wie fiir C = R. Zum Beispiel zeigt man die letzte
Aquivalenz wie folgt. Sei x = v+ iw mit v,w € V, also T = v — jw.
Dann sind folgende Aussagen &quivalent.

r=7
V4w = v —jw
29w =0
w =10
zeV.

(2) Sei wieder z = v + tw mit v,w € V. Dann gilt
v:§(:c+f), w = 2Z(x—x)

8.1.6. Abstieg von C nach R. Wir zeigen, wann man aus dem Vor-
handensein von Homomorphismen oder Unterrdumen in der Komplexifizie-

rung V schliefen kann auf das Vorhandensein entsprechender Objekte in
V.

SATz. Seien V,W R-Vektorriume.
(1) Fir alle z € V gilt z € V genau dann, wenn x = T.
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(2) Ein beliebiges g € Home(V, W) hat die Form g = f fiir ein f €
Homg(V, W) genau dann, wenn g(x) = g(Z) fir alle x € V. In
diesem Fall ist f = g[V

(3) Fiir einen beliebigen C-Unterraum U’ von V gilt: Es gibt einen R-
Unterraum U von V mit U' = U genau dann, wenn fir alle x € U’

qiltT € U', d.h. wenn U’ invariant ist unter Konjugation. In diesem
FallistU={zeU |z=7}.

Beweis. (1) Dies war oben als Bemerkung (1) bewiesen. )

(2) Sei g € Home(V,W). Nehmen wir zunéchst an, dafl g = f fiir ein
f € Homg(V, W). Dann gilt fiir ein beliebiges x = vy + vy mit vy, v € V

f(z) = flor) +if(v2)

(v1) = if (v2)
(v1) +if (—v2)
(
(T

v] — 1v9)

Il
km S

)-

Sei nun umgekehrt g(z) = ¢() fiir alle z € V. Fiir alle z € V gilt dann
g(x) = g(T) = g(x) (da z = T), also g(x) € W nach Teil 1. Daher ist
gV =: f € Homg(V,W). Weiter gilt f = g, da die Fortsetzung von f zu
einem f € Home(V, W) eindeutig bestimmt ist.

(3) Sei U’ C V ein C-Unterraum. Nehmen wir zuniichst an, da U’ = U
fiir einen R-Unterraum U von V. Dann 148t sich jedes 2 € U schreiben in der
Form = = uq + tuo mit uy,us € U. Also ist auch T = uq — iug € U. Sei nun
umgekehrt U’ invariant unter Konjugation. Gesucht ist ein R-Unterraum U
von V mit U’ = U. Wir setzen U :={z € U' |z =T }.

ZuU' CU. Sei z = vy +ivg € U’ mit v1,v9 € V. Dann ist vy = %(x—i—f)
und vy = 5:(z — 7). Beide Vektoren sind in U’, da mit z auch = € U’ ist.
Wegen v; = v1 und vg = 3 haben wir vy, ve € U und damit x € U.

ZuU C U'. Sei z € U, also x = uy + fuy mit uy,us € U. Dann sind
uy,us € U', also auch x € U'.

Wir miissen noch zeigen, dal U eindeutig bestimmt ist. Sei also Uy C V
ein weiterer R-Unterraum mit U’ = Uy. Gezeigt wird Uy = U := {z €
U' |z =Z}. Sei zuniichst € Up. Dann ist z = Z und z € Uy = U’, also
x € U. Sei nun umgekehrt # € U. Dann ist x € U’ mit 2 = T, und ferner
x = vy + ivg mit v1,v9 € Uy (dax € U' = Uo). Wegen z = T folgt vy = 0,
also z = vy € Uy. O

BEMERKUNGEN. (1) Wir haben die Komplexifizierung beziiglich
R C C durchgefiihrt. Allgemeiner kann man eine entsprechende
Konstruktion fiir eine beliebige Korpererweiterung K C L und
einen K-Vektorraum V durchfithren. Man kann dann L ®x V als
L-Vektorraum auffassen (siche Abschnitt 10.4 iiber Tensorproduk-
te).

(2) Ist eine Korpererweiterung K C L eine sogenannte Galoiserweite-
rung (siehe Algebra-Vorlesung), so 148t sich der Abstieg von L nach
K wie eben der von C nach R durchfiihren.
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8.2. Anwendung auf die reelle Jordansche Normalform

Zunéchst sei noch einmal an den Beweis des Satzes iiber die Jordansche
Normalform erinnert (wir schreiben jetzt V* anstelle von U #a). Fiir jeden
Eigenwert A von f hatten wir ¢ := f — \id gesetzt und den Hauptraum V*
zum Eigenwert A definiert durch

VA= D ker g".
m=0

Es war
0CkergC--- Ckerg® =kerghtt = ..
~——
VA
In V* wurde dann eine geeignete Basis gewiihlt. Die Dimension von V* war
die Vielfachheit von A als Nullstelle von p;. Ferner hatten wir eine Zerlegung
V = ker ¢* ®im ¢*
—
VA

in f-invariante Unterrdume erreicht. Das volle Resultat ergab sich durch
Iteration. Aus dem damaligen Uberlegungen erhilt man insbesondere:

8.2.1. Hauptraumzerlegung.

SATZ. Seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f: V — V line-

ar. Ferner sei py Produkt linearer Faktoren, etwa py = (—=1)" [[5_;(t— ;)%

mit verschiedenen \; und e; > 1. Fiir jedes A € K setzen wir VA o=
Un—o ker g™. Dann gilt
V=g

AeK

BewEIs. Offenbar ist V* # 0 genau dann, wenn A Eigenwert von f ist.
Es seien Aq,..., As die verschiedenen Eigenwerte von f. Wir betrachten die

Abbildung
h: VM x o x VA =V
(X1, xs) = 21 + -+ + x5,
Man sieht sofort, dal h linear ist. h ist surjektiv aufgrund der Konstruktion
der Basis im Beweis des Satzes iiber die Jordansche Normalform (Basisele-

mente, die zum Eigenwert A gehoren, liegen in V). Ferner gilt nach dem
Dimensionssatz

dimkerh + dimV = dim VM x --- x Vs
=dim VM + ... + dim Vs
=e1+ - +es
=dim V.

Demnach ist ker h = 0, also h ein Isomorphismus, also V' = @jzl VA, O
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8.2.2. Reelle Jordansche Normalform.

SATZ. Seien V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum und f: V. — V line-

ar. Dann gibt es eine Basis vy, ...,v, von V mit
V1 A1 0 V1
f = s
Un, 0 A, Up,

wobei jedes A; € R™*™ die Form

Al 0
Al
A1
0 A
(A reeller Eigenwert von f) oder die Form
a —f 10 0
08 « 01
a —0@| |1 0
0 « 0 1
10
01
a =B
0 3 a

(A:=a+i8 (8 #0) komplexer Eigenwert von f, mit o, B € R) hat.

BEWEIS. Wir betrachten die eindeutige Fortsetzung f: V — V von f auf
V. Nach 8.2.1 gilt V = Dec V2. Fiir V kénnen wir jetzt den Satz iiber die
Jordansche Normalform anwenden, da C algebraisch abgeschlossen ist. Er
liefert eine Basis, so daf3 die darstellende Matrix von f Jordan-Normalform
hat. Unser Ansatz ist die Konstruktion einer solchen Basis, und anschlieflend
ein Abstieg von C nach R.

1. Sei A € C, A Eigenwert von f . Wir setzen g := f — Aid und betrachten
g := f — Mid € Home(V, V). Dann gilt

¢'(z) =g(x) fiirallexz e V,l>0.
BEWEIS. Es ist g(z) = f(z) — Az = f(Z) — \T = (). Wir fithren den
Beweis durch Induktion iiber I. Basis | = 0. Wegen ¢° = g° = id ist hier
nichts zu zeigen. Schritt [ — | + 1.

gt (z) = g(g'(z))
=g(¢'(z)) nach der Vorbemerkung
= §(§l (Z)) nach Induktionsvoraussetzung
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0

2. Sei A komplexer Eigenwert von f. Dann ist V* — f/X, x +— T bijektiv.

BEWEIS. Seix € V2, also ¢! () = 0 fiir ein . Nach (1) ist g'(2) = 7(z) =
0, also T € V*. Genauso zeigt man, daB aus y € V> folgt 7 € V2. 0

3. Sei A reeller Eigenwert von f (also auch von f). Nach (2) st Vf‘
invariant bei Konjugation. Nach Teil 3 des Satzes in 8.1.6 ist dann VA = U
fiir einen R-Unterraum U C V', und es gilt

U={zecV* 2=} ={xecV|3(f-ANd(z) =0} =V
N—_————
=(f=Xid)! ()

Also ist VA = V. Man wihle man nun wie im Beweis der Jordan-Normal-
form eine ,,gute® Basis von V* beziiglich f. Sie ist dann auch Basis von V*
beziiglich f.

4. Sei \ komplexer Eigenwert von f mit A # X. Sei v1 +iw, . . ., Uy + iy,
eine ,,gute“ Basis von VA mit vj,wj € V, so dafl f beziiglich dieser Basis
durch eine Matrix in Jordanscher Normalform dargestellt wird. Da VA —
f/)‘, x +— T ein Isomorphismus ist, mufl v; —iwy, ..., vy — iwy, Basis von VA
sein. Also ist vy, w1, ..., Um, Wy, eine C-Basis von VAg VA (da es sich um
ein Erzeugendensystem aus dim V* @ V* = 2m Elementen handelt). OBdA
sei

Al 0
v1 + 1wy A1 V1 + 1wy

U, + 1Wp, A1 U, + 1Wiy,

(man betrachte jede Jordan-Matrix einzeln). Also gilt fiir j < m mit A =:
a+ 10

F(vj + iwj) = (a +iB)(v) + iw)) +vj41 + Wy

Fi)+if(w;)  avj—Bw;+i(Bvj+aw;)

{f(vj) = av; — fw; + vt

f(wj) = Bvj + aw; + wja

Uj

v;\ _ (o =B 1 0 wj
f(%‘)_(ﬂ a 0 1) Vj+1
Wi+1

Ebenso erhilt man fiir j = m

()= () )

5. Konstruiert wurde eine C-Basis von V = Dcc V?, bestehend aus

Vektoren aus V. Da dimg(V) = dimg(V), und die Familie der C-Basis auch
R-linear unabhéngig ist, hat man damit eine R-Basis von V konstruiert. f

hat beziiglich dieser Basis die gewiinschte Form. O
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8.3. Unitire Vektorrdume

Die komplexen Zahlen kann man als den euklidischen Vektorraum R?
auffassen, indem man £ = a + i mit dem Paar (o, 3) identifiziert (in 1.2.4
waren die komplexen Zahlen so definiert worden). Fiir den Betrag gilt dann

(e B)] = Va? + 7 = [¢] = \/2E.
Wir betrachten jetzt die folgende Abbildung
0:CxC—-C
(€,€) — €.
Dann gilt offenbar
o(§,€) =0,

+ V(€)= [¢];
0(&,6) =€ =¢¢ = 0(¢,€).

Entsprechend erweitern wir jetzt den Begriff eines euklidischen Vektorraums
(iiber R) zu dem eines unitédren Vektorraums (iiber C).

8.3.1. Hermitesches Skalarprodukt.

DEFINITION. Seien V ein C-Vektorraum und o: V x V' — C eine Abbil-
dung. o heifit hermitesches Skalarprodukt, wenn o linear im ersten Argument
ist, d.h. wenn fiir alle z,y,z € V und alle o, 8 € C gilt

olaz + By, z) = ao(z, z) + Bo(y, 2),
ferner o eine hermitesche Abbildung ist, d.h. fiir alle z,y € V gilt
o(z,y) = oy, ),
und o positiv definit ist, d.h. fiir alle x € V gilt
o(z,x) >0 furz #0.

(V,0) heiBt unitirer Vektorraum, wenn o ein hermitesches Skalarprodukt
auf V ist.

BEMERKUNGEN. Sei (V,0) ein unitérer Vektorraum.

(1) Esist o(z,x) € R fiir alle x € V' (wegen o(z,z) = o(x,x)). Deshalb
ist die Forderung o(x,x) > 0 in der Definition sinnvoll.

(2) Offenbar gilt o(z,2) = 0 genau dann, wenn z = 0. Beweis: Aus
o(x,z) = 0 folgt x = 0 wegen der positiven Definitheit. Umgekehrt
ist 0(0,y) = 0 fiir alle y, da o(z,y) linear im ersten Argument ist.

(3) Es gilt o(z,ay + Bz) = @o(z,y) + fo(z, z), denn

o(z,ay + Bz) = o(ay + Bz, x)
— Gy 3) + B o(5,)
— @o(z,y) + Fo(z,2).
Man sagt deshalb, dal o semilinear im zweiten Argument ist.
(4) Man nennt Abbildungen o: V x V' — C, die linear im ersten und

semilinear im zweiten Argument sind, auch Sesquilinearformen (lat.

yanderthalb“).
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BEISPIELE. (1) Das Standardbeispiel ist V' = C", wobei fiir x =
&1 m
< : ) und y = < : ) gesetzt wird
gn Min

o(x,y) =2 = &7+ + &l
Man zeigt leicht, dafl damit ein hermitesches Skalarprodukt defi-
niert ist: Offenbar ist ¢ linear im ersten Argument. o ist hermite-
sche Abbildung, denn

o(z,y) = 2y =T'y = y'T = a(y, ).
o ist positiv definit, denn
oz, z) =2 T =&+ + &&= G+ + [&]* >0,

falls ein |¢;| # 0. Man nennt o das kanonische Skalarprodukt im
cr.

(2) Seien (V,0) ein unitdrer Vektorraum, W ein C-Vektorraum und
f: W — V ein C-Monomorphismus (z.B. W C V ein Unterraum
und f die Einbettung). Setze

op(x,y) = o(f(x), f(y))

fir alle z,y € W. Dann ist (W, 0¢) ein unitdrer Vektorraum.

BEWEIS. Offenbar ist oy linear im ersten Argument. o ist her-
mitesche Abbildung, denn

Uf(xay) = O'(f(.%'), f(y)) = U(f(y)7 f(.%')) = Uf(yvx)'

o ist positiv definit, denn fiir x € W mit x # 0 ist f(x) # 0 (da f
ein Monomorphismus ist), also 0 < o(f(x), f(x)) = of(z, x). 0

Viele Definitionen und Sétze mit ihren Beweisen lassen sich leicht von
euklidischen auf unitére Vektorrdume iibertragen. Wir wollen dies im fol-
genden durchfiihren.

8.3.2. Orthogonale Projektion auf einen Vektor. Sei (V,o) ein
unitdrer Vektorraum und z,y € V. Dann nennt man ||z| := \/o(z,z) > 0
die Linge von x. Ferner nennt man x orthogonal zu y und schreibt x L y,
wenn gilt o(z,y) = 0. Ist noch y # 0, so nennt man ein p € V' orthogonale
Projektion von z auf y, wenn gilt

(1) pe Cy und
(2) x—pLly.
h := x — p heiit Lot von x auf y.

SATZ. Sei (V,0) ein unitirer Vektorraum, x,y € V und y # 0. Es gibt
genau eine orthogonale Projektion von x aufy, und zwar

_o(z,y)

= )
o(y,y)
BEwWEIS. Wie in Abschnitt 5.1. 0
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8.3.3. Schwarzsche Ungleichung.

SATZ. Seien (V,o) ein unitirer Vektorraum und x,y € V.. Dann gilt

(1) ||lz|]| =0 genau dann, wenn x = 0.

(2) llaz|| = | - ||z|| fir alle a € C.

(8) (Schwarzsche Ungleichung). |o(x,y)| < ||z| - ||y||. Die Gleichheit
gilt genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

(4) (Dreiecksungleichung). ||z + y|| < ||z|| + ||y]|-

BEWEIS. Wie in Abschnitt 5.1. Nur fiir die Schwarzsche Ungleichung
und die Dreiecksungleichung muf3 die frithere Argumentation leicht verdndert
werden.

(3) OBdA sei y # 0. Sei p = My die orthogonale Projektion von x

auf y und h := x — p das Lot von ;(glﬁ)f y. Dann gilt
0<o(h,h)
=o(z —p,x —p)
=o(z,z) —o(p,x) —o(x,p) + o(p,p)
o(z,y) o(z,y) o(z,y)o(z,y)
=o(z,z) — (5. 1) (y, ) — J(y,y)a(%y) + WU(%@)
_ oz, x)o(y,y) — oz, y)o(z,y)
a(y,y) ’

also |o(z,y)|? < o(z,x)o(y,y). Fiir den Zusatz (Gleichheit gilt genau dann,
wenn z und y linear abhéingig sind) kann man den Beweis in 5.1 unveréndert
iibernehmen.

(4) Man erhélt aufgrund der Schwarzschen Ungleichung

o@+y,z+y) =o(,z)+0o(z,y) +oyz)++o(y,y)
=o(z,2) + o(z,y) + o(z,y) +o(y,y)
= o(z,z) + 2Re(o(z,y)) + o(y,y)
<oz, 2) +2lo(z,y)| +o(y,y)
< l=l* + 2l|=]| - lyll + llylI>

= (Il + llyID*.

Das war zu zeigen. O

8.3.4. Orthonormalsystem und Orthonormalbasis. Eine Familie
(e;)ier von Vektoren aus einem unitéren Vektorraum heifit Orthonormalsy-
stem (ONS), wenn gilt

o(e,e;) =0 fiiri,jel,i#yj,

o(e,e)) =1 firiel.
(e:)icr heiBt Orthonormalbasis (ONB), wenn zusétzlich (e;);c; Basis ist. Im
Standardbeispiel (C", o) mit o(x,y) = z'7 ist (e1,...,e,) Orthonormalba-
sis. Ferner gilt wieder: Ist (e;);c; Orthonormalsystem, so ist (e;);er linear

unabhéngig. Ist x € V und U C V Unterraum, so heifit p € V' orthogonale
Projektion von x auf U, wenn gilt

(1) pe U und
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(2) z—p LU (dh.z —p L ufiralle u € U).
h := 2 — p heiit Lot von z auf U. (Fiir U = Cy ist das die alte Definition).

)
; /[

8.3.5. Orthogonale Projektion auf einen Unterraum.

SaTz. Seien (V,o) ein unitirer Vektorraum, x € V, ferner U C V
ein Unterraum und (eq, ..., e,) eine Orthonormalbasis von U. Dann gibt es
genau eine orthogonale Projektion von x auf U, und zwar

n
p= Z 0’(.%', ei)ei.
1=1

BEWEIS. Wie in Abschnitt 5.1. 0
8.3.6. Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren.

SaTz. Seien (V,0) ein unitirer Vektorraum, x1,x9,x3,... linear unab-
héingig (endlich oder abzihlbar unendlich viele Vektoren). Dann kann man
ein Orthonormalsystem ey, e, es, ... konstruieren (soviele wie die x,’s) so
dap fir jedes n gilt: (eq, ..., ey) ist Orthonormalbasis von Uy, := (x1,...,Zy).

BEwWEIS. Wie in Abschnitt 5.1. 0

Jeder endlichdimensionale unitdre Vektorraum besitzt also eine Ortho-
normalbasis.

8.3.7. Orthogonales Komplement.

SATZ. Seien V' ein unitdrer Vektorraum und U C V' ein endlichdimen-
stonaler Unterraum. Dann gilt
(1) V=UaU*-.
(2) U=U"+.

BEWEIS. (1) V = U+U" . Seien x € V und p die orthogonale Projektion

von z auf U. Dann ist
r=_p +@x—-peU+U"
—~ ——
evu eUt

UNUL =0.Seiz € UNUL. Dann ist z | =, also o(z,z) = 0 und damit
z=0.

(2) U C U+ gilt stets (auch fiir eine Menge M statt U). U+ C U: Sei
x € UL+, Dann gilt

p +(z—p) nach Teil (1)

O
€U eut

€Tr =
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r—pla darx—pecUtundzecUHt
{x—pJ_p daz—peUtundpeU
o(x —p,x—p)=0

z—p=20

r=pel.

0

8.3.8. Komplexifizierung. Einen euklidischen Vektorraum kann man
stets in eindeutiger Weise zu einem unitidren Vektorraum machen.

SATz. Seien (V,o) euklidischer Vektorraum und V die Komplezifizie-
rung von V. Dann gibt es genau ein hermitesches Skalarprodukt 6 auf V
mit 6|V =o.

BEWEIS. Es war VCV ={z+iy|z,y €V }.
Eindeutigkeit von 6. Sei ¢ hermitesches Skalarprodukt mit 6]V = o.
Dann gilt fir alle z,y,u,v € V

o(x +iy,u+iv) = o(z,u) +i6(y,u) —ic(z,v) + o(y,v)
=o(z,u) +o(y,v) +i(o(y,u) — o(x,v)).

Also ist & nur von o abhéingig.
Existenz von ¢. Fiir z,y,u,v € V setze

5(x + iy, u+ iv) = o(z,u) + o (y,v) + i(o(y, u) — o(z,v)).
Durch Nachrechnen zeigt man, dafl dann & ein hermitesches Skalarprodukt
ist:
1. & ist linear im ersten Argument: Die Additivitdt im ersten Argument
ist klar. Ferner gilt

5((a +iB) (@ + iy),u+ iv)
=o(ax — By + i(ay + Bx),u + iv)
— ooz — By, u) + olay + Bz, v) +i(o{ay + r,u) — o(az — By, v)).
Andererseits ist
(a +iB)o(x + iy, u + iv)
= ao(z,u) + ac(y,v) — Bo(y,u) + Bo(z,v)
+i(Bo(z,u) + Bo(y,v) + ao(y,u) — ac(z,v)).
2. ¢ ist hermitesch: Es gilt
d(u+iv,x+1y) =o(u,x) +o(v,y) +i(o(v,z) — o(u,y))
=o(z,u) +o(y,v) +i(o(z,v) —o(y,u))

= o(x + iy, u + ).
3. 7 ist positiv definit: Es gilt
oz +iy,x+iy) = o(x,z) +o(y,y) +i(o(y, ) —o(z,y)) >0,

~~

falls « # 0 oder y # 0. O
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BEMERKUNG. Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt: Ist (eq, ..., e;,)
eine Orthonormalbasis von V', so ist (e1, ..., ey) auch eine Orthonormalbasis
von V. Beweis. Nach Lemma 8.1.4 ist (ey,...,e,) eine C-Basis von V, und

auBlerdem gilt &(e,,e5) = o(er, es) = Ops.

BEISPIEL. Auf V = R" sei o(z,y) = zty fiir z,y € R™ Auf V = C" gilt
dann 5(a,b) = a'b fiir a,b € C". Dies kann man wie frither durch Verifikation
beweisen, indem man zeigt, dafl & ein hermitesches Skalarprodukt ist. Eine
andere Moglichkeit ist die folgende. Nach dem Satz existiert & so dafi 6|V =
o. Fira= 37" ajej und b=}, fie; ist dann

g(a,b) = ZO@‘EU(GJ‘, e;) = a'b.
j7l
8.3.9. Darstellungssatz.

SATZ. Seien (V,0) ein endlichdimensionaler unitirer (bzw. euklidischer)
Vektorraum und g € V* = Homc(V,C) (bzw. = Homg(V,R)). Dann gibt es
genau einy €V so daf fir alle x € V gilt

g(x) = o(z,y).

Ist (e1, ..., en) eine Orthonormalbasis von V', so gilty =37, g(ej)e;.

BEWEIS. Sei (V, 0) ein unitdrer Vektorraum (ebenso geht es im Fall eines
euklidischen Vektorraums).

Existenz von y. Seien (ei,...,e,) eine Orthonormalbasis von V' und
x € V. Dann gilt

n

x = Z o(z,ej)e;

j=1
glw) =D _o(@ej)gle;) = 0(%29(6;’)61)-
7j=1 7j=1 ~

Eindeutigkeit von y. Seien y, v’ mit den im Satz formulierten Eigenschaf-
ten gegeben. Dann gilt

o(z,y) = o(x,y) fiir alle x € V
o(z,y—1y)=0 fir alle x € V
o(y—y,y—y)=0
y—y =0.
|

8.3.10. Adjungierter Endomorphismus. Fiir A = (a;;) € C™*"
definieren wir

— _ s A
A= (aij) und A" :=A = (aji)ij-
A heiit die konjugierte Matrix und A* die adjungierte Matrix zu A.

SATZ. Seien (V,0) ein endlichdimensionaler unitirer (bzw. euklidischer)

Vektorraum und f € Home(V,V) (bzw. € Homg(V,V)).
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(1) Es gibt genau ein f* € Homc(V,V) (bzw. € Homg(V,V)) so daf
fir alle x,y € V gilt

o(f(x),y) = oz, [*(y))
f* heifst der zu f adjungierte Endomorphismus. Ist (e1,. .., ey,) eine

Orthonormalbasis von V, so gilt

n

) => oy, fle;))e;.

j=1
(2) Ist A € C™"™ (bzw. € R™") die darstellende Matriz von f bzgl.
einer Orthonormalbasis A = (eq1,...,e,) von V, so ist A* die dar-
stellende Matriz von f* bzgl. (e1,...,e,), also

Ma(f*) = Malf)*
BEWwEIS. (1) Existenz von f*. Sei y € V fest. Betrachte
g:V—-C (bzw.R)

z = o(f(x),y)-

Es ist ¢ € V*. Sei (e1,...,e,) eine Orthonormalbasis von V. Nach dem
Darstellungssatz gilt

o(f(z),y) = Zg ejlej) = of Z o(f(ej),y)ej).

7=1
Setze

n n
Py = _o(Fles) y)es = Y oy. Fle)e;
Jj=1 Jj=1
Dann ist offenbar f* € Homc(V, V), und fiir alle z,y € V gilt o(f(z),y) =
oz, *(9).
Eindeutigkeit von f*. f*(y) ist eindeutig bestimmt nach dem Darstel-
lungssatz.
(2) Sei A = (aj) € C™*™ (bzw. € R™*") darstellende Matrix von f bzgl.
der Orthonormalbasis (eq,...,e,), also

n
J) =D aije.
=1

Dann gilt
f*(ej) = Za(ej7 Zazs ejaez s Zajses
s Z Qs € 5
Das war zu zeigen. 0

BEMERKUNG. Seien (V, o) ein endlichdimensionaler unitérer (bzw. eu-
klidischer) Vektorraum, f,g € Homc(V, V) (bzw. € Homg(V,V)) und a € C
(bzw. € R). Dann gilt

) (f+9)* f*+g*-
(fog) =g"of"
) —af*

(1
(2)
(3) («

(4) [ =
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(5) Ist f ein Isomorphismus, so gilt (f~1)* = (f*)~%.
Die Abbildung f +— f* fir f € Homc(V,V) (bzw. € Homg(V,V)) hat also

dhnliche Eigenschaften wie die Konjugation o — & fiir a € C.

BEwEIs. (1) Fiir alle z,y € V gilt

o((f+9)(@),y) =o(f(x) +g(z),y)
=o(f(x),y) +o(g(x),y)
=o(z, [*(y) +o(z,9"(y))
= o(x, f*( ()
(

Alsoist (f+9)* = f*+g".
(2) Fiir alle z,y € V gilt

a((fog)(x),y) =o(g(x), [*(y) = oz, (g" o f*)(y))-

Alsoist (fog)* =g* o f*.
(3) Fiir alle z,y € V gilt

a(af(z),y) = ao(f(x),y) = ao(z, [*(y)) = o(z,@f"(y))-

Also ist (af)* =af*.
(4) Zu zeigen ist

o(f*(x),y) = oz, f(y))

fiir alle z,y € V, denn nach der Definition adjungierter Abbildungen folgt
daraus die Behauptung. Es gilt aber

o(f*(z),y) = oy, f*(x)) = o(f(y),z) = o(z, f(y))

(5) Sei f ein Isomorphismus. Dann ist f o f~! = id, also wegen der
Eindeutigkeit des adjungierten Endomorphismus auch (fo f~1)* = id* = id.
Nach (2) ist aber (f o f~1)* = (f~!)* o f*. Daraus folgt die Behauptung
(= 0

BEMERKUNG. Teil (4) kann man auch leicht iiber darstellende Matrizen
beweisen: Ist A € C"*™ darstellende Matrix von f bzgl. einer Orthonor-
malbasis (e, ..., ey), so ist nach Teil (2) des Satzes 8.3.10 iiber adjungierte
Endomorphismen A* die darstellende Matrix von f* bzgl. derselben Ortho-
normalbasis (eq,...,e,), und auch A** = A die darstellende Matrix von f**
bzgl. (e1,...,en). Also mul f** = f sein.

8.3.11. Darstellende Matrizen von Endomorphismen. Wir stel-
len einige Eigenschaften darstellender Matrizen von Endomorphismen zu-
sammen, die wir im folgenden verwenden. Seien V' ein n-dimensionaler K-
Vektorraum und A = (x1,...,2z,) eine Basis von V. In 3.4.3 hatten wir
gesehen, daf

My Homg (V,V) — K™

M(f) = die Matrix A = (a;;) mit f(z;) = Zaijxi firl<j<n

i=1
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ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Nun tragt Homg (V,V) = Endg (V)
wie K™*™ sogar eine Ringstruktur: die (nicht kommutative) Multiplikati-
on ist die Komposition o zweier Endomorphismen, und die Identitdt id das
Finselement. Wir wollen uns {iberlegen, daf§ der Vektorraum-Isomorphismus
M 4 auch mit der Ringstruktur vertriglich ist. Seien also f,g € Endg (V)
mit darstellenden Matrizen A = (ay;) und B = (f;5) bzgl. derselben Basis
A= (z1,...,2,) gegeben. Wir zeigen
Ma(f o g) = Ma(f) e Malg),
My(id) = E.

BEWEIS. Die zweite Geichung gilt offensichtlich. Fiir die erste haben wir
zunéchst
flz;) = Zaz‘sz‘ und  g(zs) = Zﬁjsl“j,
i J

also

fg(xs)) = f(z Bjswj) = Zﬁjsf(%‘) = Zﬁjs Zaijwz‘

= ; <¥ Oéijﬁjs) ;.

|
Ist also der Endomorphismus f oder die Matrix M 4(f) invertierbar, so
gilt
Ma(f~) = Ma(f)™

8.3.12. Unitidre Endomorphismen.

SATZ. Sei (V,0) ein unitirer (bzw. euklidischer) Vektorraum, ferner
A= (e1,...,ey) eine Orthonormalbasis von V und A € C"*" (bzw. € R"*")
die darstellende Matriz von f bzgl. (e1,...,e,). Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent.

(1) f* = f~1 (insbesondere also: f ist Isomorphismus).
(2) A* = A1 (insbesondere also: A ist invertierbar).

(3) o(x,y) = o(f(x), f(y)) fir alle z,y € V.

(4) \l=ll = [[f (@)[| fir alle z € V.
(5) (f(e1),..., f(en)) ist eine Orthonormalbasis von V.

BEWEIS. (1) = (2). Sei f ein Isomorphismus und es gelte f* = f~1.
Dann ist

Ma(f)" = Ma(f*) nach 8.3.10
= Mu(f7!) dafr=f"
Mu(f)~t nach 8.3.11.

(2) = (1). Sei A = My(f) invertierbar und es gelte A* = A~!. Dann
ist

)
= Mu(f)* nach Voraussetzung
= Mu(f*)  nach 8.3.10,
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also f* = f~1.
(1) & (3). (3) ist dquivalent zu

o(z,y) = o(f(2), f(y)) = o, (f*o [)(y)) firallez,yeV.

Nach dem Eindeutigkeitsteil des Darstellungssatzes 8.3.9 ist dies dquivalent
zu f*o f =1id, also zu (1).
(3) & (4). Dies folgt aus der Linearitéit von f und

|zl = Vo(z, )

() = gl + ol = Hla =yl + e + iyl — Lo — il
z,y) = —||x — —||z — —||lz +y||* — —|lz —¢
oY) =7 Y 1 Y 1 Y 1 Yl

was man durch Nachrechnen leicht verifiziert.
(3) < (5). Folgende Aussagen sind dquivalent.

vw7y€V: (O’(.%',y) = U(f(x)7 f(y)))
Vs, t: (o(es,er) = a(f(es), fler)))
Ost
(f(e1),-.., f(en)) ist Orthonormalsystem
(f(e1),-.., f(en)) ist Orthonormalbasis.

O

DEFINITION. Seien (V, o) ein unitérer (bzw. euklidischer) Vektorraum
und f € Homg(V, V) (bzw. f € Homg(V,V)). f heiit unitir (bzw. ortho-
gonal), wenn f eine Bedingung (und damit alle) des vorangehenden Satzes
erfiillt, etwa f* = f~!. Eine Matrix A € C™*" heifit unitdr (bzw. orthogo-
nal), wenn A* = A~!. Folgende Bezeichnungen sind gebriuchlich.

U(n) :={A € GL(n,C) | A'A= E}  unitire Gruppe
SUn):={Ae€U(n)|det A=+1}  spezielle unitire Gruppe.

O(n):={Ac€GL(n,R)| A'A=E} orthogonale Gruppe
SO(n):={A€0(n)|det A=+1}  spezielle orthogonale Gruppe

BEMERKUNG. Es gelten die Untergruppenbeziehungen
SO(n) C O(n) € GL(n,R),
SU(n) € U(n) C GL(n,C).

8.3.13. Selbstadjungierte Endomorphismen. Seien (V, o) ein end-
lichdimensionaler unitérer (bzw. euklidischer) Vektorraum und ferner f €
Home(V, V) (bzw. € Homg(V,V)). f heifit selbstadjungiert, wenn f = f*
ist. Eine Matrix A € C"*" (bzw. € R"*") heiit hermitesch (bzw. symme-
trisch), wenn A* = A ist, also A=A (bzw. At = A).

BEISPIEL. (_1Z 8) ist hermitesch.
SATZ. Seien (V,0) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum, f €
Homc (V, V) und A € C ein Figenwert von f. Dann gilt
(1) Ist f selbstadjungiert, so ist A € R.
(2) Ist f unitdr, so ist |\| = 1.
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BEWEIS. Seien z € V, z # 0 und f(z) = Az. Dann erhélt man folgendes.
(1)

f=r

o(f(x),z) = oz, f(x))

o(Az,x) = o(x, \x)

o (z,z) = Aoz, )

A=A, da x # 0.
@)

o(f(@), F(z)) = o (z,2)

oAz, \x) = o(x, z)

Mo (z,z) = o(x,x)

A =1, dax#0

O

8.3.14. Diagonalisierung. Im nichsten Kapitel 9 wollen wir uns mit
dem Problem befassen, wann ein Endomorphismus f eines gegebenen end-
lichdimensionalen unitéren (bzw. euklidischen) Vektorraums (V, o) diago-
nalisierbar ist, d.h. eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f besitzt.
Dafiir zunéchst einige vorbereitende Anmerkungen.

BEMERKUNGEN. Sei (Vo) ein endlichdimensionaler unitérer (bzw. eu-
klidischer) Vektorraum.

(1) Seien (eq,...,e,) und (€,...,e,) Orthonormalbasen von V. Nach
dem Satz in 8.3.12 iiber orthogonale Endomorphismen (insbeson-
dere der Aquivalenz von (2) und (5)) gilt

ey el
]l =C| fiir ein C € U(n) (bzw. € O(n)).
en e
(2) Seien A, B € C™" (bzw. € R™*™). Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

e A und B sind darstellende Matrizen desselben f € Homc(V, V)
(bzw. € Homg(V,V)) f beziiglich evtl. verschiedener Ortho-
normalbasen.

e B = ClAC fiir ein C € U(n) (bzw. € O(n)), d.h. A und B
sind wnitdir (bzw. orthogonal) dquivalent.

BEWEIS. Seien A, B darstellende Matrizen desselben Endomor-
phismus f € Homc(V,V) (bzw. € Homg(V, V') beziiglich der Or-
thonormalbasen (eq,...,e,) und (ef,...,e),). Dann gilt

e1 e1 el el

fl:]=4": und f| : | =B

én én e
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Nach (1) hat man ein C' € U(n) mit

/

e1 el
=00
en e
Es folgt
ey €1 el ey ey
Al s =ff | =Cf| s |=0B" | [=CB'CT ]
en én el el €n
Also ist
At =cBiCc!
B'=C1AlC

B=C'A(C™Y)Y! =D 'AD mit D = (C")~' € U(n) (bzaw. € O(n)).
Sei umgekehrt B = C~1AC fiir ein C € U(n) (bzw. € O(n)).

Man wiihle eine Orthonormalbasis (¢}, ..., e},) und setze
el e1
=t
/
el en

Dann gilt fiir den durch

€1 €1
fl:]=4
€n €n

definierten Endomorphismus

D,
—_~

€1 €1 (&)
| =t | s | =ctat| s | =ctate) | s | =(cTtac)! |
6;1 €n €n eln eln

€1

Also sind A und B darstellende Matrizen von f beziiglich verschie-
dener Orthonormalbasen. 0

(3) Sei A darstellende Matrix von f beziiglich einer Orthonormalbasis.
Dann sind folgende Aussagen &quivalent.
e V hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f.
[ ]

ge! 0
C'AC = .
0 Tn
fir ein C' € U(n) (bzw. € O(n)), mit v; € C (bzw. € R).

BEWEIS. Dies folgt aus (1) und (2), da die darstellende Matrix
beziiglich einer Orthonormalbasis aus Figenvektoren eine Diagonal-
matrix ist. |
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(4) Nach der Hauptachsentransformation in 5.4 gilt fiir jeden Endomor-
phismus f eines endlichdimensionalen euklidischen Vektorraums V':

Ist f selbstadjungiert, so hat V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Fiir Matrizen bedeutet dies: Ist A € R™*™ symmetrisch, so gibt es
C € 0(n), v; € R mit

M 0
CctAC = i

0 Tn
Der damalige Beweis verwendete Jacobische Rotationsmatrizen und
etwas Analysis. Im folgenden werden wir einen neuen Beweis dieses
Satzes geben, der die Komplexifizierung und den Fundamentalsatz
der Algebra benutzt. Gleichzeitig wird sich dabei eine Verallgemei-
nerung auf unitdre Rdume ergeben.



KAPITEL 9

Endomorphismen

Wir wollen in diesem Kapitel die Endomorphismen von endlichdimen-
sionalen unitdren (bzw. euklidischen) Vektorrdumen genauer studieren. Als
erstes erhalten wir eine Charakterisierung derjenigen Endomorphismen, die
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren besitzen. In Abschnitt 9.2 befas-
sen wir uns mit der Zerlegung eines Endomorphismus in geometrisch einfach
zu beschreibende Bestandteile (Drehungen oder Spiegelungen, Streckungen
und orthogonale Projektionen). Es wird sich zeigen, daf eine solche Zerle-
gung immer eindeutig moglich ist. Im letzten Abschnitt 9.3 verschaffen wir
uns eine Ubersicht iiber die orthogonalen Endomorphismen eines endlichdi-
mensionalen euklidischen Vektorraums.

9.1. Normale Endomorphismen

Wir geben jetzt eine Charakterisierung der diagonalisierbaren Endomor-
phismen f eines endlichdimensionalen unitéren (bzw. euklidischen) Vektor-
raums (V,0); ein Endomorphismus f heifit diagonalisierbar, wenn (Vo) ei-
ne Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f besitzt. Dazu bendtigen wir
einen etwas technischen Begriff, ndmlich den eines normalen Endomorphis-
mus. Wir werden zeigen:

e In einem unitidren Vektorraum ist ein Endomorphismus genau dann
diagonalisierbar, wenn er normal ist.

e In einem euklidischen Vektorraum ist ein Endomorphismus genau
dann diagonalisierbar, wenn er selbstadjungiert ist.

9.1.1. Normale Endomorphismen. Sei (V,0) ein endlichdimensio-
naler unitdrer (bzw. euklidischer) Vektorraum und f € Homc(V,V) (bzw.
€ Homg (V,V)). f heifit normal, wenn

frof=fof
Eine Matrix A € C™*" (bzw. € R"*") heifit normal, wenn A*A = AA* ist.

BEMERKUNGEN. Sei (V,0) ein endlichdimensionaler unitérer (bzw. eu-
klidischer) Vektorraum und f € Homc(V, V) (bzw. € Homg(V,V)).

(1) Sei A darstellende Matrix von f bzgl. einer Orthonormalbasis.
Dann gilt: f ist normal (selbstadjungiert) genau dann, wenn A
normal (hermitesch bzw. symmetrisch) ist. Dies folgt aus dem Satz
(in 8.3.10) iiber adjungierte Endomorphismen.

(2) Ist f selbstadjungiert, so ist f auch normal, denn aus f = f* folgt
offenbar f*o f = fo f*.

(3) Ist f unitér (bzw. orthogonal), so ist f auch normal, denn aus

f*= f_1 folgt wieder f*o f = f o f*.
165
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(4) Seien U; C V Unterrdume mit U; L Uy und V = Uy @ U,. Wir
setzen voraus, daf§ f[U;] C U; fiir i = 1,2. Dann gilt:
f normal <~ flU;: U; — U; (i = 1,2) normal,
f selbstadjungiert <= fIU;: U; — U; (i = 1,2) selbstadjungiert.
Dies sieht man wie folgt. Sei eq, ..., e, eine Orthonormalbasis von
Uy und eppy1, .. ., e, Orthonormalbasis von Us. Dann ist eq, ..., e,
Orthonormalbasis von V. = Uy & Uy , da U; L U,. Sei A; die

transponierte der darstellenden Matrix von f[U; bzgl. obiger Or-
thonormalbasis von U;. Dann ist

(&) A 0 €1
| (A
f . - < 0 A2>
€n €n
und damit
(A1 O
=0 1)
die transponierte der darstellenden Matrix von f bzgl. eq,..., e,.

Weiter gilt

«_ (AT 0O
w=(7 %)

Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
f ist normal
A ist normal nach Bemerkung (1)
AA* = A*A
A AT = AT A; firi=1,2
fIU; sind normal fiir ¢ = 1, 2.
Entsprechend schliet man fiir selbstadjungierte Endomorphismen.

9.1.2. Charakterisierung normaler Endomorphismen.

SaTz. Sei (V, o) ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (K € {R,C})
und o: V xV — K ein Skalarprodukt. Sei f € Homg(V, V). Das charakte-
ristische Polynom f zerfalle iiber K in Linearfaktoren. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) f ist normal.
(2) V' hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f.

BEWEIS. (1) = (2). Fiir A € K sei
Vii={zeV|flx)=Ax}

der Eigenraum von f zu A.
Schritt (a). Ist g € Homg (V,V) und U C V ein Unterraum mit g[U] C
U, so ist g*[U+] C U*; dies gilt, da fiir alle 2 € U und y € U+
a(g(x),y) = o(z,g"(y)) =0, also g*(y) €U firy € U™

~~
eU
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Schritt (b). Ist A € K und g € Homg (V,V) mit fog = go f, so ist
g[Vi] C Vy; dies gilt, da man fiir alle € V), hat

flz) = Az
flg(z)) = g(f(x)) = g(Ax) = Ag(xz) wegen fog=gof
g(z) € V.

Schritt (c). Ist f normal, so gilt f[Vit] C Vit fiir alle A € K, denn man
hat

VA €V nach Schritt (b)
i [V)\L] - V,\l nach Schritt (a)
fIVE CVE wegen f = f*.

Schritt (d). Wir zeigen (1) = (2) durch Induktion tiber dim V.

Fall dimV = 1. Man wéhle ein e € V mit |e]| = 1. Dann ist (e) Basis
von V, und e ist Eigenvektor von f wegen f(e) € Ke =V.

Fall dimV > 1. Da das charakteristische Polynom von f iiber K in
Linearfaktoren zerfillt, hat f einen Eigenwert, etwa A € K. Es gilt V =
Vy&d V)\L, und wegen dim V) > 0 folgt dim V)\l < dim V. V) hat trivialerweise
ein Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f, da ja V) Eigenraum ist.

Weiter hat V)\L eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f; dies
sieht man wie folgt. Offenbar ist f[V)] C V) und nach Schritt (¢) auch
f[Vit] € Vit Nach der obigen Bemerkung (4) ist dann auch fVi- normal.
Ferner teilt nach Bemerkung (3) in 7.2.2 das charakteristische Polynom von
f [V)\L dasjenige von f. Da nach Voraussetzung py in Linearfaktoren zerfillt,
muf} dies also auch fiir p; Vit gelten (dies zeigt man leicht allgemein mit
Hilfe des Lemmas in 7.1.3, und zwar durch Induktion iiber den Grad). Nach
Induktionsvoraussetzung hat also VAl eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren von f [V)\L (und damit von f). Wegen V =V, & VAL hat also auch V
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f.

(2) = (1). Sei ey,...,e, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von
f. Dann gilt
e1 el A1 0
fl:|=4]|": mit A =
€en €n 0 )\n

A ist normal, da

A1 0
A* =
0 An
und deshalb AA* = A*A. Also ist f normal nach Bemerkung (1). 0

KOROLLAR. Sei (V,0) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum
und f € Homc(V, V). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist normal.
(2) V' hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f.
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BEwEIS. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt das charak-
teristische Polynom f {iber C in Linearfaktoren. Also ergibt sich aus dem
obigen Satz die Behauptung. O

9.1.3. Hauptachsentransformation. Als Folgerung aus dem gerade
bewiesenen Satz ergibt sich jetzt leicht ein neuer Beweis der Hauptachsen-
transformation fiir euklidische Vektorrdume. Er beruht auf dem folgenden
einfachen Lemma.

LEMMA. Sei (V,0) endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und
f € Homg(V, V) selbstadjungiert. Dann zerfillt das charakteristische Poly-
nom von f dber R in Linearfaktoren.

BEWEIS. Sei A die darstellende Matrix von f bzgl. irgendeiner Ortho-
normalbasis von V. Dann ist A symmetrisch, nach Bemerkung (1). Faft man
A als C"*™-Matrix auf, so ist A hermitesch und damit hat (nach dem Satz
in 8.3.13) das charakteristische Polynom det(A — ¢F) nur reelle Nullstellen
iiber C (denn A ist darstellende Matrix eines selbstadjungierten Endomor-
phismus). Andererseits zerfillt ps nach dem Fundamentalsatz der Algebra
iber C in Linearfaktoren. Insgesamt hat man, dafl p; {iber R in Linearfak-
toren zerfllt. 0

KOROLLAR (Hauptachsentransformation). Sei (V,o) endlichdimensio-
naler euklidischer Vektorraum und f € Homg(V,V). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) f ist selbstadjungiert.
(2) V' hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f.

BEWEIS. (1) = (2). Die Behauptung folgt sofort aus dem Satz in 9.1.2
zusammen mit obigem Lemma; man braucht noch, dafl jeder selbstadjun-
gierte Endomorphismus normal ist.

(2) = (1). Sei ey, ..., ey, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von
f. Dann gilt
€1 €1 A1 0
fl:i]=4]": mit A = und A; € R.
en en 0 An
Also ist A = At O

9.2. Zerlegung von Endomorphismen; geometrische Deutung

9.2.1. Charakterisierung orthogonaler Projektionen. Sei V ein
K-Vektorraum und f ein Endomorphismus. f heifit Projektion, wenn es
Unterrdume U, W C V gibt mit V = U & W, so daf fiir alle u € U und
w e W gilt: f(u+w) = u. Man nennt f Parallelprojektion von U in Richtung
Ww.

Sei (V, o) endlichdimensionaler unitérer (bzw. euklidischer) Vektorraum
und f ein Endomorphismus. f heifit orthogonale Projektion, wenn es einen
Unterraum U C V gibt, so daf fiir alle p € U und h € U™+ gilt f(p+ h) = p.

LEMMA. Sei (V, o) ein endlichdimensionaler unitirer (bzw. euklidischer)
Vektorraum und f ein Endomorphismus. Folgende Aussagen sind dquivalent.
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(1) f ist orthogonale Projektion.
(2) f ist selbstadjungiert und es gilt f?> = f.

BEWEIS. (1) = (2). Sei V = U @ U~ und f orthogonale Projektion auf

U. Sei ey, ...,e, Orthonormalbasis von U und en,41,...,e, Orthonormal-
basis von U~+. Dann ist e, ..., e, Orthonormalbasis von V, und es gilt
€1 1 €1
em . 1 em
Em+1 0 em+1
en 0 en

Daraus folgt f? = f sowie die Selbstadjungiertheit von f.
(2) = (1). Sei f selbstadjungiert mit f2 = f. Nach der Folgerung in 9.1.2

(bzw. in 9.1.3) hat V eine Orthonormalbasis ey, ..., e, aus Eigenvektoren
von f. Sei x # 0 Eigenvektor von f zum Eigenwert \. Dann gilt
flx) =z
f(@) = f*(z) = Mf(z) = N2z, wegen f? = f
also
A= \? dax #0
0=XxA—-1)
A=0oder A =1.
Seien e1, ..., ey die e; mit A; = 1. Dann
€1 1 €1
em . 1 em
Em+1 0 Em+1
€n 0 en

Also ist f orthogonale Projektion auf (eq, ..., ey, ) (insbesondere f = 0, falls
alle \; =0). 0

9.2.2. Streckungen, Drehungen und Spiegelungen. Sei (V,0) ein
endlichdimensionaler unitérer (bzw. euklidischer) Vektorraum und f ein En-
domorphismus von V. f heifit Streckung (oder Dehnung) genau dann, wenn
f selbstadjungiert ist und alle Eigenwerte von f gréfler als 0 sind.

Sei f eine Streckung. Dann gibt es nach der Folgerung in 9.1.2 (bzw. in
9.1.3) eine Orthonormalbasis eq, ..., e, von V aus Eigenvektoren von f und
M,y A ERmit \; >0 fiir 1 <7 <n, sodaf

(&) )\1 (&)

€n )‘n €n
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f bewirkt also in der Richtung e; eine Streckung, falls A\; > 1, oder eine
Stauchung, falls A; <1 ist.

DEFINITION. Sei (V,0) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektor-
raum und f ein Endomorphismus.

(1) f heifit Drehung, falls f orthogonal und det f =1 ist.
(2) f heifit Spiegelung, falls f orthogonal und det f = —1 ist.

BEMERKUNGEN. (1) Ist f orthogonal, so gilt stets det f = +1 oder
det f = —1. Dies sieht man wie folgt. Sei A die darstellende Matrix
von f bzgl. der Orthonormalbasis ey, ..., e,. Dann gilt:

A*=At =271 da f orthogonal
AA'=FE
det(AA") = det A - det(A?) = det(E) =1
det A
=det

det A =1 oder det A = —1.

(2) Sei (V,0) endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum, U C V
Untervektorraum und V = U @ U+. Dann definiere

f:V-V
t=p+h—p—h mitpeUund he Ut.

Sei etwa ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von U und ey,41,...,€,
eine Orthonormalbasis von U~. Dann gilt

el 1 €1
€m _ 1 €m
Em+1 -1 Em+1
€n —1 €n
m n—m
=A

also det A = (—1)"~"". Demnach ist f Drehung, falls n —m gerade
ist, und Spiegelung, falls n — m ungerade ist.

Ist zum Beispiel V = R? und U = Rey, so folgt U+ = (eg, e3)
und wir haben eine Drehung um Re;. Ist U = (e, e2), so folgt
UL = Res. und wir haben eine Spiegelung an der Ebene (eq, e3).

Im Spezialfall, dal U eine Hyperebene ist (d.h. m := dimU =
n — 1), heiBBt f Hyperebenenspiegelung.

(3) Normalformen fiir Drehungen und Spiegelungen folgen im néchsten
Abschnitt. Beispiel: Sei V' zweidimensional, eq, es eine Orthonor-
malbasis von V und

f <61> - ( cos e Sm@) <61> mit 0 < ¢ < 2.
€ —sing cosp )

/

N~

A
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Dann gilt AA* = E, also ist f orthogonal. Es gilt det A = cos® ¢ +
sin? ¢ = 1, also ist f eine Drehung. Es handelt sich um eine Drehung
gegen den Uhrzeigersinn um den Winkel .

9.2.3. Zerlegung von Endomorphismen. Wir wollen uns jetzt iiber-
legen, dafl man in einem endlichdimensionalen euklidischen Vektorraum je-
den Endomorphismus darstellen kann

e als Hintereinanderausfithrung einer orthogonalen Projektion, einer
Streckung und einer anschlieBenden Drehung oder Spiegelung, oder
auch

e als Hintereinanderausfithrung einer Drehung oder Spiegelung, einer
Streckung und einer anschlieBenden orthogonalen Projektion.

Fiir unitére Vektorrdume gilt eine entsprechende Aussage.

SATZ. Sei (V,o0) ein endlichdimensionaler unitirer (bzw. euklidischer)
Vektorraum und f ein Endomorphismus von V. Dann gibt es Endomorphis-
men p,p',s,s,d,d mit p,p’ orthogonale Projektionen, s,s’ selbstadjungiert
mit reellen, positiven Eigenwerten und d,d" unitdr (bzw. orthogonal), so daf

f=dosop
— p/ o S/ o dl.

BEWEIS. f* o f ist selbstadjungiert, da (f* o f)* = f*o f** = f*o f.

Mit der Folgerung in 9.1.2 (bzw. in 9.1.3) erhélt man eine Orthonormalbasis

e1,...,en, von V aus Eigenvektoren von f* o f. Es gilt also
el A1 el
(ffof)] i | = : mit \; € R.
€En )\n (&%

OBdA seien Ay,..., Ay, # 0 und Apa1,.-., A, = 0 fiir 0 < m < n. Fir
1<i,j<m gilt

a(f(ei), (ej)) = olei, (J o f)lej)) = Ajdis,
—_——

=Ajej

also

fle;) #0 firl<i<m

fes) L f(ej) fir 1 <i,7 <m, i #j.
Nun normiere man die f(e;) fiir 1 <14 < m; man erhélt

eé = f(e:) firl<i<m.

1f (el

Also ist €],. .., e}, ein Orthonormalsystem. Nach dem Schmidtschen Ortho-
normalisierungsverfahren existiert eine Orthonormalbasis €], ..., e}, €, .1,

. €}, von V. Damit erhilt man eine Matrix C' € C"*" (bzw. € R™*"™) mit
C*=C~! und
el e1
=C

€ €én

e
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Es gilt f(e;) = e, mit v = [|f(e;)]| € R sogar fir 1 < ¢ < n (mit
Y+l =+ =Y, =0). Also
el 7 e
fli]= :
€n Tn eln
B! €1
— C :
Tn €n
1 7 el
e
0 1 €m+1
0 1 €n
=:A
Es seien d, s, p wie folgt definiert.
e1 e1
dl : | =C] :
én én
€1 B! €1
€m . Ym €m
S =
€m+1 1 €m+1
€n €n
el 1 €1
€m _ 1 Em
em+1 0 €m+1
e 0 e
n n
—
m n—m

Also ist d unitér (orthogonal), s selbstadjungiert mit positiven Eigenwerten

und p die orthogonale Projektion auf (eq, ...

,em). Es folgt f = dosop,
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denn es gilt:

€1
(dosop)
€n
1 €1
1 e
= (d m
(o) 0 em+1
0 en
1
1 “
= 0 dis| 1)
€n
0
1 M e1
_ 1 Tm €m
N 0 d( 1 €m+1
0 1 en
1 M e1
= 1 Pym d em
0 1 €m+1
0 1 en
|
€1
C
€n
€1
=f
€n

Die zweite Zerlegung ergibt sich durch Anwendung der ersten auf f* anstelle
von f.

fr=dosop
f:f**: p* o s* od*.

=p =s



174 9. ENDOMORPHISMEN

Es geniigt also zu zeigen, dafl d* unitér (bzw. orthogonal) ist; dies folgt aber

aus d** = (d~1)* = (d*)~ L. 0

BEMERKUNGEN. (1) Sei (V,0) ein endlichdimensionaler unitérer
(bzw. euklidischer) Vektorraum und f ein Endomorphismus von
V. Dann gibt es

selbstadjungierter Endomorphismus mit Eigenwerten > 0

Q

d unitérer (bzw. orthogonaler) Endomorphismus
so daf3

f=dog (siehe vorheriger Satz; setze g := s o p)

Dabei ist g eindeutig bestimmt. (Ebenso fiir f = ¢ o d mit ¢
selbstadjungiert und alle Eigenwerte von ¢’ > 0, sowie d’ unitér
bzw. orthogonal).

BEWEIS. Seien g1, g selbstadjungiert, alle ihre Eigenwerte > 0
und dj,d unitir (bzw. orthogonal), so dal f = do g = dj o gy ist.
Man erhélt:

ffof=_g" od odog=g’
=g :d71
=giodiod og =gt

Da ¢g; selbstadjungiert ist, existiert nach der Folgerung in 9.1.2
(bzw. in 9.1.3) eine Orthonormalbasis e1, ..., e, von V aus Eigen-
vektoren von ¢;.

€1 )\1 €1
al | = : mit A\; > 0 fiir 1 <j < n.
en An/) \én
Also gilt

gilej) = Nej = *(¢))
Nach (9.1) (siehe unten) folgt somit
gi(ej) = Aje; = g(ej) fir 1 <j<n,
g=a9
Zu zeigen bleibt, dafl fiir jeden selbstadjungierten Endomor-

phismus g, dessen sdmtliche Eigenwerte > 0 sind, jedes x € V mit
x # 0 und jedes A € R mit A > 0 gilt

(9.1) g(x) = Az genau dann, wenn g¢*(z) = \z.
Dies beweisen wir wie folgt. =. Klar. <. Sei e, ..., e, eine Ortho-
normalbasis von V' aus Eigenvektoren von g, also
€1 )\1 €1
gl : | = : mit A\; >0 fiir 1 <j <n.

€n An €n
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Sei x = 3 7| aje;. Dann gilt

g (z) = Nz
n n
ZO&j)\?@j = Zaj)\zej
j=1 J=1
A =\’ fiir 1 <j<n
Aj=A fir 1 <j <mnmit a; #0,da Aj, A > 0.

Also ergibt sich Y0, ajAje; = 370 ajdej und damit g(z) =
AZ. O

(2) Ist in (1) speziell f ein Isomorphismus, so sind die nach (1) exi-
stierenden Endomorphismen d, g mit f = d o g offenbar eindeutig
bestimmt.

9.2.4. Praktische Durchfiihrung der Hauptachsentransformati-
on und der Zerlegung von Endomorphismen. Sei (Vo) ein endlich-
dimensionaler euklidischer Vektorraum, f ein selbstadjungierter Endomor-

phismus, e, ..., e, eine Orthonormalbasis von V und A € R™*™ mit
e1 e1
rli]=4
€n €n

Wir betrachten das folgende Problem.
(9.2)

Gesucht: Orthonormalbasis €], ..., e}, von V aus Eigenvektoren von f.

Ein dquivalentes Problem ist
(9.3)
gi!
Gesucht: C' € O(n) und 71, ...,7v, € R mit C*AC =

Tn

Wir erinnern noch einmal an den Beweis der Aquivalenz: (9.2)=(9.3). Sei
el,...,e, eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f, also

€1 71 €1

/ /
€n Tn €n

Es gibt ein C' € O(n) mit

S~
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Also:
ey el e1 el
fl:|=cf|:|=ca]:|=cCctAaC| :
6;1 €En €En e/n
Y1
C'AC =
Tn
Y1
(9.3)=(9.2): Sei C € O(n) gegeben mit C*AC = . Setze
Tn
el ey
: | :=C"| : |.Dann gilt
e en
ey ey e1 ey
fl:|=cf|:|=cAa]:|=cCctAaC| :
6;7/ €n €En e;l
M el
) \€n

Nun wollen wir eine Losung fiir das Problem (9.2) bzw. (9.3) konstruie-
ren:

Schritt 1. Bestimme alle Eigenwerte von A als Nullstellen von det(A —
tE). (Dies ist insbesondere fiir n = 2,3 moglich).

Schritt 2. Bestimme zu jedem Eigenwert A von A eine Basis des Eigen-
raums

Uy={zeR"| Az = \z }.
Dies entspricht der Losung eines homogenen Gleichungssystems mit der Ma-
trix A — AE.

Schritt 3. Bestimme nach dem Schmidtschen Orthonormalisierungsver-
fahren eine Orthonormalbasis in jedem Eigenraum U). Sei C' die Matrix aus
R™ ™ deren Spalten die Orthonormalbasen der Uy sind, A Eigenwert von
A. Dann gilt:

(a) C € O(n)
7
(b) C*AC = mit y; Eigenwert von A (wobei mehrfache Ei-

Tn
genwerte entsprechend mehrfach aufgeschrieben sind).

BeEWwEIS. (a) Wir zeigen C' € O(n). Nach Bemerkung (1) (s.u.) gilt R” =
@ U,, A Eigenwert von A, und Uy L U, fiir A # 7. (Denn U, ist Eigenraum
zum Eigenwert A der Abbildung R” — R", z — Ax). Also bilden die Spalten
von C' eine Orthonormalbasis von R™ und somit ist C' € O(n).
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(b) Wir zeigen, dafl C*AC Diagonalmatrix ist. Folgende Aussagen sind
dquivalent.

7
C'AC =
In
gi!
AC =C
Tn
Ac; = ¢y (¢; i-te Spalte von C) fiir 1 <i <n.
Solche ~; existieren nach Konstruktion von C'. O
BEMERKUNGEN. (1) Umformulierung der Folgerung in 9.1.2 (bzw.
in 9.1.3). Seien (V, o) ein endlichdimensionaler unitérer (bzw. eukli-
discher) Vektorraum, f ein Endomorphismus von V und Aq, ..., Ay,

die verschiedenen Eigenwerte von f. (Also \; # A; fiir ¢ # j). Sei
W={zeV|flx)=Az}
der Eigenraum von f zum Eigenwert A. f ist genau dann normal

(bzw. selbstadjungiert), wenn V' = @2, V), und Vi, L V), (i # j).
Dies beweist man wie folgt. <=. V' hat dann eine Orthonormal-

basis aus Eigenvektoren von f. =. Sei ey, ..., e, eine Orthonormal-
basis von V aus Eigenvektoren von f und seien Rdume V; definiert
durch

Vi :== ({¢; | e; Eigenvektor zum Eigenwert \; }).
Dann ist V =@, V; und V; L Vj fiir i # j. AuBerdem gilt:
Vi CVy,
dim V; < dim Vj,

dimV = ZdimVi < Zdim V), <dimV  nach dem Satz in 7.2.1
i=1 i=1

dim V; = dim V},

Vi="Vx-

(2) Entsprechend berechnet man eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren eines normalen Endomorphismus f eines unitdren Vektor-
raums (Vo).

(3) Zur Folgerung iiber die Zerlegung von Endomorphismen: Die Zer-
legung 148t sich explizit angeben, falls eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von f* o f (selbstadjungiert) bekannt ist.

9.2.5. Simultanes Diagonalisieren. Es folgt nun eine fiir die Anwen-
dungen wichtige Verallgemeinerung der Folgerung in 9.1.2 (bzw. in 9.1.3).

SATZ. Sei (V,0) ein endlichdimensionaler unitirer (bzw. euklidischer)
Vektorraum und M C Homc(V,V) (bzw. M C Homg(V,V)) eine Teilmen-
ge. Dann sind dquivalent:

(1) (a) Fir alle f € M gilt: f ist normal (bzw. selbstadjungiert).
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(b) Fiir alle f,g € M gilt: fog=go f.
(2) Es existiert eine Orthonormalbasis ey, . .., e, von 'V, so daf fiir alle
f €M gilt: e1,. .., e, sind Eigenvektoren von f. (e1,..., e, ist also
eine ,simultane Orthonormalbasis).

BEWEIS. (2) = (1). (a) gilt nach der Folgerung 9.1.2 (bzw. in 9.1.3). (b)
Seien f,g € M. Dann existieren ~;, A; fiir 1 <4 <n mit:

€1 " e1 e1 A el
= | wdg| | =
€n Tn €n €n )\n €n
Also folgt fog=go f.

(1) = (2). Sei (V, o) unitér. (Den euklidischen Fall behandelt man ana-
log).

Schritt 1. Sei U der von M erzeugte Unterraum von Homg (V, V). Es ist
dimU < oo, denn es gilt dim Homc(V,V) = (dimV)? < oco. Sei f1,..., fm
eine Basis von U. Es geniigt, eine simultane Orthonormalbasis eq, . .., e, aus
Eigenvektoren fiir fi,..., f;, zu finden. Ist ndmlich eq,...,e, eine solche
Orthonormalbasis und ist f € M, so ist f = Z;”Zl aj fj mit a; € C und
damit folgt fir 1 <7 < n:

m
fle) =) ajfjle)

<
—_

I
NE

i€ 7i; Bigenwert von f; zum Eigenvektor e;

<.

@1

= (D_ajvj) e
g=1
—_———
eC

Also ist e; Eigenvektor von f.

Schritt 2. Nach Schritt 1 kénnen wir also ohne Einschrinkung M =
{f1,---, fm} setzen. Wir beweisen nun die Aussage des Satzes durch Induk-
tion nach m.

m = 1. Siehe Folgerung 9.1.2.

m—1 = m. Seien Ay, ..., \; die verschiedenen Eigenwerte von f; und V),
der Eigenraum zum Eigenwert A;. Nach der vorangegangenen Bemerkung (1)
(Umformulierung der Folgerung in 9.1.2) gilt V' = @E:l Vy, und Vy, L V),
fir i # j. Wegen fio f; = fjo fi gilt f;[Vi] € V) fiir jeden Eigenwert A von
f1, denn fiir x € V), haben wir

filz) = Az
[ (@) = fi(f1(@) = f;(Az) = Af(=)
fi(x) € V.
Sei nun A ein fest gewéhlter Eigenwert von f; und 2 < j <'t. Setze
gj = [ilVa: Vx = V)
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Nach den Bemerkungen in 9.1.2 gilt:
o g; ist normal, da V = @}_, V), und Vj, L V), fiir i # j, und
e gso0g: =qgrogs fiir2<s,t<n,da fsofy = frofs.
Nach Induktionsvoraussetzung hat V) eine simultane Orthonormalbasis aus

Eigenvektoren von g;, j = 2,...,m. Die Vereinigung dieser Orthonormalba-
sen fiir alle V), A Eigenwert von fi, liefert die Behauptung. O
BEMERKUNGEN. (1) Genauso zeigt man: Sei V ein endlichdimen-

sionaler K-Vektorraum und M C Homg(V,V) eine Teilmenge.
Dann sind dquivalent:
(a) (i) Fir alle f € M gilt: f ist diagonalisierbar.
(ii) Fiir alle f,g € M gilt: fog=go f.
(b) Es existiert eine simultane Basis von V' aus Eigenvektoren aller
feM.
(2) Matrizenformulierung des Satzes: Sei M C C"*™ (bzw. M C R"*")
eine Teilmenge. Dann sind &quivalent:
(a) (i) Fiir alle A € M gilt: A ist normal (bzw. selbstadjun-
giert).
(ii) Fiir alle A, B € M gilt: AB = BA.
(b) Esexistiert ein C' € U(n) (bzw. € O(n)), so daB fiir alle A € M
gilt: C*AC ist eine Diagonalmatrix.

9.3. Orthogonale Endomorphismen

Wir wollen uns eine Ubersicht iiber alle orthogonalen Endomorphismen
eines endlichdimensionalen euklidischen Vektorraums verschaffen. Zunéchst
zeigen wir, daf jeder orthogonale Endomorphismus als Hintereinanderaus-
fiilhrung von Hyperebenenspiegelungen dargestellt werden kann. Wir be-
trachten dann den zwei- und dreidimensionalen Fall und kénnen dort leicht
die orthogonalen Endomorphismen klassifizieren. Mit der reellen Jordan-
schen Normalform ergibt sich, dafl damit auch schon der allgemeine Fall
einer beliebigen endlichen Dimension erledigt ist. Abschliefend verschaffen
wir uns noch eine Parameterdarstellung der SO(n), unter Verwendung der
schon in 5.4 benutzten Jacobischen Rotationsmatrizen.

9.3.1. Zerlegung in Hyperebenenspiegelungen. Sei (V, o) ein end-
lichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Wir definieren
O(V):=0(V,0) :={f € Homg(V,V) | f orthogonal },
SO(V):=SO(V,o) :={fe€O(V)|det f =1}.
Wir wollen uns zunéchst iiberlegen, daf sich jede Hyperebenenspiegelung

auf einem Unterraum von V zu einer Hyperebenenspiegelung auf ganz V'
fortsetzen 1483t.

BEWEIS. Sei etwa dimV = n. Unter einer Hyperebene verstehen wir
einen Unterraum U C V mit dimU = n — 1. Sei U+ = (v), also U = (v)*
und V = (v)* @ (v). Als Hyperebenenspiegelung hatten in wir in 9.2.2
Endomorphismen der Gestalt

fo: VoV
r=p+h—p—h mitpec (v) und h € (v)
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bezeichnet.
T
)
U= (v)*
b
—h
Es gilt
B o(x,v)
(9.4 fula) = a =222,

denn fiir x = p + av mit p € (v)* und « € R ist

o(xz,v) = aoc(v,v) dap Lo,
fol@) =p—av
=z — 2av
_ o0
(v, v)

Aus (9.4) folgt offenbar unsere Behauptung, daf§ sich ndmlich jede Hyperebe-
nenspiegelung auf einem Unterraum von V' zu einer Hyperebenenspiegelung
auf ganz V fortsetzen l48t. O

SATZ (Zerlegung in Hyperebenenspiegelungen). Sei (V, o) ein euklidi-
scher Vektorraum mit dimV = n < oo, sei f € O(V) und f # id. Dann
existieren ein r < n und Hyperebenenspiegelungen fi,..., f, € O(V) mit

f:flo"'ofr-

BEWEIS. Durch Induktion nach n.
Basis n = 1. Sei e eine Orthonormalbasis von V. Dann

f(e) = te da f orthogonal,
fle)=—e da f # id,

f(ae) = —ae fiir alle a € R.

Also ist f = fe.
Schritt n —1 = n (fir n > 1).

(1) Annahme: Es existiert ein v € V mit f(v) = v und v # 0. Es ist

=U
Zunéchst zeigen wir: f[(v)*] C (v)*. Sei dazu u € (v)*. Dann gilt:
o(f(u),v) =o(f(u), f(v)) = o(u,v) =0 und deshalb
flu) € ().
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Also ist fIU € O(U). Nach Induktionsvoraussetzung existieren
V1,...,0 €U, r <n—1mit

fIU = (fo,[U)o---0o(f,[U) (oder fIU =id, r =0)
(siehe vorige Bemerkung). Damit folgt f = f,, o---o f,,., denn fiir
ein u € U gilt nach Konstruktion f(u) = (fy, oo fy,)(u), fir v
gilt f(v) =v=fo,(-.. fo,(v)...), dav Lo firalle 1 <i<r, und
V=U®& v).
(2) Reduktion des allgemeinen Falls auf (1). Esist f # id, also existiert
einv € V mit f(v) # v. Setze w := f(v)—v. Wir zeigen (fy,of)(v) =

v.
Zum Beweis beachte man, da§ 2f(v) = f(v) +v+ f(v) —v. Es
—

gilt (f(v) +v) L w, denn
o(f(v) + v, f(v)) =a(f(v), f(v)) +o(v, f(v))
=0 (v,v)
=o(v,v+ f(v))
=o(v+ f(v),v).
Also folgt nach der Definition von f,
Ful2F () = () + o+ =2
v—f(v)
fuw(f(v)) = v.
Nach (1) folgt nun wegen f,, o f € O(V), dal es Hyperebenenspie-
gelungen fi,..., f, € O(V) gibt (r <n —1) mit
fuof=fioof,
f=foofio---of, daf2=id

9.3.2. Fixrdume.

DEFINITION. Sei V ein K-Vektorraum und f ein Endomorphismus. Dann
heifit {x € V| f(z) = = } Fizraum von f.

KOROLLAR. Es sei (V,0) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektor-
raum und f € O(V).
(1) Sind fi,...,fr (r < n) Hyperebenenspiegelungen in O(V) mit f =
fio---o fr, so hat der Fixraum von f eine Dimension > n —r.
(2) Sei dimV = n ungerade.
o (Gilt det f = +1, so ist +1 Eigenwert von f.
e Gilt det f = —1, so ist —1 Eigenwert von f.

BEWEIS. (1) Sei f; = fy, mit v; € V fir 1 < i < r. Esist V
(v1....,0.)® (v1,...,v,.)", also dim (vy, ..., v,) <7 und dim (vy, ..., v.)"
n — r. Ferner gilt

AV

<’l)1,...,UT>J_g{$€V|f($):$},
denn aus = L v; fiir alle 1 < ¢ < r folgt (fy, o---0 fy,)(x) = .
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(2) Sei dimV = n ungerade. Nach dem Satz existieren Hyperebenen-
spiegelungen f1,...,fr, ¥ < m mit f = fio---o0 f.. Also ist det f =
det(fy)...det(fr) = (=1)".

Fall det f = +1. Dann ist r gerade, also r < n. Nach (1) hat f einen
Fixpunkt # 0. Also ist 1 Eigenwert von f.

Fall det f = —1. Dann ist det(—f) = (—1)"det f = (—1)(—1) = 1. Also
hat —f einen Fixpunkt = # 0, d.h. (—f)(z) = =, d.h. f(z) = —z. Also ist
—1 ein Eigenwert von f. 0

9.3.3. Geometrische Veranschaulichung im Fall dim V' = 2 oder
= 3. Sei (V,0) ein euklidischer Vektorraum mit dim V' = 2. Es seien ey, e2
eine Orthonormalbasis von V und v = aje; + azes € V (a1,a9 € R). Es
gelte |lv|| = 1, d. h. a2 + a3 = 1. Wir betrachten die Geradenspiegelung

fo: V=V
fo(z) =2 —20(z,v)v (dao(v,v) =1).

Man erhilt
fuler) = e1 — 2a1(a1e1 + ages)

fu(e2) = ea — 2as(aier + ages)

f ery  (1- 204% —20i1009 e1
Y\ea) T \ 2000 1-203 er )’
2

Es gilt 1 = a2 +a3, also 1 —2a3 = a3 —a?. Wegen a2 + a3 = 1 kann man ein
¢ € R wihlen mit cos £ = ap und sin £ = —a;. Nach dem Additionstheorem
fiir sin und cos erhélt man dann:

1—2a%:a%—a%20082§—sin2§:cosgo

und damit

N .o
— 2109 = 2(:os§s1n§ =sine

1—20&%:@%—0452—00890.

Also ergibt sich

f er\ _ [cosp singp e1
Y\ey/) \sinp —cosp/) \ey)”

>L

, v = —sin? e +

Geometrisch handelt es sich um eine Spiegelung an (v 5

cos¥ €.

Spiegelachse
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Komposition von Geradenspiegelungen: Seien ¢, ¢ € R.

cosy  sing cosy  siny

sing —cosp) \siny —cosy
_[cospcost +sinpsiny  cos psiny — sin p cos P
~ \singpcost) — cospsinty  sinpsin i + cos @ cos

-5 S809)

bedeutet eine Drehung um den Winkel ¢ — ¢ gegen den Uhrzeigersinn, denn

s er) [ cosy siny el
es) \—siny cosy/ \es
bedeutet geometrisch

€2

f(e2)

Ergebnis: Sei e1, e5 eine Orthonormalbasis von V und f € O(V). Dann gilt:
det f =—1 = f Geradenspiegelung, es existiert ein ¢ € R mit
e1 cosp  singp e1
= — <
f <€2> (singp — oS gp) <62> (-m<p<m).
det f =41 = f Drehung, es existiert ein ¢ € R mit
e1 cosp singp e1
= _ < ).
f <62> (— sinp cos <p> <€2> (-r<p<m
f ist Komposition zweier Geradenspiegelungen.

BEMERKUNG. Diese Gestalt der darstellenden Matrizen kann man auch
leicht direkt einsehen.

A= (?; f) €0(2)

:>A:<CO.S(P smap) oderA:<C9S(‘0 Sm@)fﬁreingoe]R.
—sinp cos¢ singp —cos

BEWEIS. A ist orthogonal, also gilt
042 + ﬁQ -1
72 + 52 -1
ay+ B0 =0.
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Annahme: a, 5 # 0.

Damit folgt

Az(% —ﬁa> oderAz(_aB g)

Wegen o + 32 =1 gibt es ein ¢ € R mit a = cos ¢ und = sin .
Falls a =0: 8=41,6 =0, v = +1.
Falls =0: a=+1,v=0, § = +1. O

Wir behandeln jetzt den dreidimensionalen Fall. Sei also (V, o) ein eu-
klidischer Vektorraum, dimV = 3 und f € O(V).

Fall det f = 1. Nach der Folgerung in 9.3.1 ist 1 Eigenwert von f, da
dim V' = 3 ungerade ist. Sei e; Eigenvektor zum Eigenwert 1 mit |e;|| = 1,
und ey, e3 eine Orthonormalbasis von (e;)*. Dann ist

fl{e2,e3): (e2,e3) — (ea, e3)
eine orthogonale Abbildung mit det(f[(ez,e3)) = 1. Nach der vorangehen-
den Uberlegung im zweidimensionalen Fall gibt es ein ¢ € R mit

€1 1 0 0 €1
fle ] =10 cosep singp e, —-nm<p<sm.
€3 0 —sing cosy €3

f ist eine Drehung mit Drehachse Rey, Drehebene Rey @ Res = (e1) ! und
Drehwinkel .

€3

| ()
|

|
Fall det f = —1. Nach der Folgerung in 9.3.1 ist —1 Eigenwert von f.
Sei e; Eigenvektor von f zum Eigenwert —1 mit [[e1|| = 1, und eg, e3 eine
Orthonormalbasis von (e;)*. Dann ist

fl{e2,e3): (e2,e3) — (e2,e€3)

eine orthogonale Abbildung mit det(f[(e2,e3)) = 1, da det f = —1. Nach der
vorangehenden Uberlegung im zweidimensionalen Fall existiert ein ¢ € R

€1 —1 0 0 €1
fle] = 0 cosyp sing e |, —-mT<p<lm.
€3 0 —singp cosyp es3
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f ist eine Drehspiegelung, d.h. eine Drehung um die Achse Re; um den
Winkel ¢ und eine anschlieende Spiegelung an der Drehebene Res & Res.

/

I Tx
D
I °x
|
€1
€3 o
| €
I
|
|
| o f(x)
Grenzfille: ¢ = 0.
el -1 0 0 el
fle]l=10 10 €
€3 0 0 1 €3

Es handelt sich um eine Spiegelung an der Ebene (eg, e3), und zwar um die
Hyperebenenspiegelung f.,.

Y

€1 l
€3

| €
|
|
|
! fy)
= T.
e1 -1 0 0 €1
f €2 = 0 -1 0 €2
es 0 0 -1/ \es

Hier hat man eine Spiegelung am Ursprung,.
Wir zeigen jetzt, dal der Drehwinkel ¢ nur von der Orientierung der
gewéhlten Orthonormalbasis abhéngt.

KOROLLAR. Es sei (V,o0) ein euklidischer, orientierter Vektorraum mit
dimV =2 und f € SO(V). Dann existiert genau ein ¢ € R, —w < ¢ < T,
so daf fiir alle positiv orientierten Orthonormalbasen ey, es von V gilt

f erl [ cosp sing e1
ea) \—singp cosp) \ea)”

¢ heifit orientierter Drehwinkel und |¢| absoluter Drehwinkel.
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BEWEIS. Sei eq,eo eine fest gewéhlte, positiv orientierte Orthonormal-
basis von V. Dann existiert nach obiger Bemerkung genau ein ¢ € R,

-1 < @ < m, mit
f er\ [ cosp sing) (er
ea)]  \—sinp cosp) \es

(o ist eindeutig bestimmt nach dem Verlauf von sin und cos). Sei €}, €
eine beliebige, positiv orientierte Orthonormalbasis von V. Dann gibt es ein

A € SO(2) mit
(6:1> -4 <€1> '

A vertauscht mit < cosip S SD), da A = < cos ¥ s1n1/)> fiir ein ¢p € R
—singp cosy —siny cosvy
ist, d.h.

(coscp sincp)A:<cos(cp+w) sin(gp+1/1)>:A<coscp sincp>.

—sinp cosp —sin(p + 1) cos(p + ) —sinp cosp

f e _ [ cose sin ¢ At e
e —singp cosp ey )’
cosp singp
—sing cosp

Daraus folgt

O

DEFINITION. Fiir A = (a;5) € K™*" ist die Spur von A definiert durch
Spurd := 37" | ayi.

BEMERKUNG. Sei (V,0) ein euklidischer, orientierter Vektorraum mit
dimV =2 und f € SO(V). Sei vy, v eine beliebige Basis von V und A €

R?*2 mit
v\ _ vy
() =2 ()
Dann ist SpurA = 2 cos ¢, also ist der Drehwinkel || durch SpurA festgelegt.

cosy singp
—sing cos
dafl dhnliche Matrizen dieselbe Spur haben.

SpurCAC~! = SpuwrAC~!C = Spurd  fiir A,C € K"*" und C € GL(n,K),I
denn allgemein gilt fiir A = (oy5), B = (8;;) € K™*™:

BEWEIS. A ist dhnlich zu < ) Es geniigt also zu zeigen,

SPUI‘AB = Z Z aijﬂji = SpurBA.
i=1 j=1

O

KOROLLAR. Sei (V,0) ein euklidischer Vektorraum mit dimV = 3 und
f€8S0O(V). Sei ey ein Eigenvektor von f zum Eigenwert 1 mit ||e1|| =1 (ex
existiert nach der Folgerung in 9.3.1) und sei (e1)* orientiert. Dann existiert
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genau ein ¢ € R mit —m < ¢ < m, so daf fiir alle positiv orientierten
Orthonormalbasen eg, e3 von Rei gilt:

€1 1 0 0 €1
flea] =10 cose sing €2
es 0 —siny cose es

BEWEIS. f induziert eine Drehung in (e;)*. Also folgt die Behauptung
unmittelbar aus dem obigen Korollar. O

BEMERKUNG. Sei A € R3*3 beliebige darstellende Matrix von f bzgl.
einer beliebigen Basis. Dann ist SpurA = 1 + 2 cos ¢, da A dhnlich ist zu

1 0 0
0 cose sing
0 —sing cosgp

(Beweis wie zuvor). Also ist der absolute Drehwinkel |p| durch SpurA fest-
gelegt.

9.3.4. Geometrische Veranschaulichung im allgemeinen Fall.
Aus den bisher behandelten Spezialfillen ergibt sich jetzt mit Hilfe des
Satzes 8.2.2 von der reellen Jordanschen Normalform eine entsprechende
Aussage fiir den allgemeinen Fall.

SATZ. Sei (V,0) ein euklidischer Vektorraum mit 1 < dimV < oo und
sei f € O(V). Dann existieren eine Orthonormalbasis ey, ..., e, von V,
r,s,t € N, und ¢1,...,¢0: € R mit

€1
€n
1
1
——
r—mal
€1
1 .
= S——— :
s—mal
- en
cosp1  sing
—sin 1 cos g1
cos ¢ sin
—sin ¢t cos ¢
BEWEIS. (1) Gezeigt wird: Es existieren Unterrdume U; C V, 1 <

7 S m mit V = @:il Ui, f[Uz] g Uz’, dim Uz == 1,2 und Uz 1 Uj fiir
alle ¢ # j. Dies beweisen wir durch Induktion nach dim V.

dim V = 1. Klar.

Induktionsschritt. Nach der reellen Jordanschen Normalform
8.2.2 gibt es zu jedem f € Hompg(V,V) einen Unterraum U C V
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mit dimU = 1,2 und f[U] C U. Denn ist etwa

-8 10
01

a
B

—o

1
0

® R

a—f3
B «

die Matrix aus 8.2.2 und ist U der von den beiden Basisvektoren,

die zu dem letzten Késtchen g _aﬁ gehoren, erzeugte Unterraum,

so ist dim U = 2 und es gilt f[U] C U. Es folgt f[U*] C U+, denn
flU] = U da f ein Isomorphismus ist. Also ist f~'JU: U — U
orthogonal. Sei v € U+, u € U. Dann ist

o(f(v),uw) = a(f7H(f(v), fH(w)) = (v, f7H(u) =0,

also f(v) € U*. Daraus folgt V = U@ U*, flUL: U+ — UL,
dimU = 1 oder dimU = 2, dimU+ < dimV und U L U+. Auf
U~ 148t sich also die Induktionsvoraussetzung anwenden, woraus
die Behauptung folgt.

(2) Nach (1) geniigt es wegen 9.3.3, den Satz fir dimV = 1,2 zu be-
weisen. Fiir dim V' = 1 gilt er offensichtlich, und fiir dimV' = 2
beachte man, dafl die Matrix (Z?ﬁfj s ¢) nach 9.3.3 eine Spie-
gelung an (v)*, v = —sin? ey + cos? e darstellt und deshalb

durch Wahl einer geeigneten Orthonormalbasis in die Form (’01 (1))

gebracht werden kann.

O

9.3.5. Parameterdarstellung der SO(n). Nach 9.3.3 ist R — SO(2),
0 cqs @ singp
—singp cosp

lung von SO(2).

Gesucht ist eine &hnliche Parameterdarstellung fiir SO(n). Heuristisch
n(n—1)
2

> surjektiv; diese Abbildung heifit Parameterdarstel-

betrachtet erkennt man: ,Fiir SO(n) braucht man Parameter”. Denn

fir A = (ay;) € R™" sind édquivalent

A € SO(n)
die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von R"”

Yo ooy = 0y fiir j < 1.

n(n—1) n(n—1)

Das sind +n Relationen, und es bleiben noch ==—  freie Parameter
tibrig. Dies sieht man wie folgt. Sei z die Anzahl der Elemente von A iiber
der Diagonalen und n die Anzahl der Elemente auf der Diagonalen. Dann

gilt: n + 2z = n?, also x = —"2;” = —n(n2—1).
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Sei 1l <i < j<mnund ¢ € R. In Abschnitt 5.4 hatten wir die die
Jacobimatrix R;j(¢) definiert durch

1
1
cos ¢ sin i
1
1 .
—sinp CoS J
1
1
i J
58t falls (87t) 7& (172)7(17])7(]71)7(373)
fall N — (i0) (5
(o) R it g = 5P B (0= 0 ()
sin @ falls (s,t) = (4,5)
—sing falls (s,t) = (4,1).
BEMERKUNGEN. (1) Jacobimatrizen wurden in Abschnitt 5.4 beim

Beweis der Hauptachsentransformation nach dem Jacobischen Ver-

fahren verwendet.
(2) Rij(¢) € SO(n) beschreibt eine ,ebene Drehung®. Sei (V,0) ein

euklidischer Vektorraum und ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von
v,
(&) (&)
[l o] =R
én én

Dann ist V' = (e;,e;) @ (ei, e;)1, fl{ei,e;) ist eine Drehung und
fl{ei, e;)t ist die Identitiit.
(3) Rij(p)Rij(—p) = B, d.h. Rij(p)" = Rij(¢)~" = Rij(—).

SATZ. Sein € N und A € SO(n). Dann ist A Produkt von @ Jaco-

bimatrizen.
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BEWEIS. 1. Seien A = (ay¢), 1 < i < j<mn, p € R, s :=sinp und
¢ := cos . Betrachte

i J
1
1
C S (3
1
AR;j(¢) = (ar)
1
—s c j
1
1
Q-1 Co—Salj  Qripl ... Qi1 Sapitcan; Qg
Qpi—1 COpj—80nj Qnjtl ... Qpj—1 SOpi+Clnj Qnitl
= ( a;_1 Ca;—Sa; Qit1 Qi1 sa;+ca; Qj+1 ),

wobei a; die t-te Spalte von A ist. Zum Beweis des Satzes wird nun ¢ passend
gewdhlt. Dazu bendtigen wir folgende Aussage: Sind «, 8 € R, so existiert
ein ¢ € R derart dafl mit s := sin und ¢ := cos ¢ gilt

ca— s =0

(9:5) sa+cf > 0.

Beweis von (9.5). Fall o # 0 oder 3 # 0. Wéhle ¢ mit

. «
bln@—s—\/ﬁ
o p

COSpY = C =

Dies ist moglich, da s? 4 ¢? = 1 ist. Dann gilt
coa— s =0
sa+cf=+/a2+ 32> 0.
Fall o = = 0. Dann gilt fiir beliebige ¢

coa— s =0
sa+cf=0.
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2. Nach (1) existiert ein @19 € R, so da mit Rys := Ri2(p12) gilt:

K e *
ARpy = | F o *
0 (siny)ani + (cos gp)an% On3  -.- Opn
>0

(nach (9.5) mit o = ay1, 3 = ay2). Ebenso gibt es ein ¢o3 € R so daff mit
Ros := RQg(QOQg) gﬂt:

R, *
R, *
AR12Ry3 =
0 0 o/n3 Qg Qi
>0
Durch Iteration erhélt man 12, 23, Y34, . .., Pn—1,, Mit
X ... *

AR12R23R34 o Rn_ln — X oo

= (&T‘t)-
~—
>0

Wegen A, Ry2,...,Ry—1n € SO(n) folgt (a,¢) € SO(n). Also folgt

n
1=> a5, =ady, unddamit &py=1, da dny >0.
j=1
Auflerdem gilt
n n—1
1= a3, =1+> a;, dadu,=1,also
i=1 i=1
Qin =0 firl<i<n-—1.
Als Ergebnis erhalten wir
0
* .
AR12Ro3 ... Ry_1p = 0
0...0 1

Wendet man nun das gleiche Verfahren auf|*| € SO(n—1) an, so folgt durch
Iteration
a 0 ... 0
0 1
ARppRo3 ... Ry_1n Rig. .. Ry—on—1... RiaRog 12 = | . . ;
—— .

o -
—
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a € R,und esist « = 1,da A, Ry € SO(n) sind. Das abschlieBende Ergebnis
lautet also

AR12R23 e Rnfln R12 . Rn72n71 . R12R23 R12 =F.
— A _ N’ N~

n—1 n—2 2 1

yroti="l Jacobimatrizen

Damit folgt die Behauptung, da R;;(p)~! = R;j(—¢) ist. 0
KOROLLAR. Ist A € SO(3), so existieren 1,2, ps € R mit
cosp;  singp; 0 1 0 0 cosps singps 0
A= | —siny; cosp; O 0 cospy sings —singps cosps 0
0 0 1 0 —sinyy cosys 0 0 1

BEWEIS. Nach dem Satz gibt es o1, @2, 03 € R mit

A = Ria(p1)Ra3(p2)Ri2(¢3)-
O

Die Zahlen @1, @2, 3 heiflen Fulersche Winkel. Sie werden z.B. bei der
Beschreibung einer Kreiselbewegung verwendet. Geometrisch kann man dies
wie folgt deuten. Seien ¢1, ¢2, 3 € R und A = Ri2(p1)Ra3(p2)Ri2(p3). Sei
(V, o) ein euklidischer Vektorraum mit einer Orthonormalbasis ey, €2, e3 und

el el
fle|=4]e
e3 e3

Wir kénnen dann f schreiben als Hintereinanderausfithrung der Drehungen
f1, f2, f3, also in der Form f = f1 o fy o f3 mit

ey e1 ey
falex]| :=Ria(ps) |e2 | = | € Orthonormalbasis von V,
e3 e3 e
el el el
foleh ] :=Ros(p2) | 5| = | €5 Orthonormalbasis von V/,
el el ey
ey el e1
n\| ._ n\| _
f1 ¢ | = Ri3(¢1) | = Ria(¢1)Ra3(p2)Ri2(e3) | e2
63 63 A 63

f3 ist eine Drehung mit Drehachse Res und Drehwinkel @3, fs eine Drehung
mit Drehachse Re und Drehwinkel ¢, und f; eine Drehung mit Drehachse
Re4 und Drehwinkel ¢5.

BEMERKUNGEN. Es gibt hier einen Zusammenhang zur Topologie: man
fasse SO(n), O(n) und GL(n,R) als Teilmengen von R™ mit der induzierten
Topologie auf, also

SO(n) C O(n) € GL(n,R) C R™™ = R™

(1) O(n) ist beschrénkt und abgeschlossen in R™, also kompakt, und
ebenso SO(n).



n(n—

R™ =2

9.3. ORTHOGONALE ENDOMORPHISMEN 193

BEWEIS. Sei A = (a;j) € R". Dann gilt

AeO(n) = Zaijalj = ¢, fir alle ¢,1
j=1
Ae€SO(n)=A€c€O(n)und det A = 1.
Also sind O(n) (und SO(n)) abgeschlossen als Nullstellengebilde
von Gleichungen. Aufierdem folgt aus A € O(n), daB8 }7_ a7, =1
fiir alle ¢, also |a;;] <1 fiir alle 4, j. Also ist O(n) beschrénkt. 0O

Nach dem Satz ist

n(n—1)

d: R —S0(n)
(e1,.--, 90n<n2—1>) = Ri2(p1) - Rn—1n($n-1)
Ria(pn) - .- Rpn—2n—1(p2n—2)

Ri2(@ntn-1)

2

surjektiv. @ ist stetig, da ¢ — R;;(¢) und die Matrizenmultipli-
n(n—1)

kation stetig sind. Da R™ 2 zusammenhingend ist, ist also auch
SO(n) zusammenhéngend. Aber es gibt keine Bijektion

n(n—1)

U:R 2 =S0(n),

n(n—1)

so daB ¥ und W1 stetig sind, denn SO(n) ist kompakt und R™ 2
ist nicht kompakt.

Es gibt jedoch eine ,lokale Isomorphie“, die Cayley-Transfor-
mation (siche Ubungen).
)

~{AecRV™|A'=—-A} =5{BeSO(n)|det(B+E)#0}
A (E—-A)(E+ A)™!
(E-B)(E+B)'—~B
d.h. SO(n) (und auch O(n), s.u.) sind ,,Mannigfaltigkeiten“ der

Dimension %1
-
Sei A € O(n), det A = —1, z.B.
-1
1
A=

1
Dann ist O(n) disjunkte Vereinigung von SO(n) und A - SO(n)
(also O(n) = SO(n) U A - SO(n) und SO(n) N A - SO(n) = 0).
Dies ist eine Zerlegung in Zusammenhangskomponenten. (Hierbei
ist A-SO(n):={AB | B €S0(n)}).
BEWEIS. Sei B € O(n) mit B ¢ SO(n). Dann ist det(B) = —1,
also det(A'B) = 1, damit B= A @ € A-SO(n). AuBerdem ist
€S0(n)
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SO(n)NA-SO(n) = 0 und nach (b) ist SO(n) zusammenhéngend,
also ist auch A - SO(n) zusammenhéngend. 0

BEMERKUNG. Aus dem Beweis des Satzes folgt allgemein fiir ein A €
R™ ™ (also nicht notwendig A € SO(n)): Es existiert ein B € SO(n), welches

Produkt von @ Jacobimatrizen ist, mit der Eigenschaft, daf}
Yiro--- Min
AB=C= :
TYnn

eine obere Dreiecksmatrix ist. Auflerdem gilt A = CB!, also A' = BC",
wobei C? eine untere Dreiecksmatrix ist. Damit erhalten wir: Es existiert
ein @Q € SO(n) und eine untere Dreiecksmatrix R mit A = QR. Diese so
genannte QR-Zerlequng spielt in der numerischen Mathematik eine wichtige

Rolle.



KAPITEL 10

Gruppen, Moduln, Tensorprodukt

In diesem Kapitel wollen wir die grundlegenden algebraischen Hilfsmittel
ausbauen. Als Anwendung ergibt sich in Abschnitt 10.1 eine Klassifikation
der endlichen Untergruppen der SO(3). In Abschnitt 10.2 definieren wir Fak-
torgruppen und beweisen ihre universelle Eigenschaft; Anwendungen sind
einige einfache zahlentheoretische Aussagen, z.B. 2P = = mod p fiir x € Z
und Primzahlen p. Der Begriff eines Moduls (eine Art Vektorraum iiber ei-
nem Ring statt eines Korpers) wird in Abschnitt 10.3 eingefiihrt; mit seiner
Hilfe erhalten wir einen einfachen Beweis des Satzes von Cayley/Hamilton,
welcher aussagt, dafl das ,,Einsetzen® einer Matrix in ihr eigenes charakteri-
stisches Polynom stets die Nullmatrix ergibt. In Abschnitt 10.4 konstruieren
wir schliellich die in der Physik und auch in der Differentialgeometrie wich-
tigen Tensorprodukte von Moduln; auf sie wird man in natiirlicher Weise
durch die Betrachtung von mehrstelligen linearen Abbildungen (sog. multi-
linearen Abbildungen) gefiihrt.

10.1. Gruppen

In Abschnitt 1.2.2 hatten wir den Gruppenbegriff eingefithrt und sei-
ne einfachsten Eigenschaften bewiesen. Wir wollen uns jetzt etwas mehr
Kenntnisse iiber Gruppen und insbesondere endliche Gruppen verschaffen;
Ziel ist eine Klassifikation der endlichen Untergruppen der SO(3). Im fol-
genden verwenden wir z,y, z (statt «, 3,7) fiir die Elemente einer Gruppe
und schreiben xy statt x o y.

Sei G eine endliche Gruppe. Dann heifit die Anzahl der Elemente von
G die Ordnung von G, geschrieben Ord(G). Fiir eine endliche Gruppe G =

{91,-..,9n} kann man die Multiplikation in einer Gruppentafel explizit auf-
schreiben:
| 91 92 e 9n
9119191 9192 - 91 9n
9219291 9292 - 92 9n
In | Gn 91 Gn 92 - Gn In

In jeder Zeile und in jeder Spalte kommt jedes Element von G genau einmal
Vor.

10.1.1. Gruppenhomomorphismen, Untergruppen, Normaltei-
ler. Seien G, H Gruppen und f: G — H eine Abbildung. f heif3t Gruppen-
homomorphismus, falls fiir alle z,y € G gilt

flzy) = f(2)f(y)-

195
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f heiit Gruppenisomorphismus, falls f ein bijektiver Gruppenhomomorphis-
mus ist. G ist isomorph zu H (geschrieben G = H), falls ein Gruppeniso-
morphismus g: G — H existiert.

BEMERKUNG. Seien G, H Gruppen und f: G — H ein Gruppenhomo-
morphismus. Dann gilt

fle)=e
fz™h) = f(xz)™ fiir alle z € G.
BEWEIS.
fe) = flee) = f(e)f(e), also f(e) = e.
fle) = flzz™") = f(z)f(z™") also f(z)™" = f(z™).
d

In 5.3.1 hatten wir bereits den Begriff einer Untergruppe wie folgt defi-
niert. Eine Teilmenge U einer Gruppe G heifit Untergruppe, wenn die Grup-
penstruktur auf G eine Gruppenstruktur auf U induziert, d.h. wenn gilt (1)
xy € U fiir alle z,y € U, (2) e € U und (3) 27! € U fiir alle € U. Eine
Untergruppe N einer Gruppe G heifit Normalteiler, wenn fiir alle x € G gilt

xN = Nz,
wobeil N :={zy |y € N} und Nz :={yz |y € N }.
BEMERKUNG. Sei G eine Gruppe und U C G eine Teilmenge. Dann ist

U ist genau dann Normalteiler von G, wenn U eine Untergruppe von G ist
und fiir alle # € G und y € U auch zyz~! € U ist.

BEWEIS. =. Aus 2U = Uz folgt zyz~! € U. <. Es ist 2U C Uz und
aus - 1U C Uz~ ! folgt Uz C 2U. Also 2U = Ux. d

LEMMA. Sei G eine Gruppe und U C G eine Teilmenge. Dann sind
dquivalent:

(1) U ist Untergruppe von G.
(2) (a) U #0.
(b) Fiir alle z,y € U ist zy~! € U.

BEWEIS. (1) = (2). klar. (2) = (1). Da U # 0 ist, gibt es ein 29 € U.
Wegen (2b) ist dann e = zgxy ' € U. Fiir ein beliebiges y € U ist wieder mit
(2b) auch y=! = ey~! € U. SchlieBlich folgt fiir beliebige x,y € U wegen
y~! € U und wegen (2b) auch xy = z(y~ 1)~ € U. 0

LEMMA. Seien G,H Gruppen, f: G — H ein Gruppenhomomorphis-
mus, U eine Untergruppe von G und V' eine Untergruppe von H. Dann gilt:

(1) flU] ist Untergruppe von H.
(2) f~Y[V] ist Untergruppe von G.
(3) Falls V. Normalteiler von H ist, so ist f~1[V] Normalteiler von G.

BEWEIS. (1) und (2) sind klar. (3) Sei x € G und y € f~![V]. Dann gilt

flaya™) = f(2)f(y) ()" €V,
da f(y) € V und V Normalteiler ist. Also ist xyz~—! € f~L[V]. 0
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BEMERKUNG. Sei U Normalteiler in G und f: G — H ein Gruppen-
homomorphismus. Dann muf§ f[U] nicht Normalteiler in H sein. Dies sieht
man durch folgendes Beispiel: Wiahle G C H Untergruppe, die kein Normal-
teiler von H ist und U = G, sowie f: G — H die Einbettung von G nach
H.

DEFINITION. Sei G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge.
(1) (M) = {x € G| IneN,zy,...,xp€M,e1,...,ene{l,—1}: z =
a7t - 28} heifit von M erzeugte Untergruppe. (Dabei sei (0) :=

{e})-
(2) G heifit zyklisch, falls es ein x € G gibt mit G = (z).

BEMERKUNGEN. (1) (M) ist die kleinste Untergruppe von G, die
M enthilt. Dies beweist man wie die analoge Aussage fiir Vek-
torraume.

(2) Ist G = (x) fireinz € G,s0ist G={z°|s€Z}.

BEISPIELE. (1) Ist V ein K-Vektorraum, so ist V' mit der Addition
eine Gruppe.

(2) Z ist mit der Addition eine Gruppe. Es gilt Z = (1). In additiven
Gruppen schreibt man nz mit n € Z statt ™ und —x statt L.

(3) Sei R ein Ring und U(R) := {r € R | 3s€R : rs = sr = 1}.
Dann ist U(R) mit der Multiplikation von R eine Gruppe, sie heifit
FEinheitengruppe von R. Im Spezialfall eines Korpers K ist U(K) =
K={zeK|x#0}.

(4) Sei M eine Menge und S(M) :={ f: M — M | f bijektiv }. Dann
ist S(M) mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe. Sie
heifit symmetrische Gruppe auf M.

Im Spezialfall M = {1,2,...,n} fir ein n € N ist S, =

S({1,...,n}) die Permutationsgruppe von n Elementen, die wir
bereits in 6.1.5 betrachtet hatten. Definiere den Gruppenhomomor-
phismus

en: Sp — {1,—1}
o — Vorzeichen der Permutation o

und setze A, := kere,. A, ist die Menge der geraden Permuta-
tionen und heift alternierende Gruppe von n Elementen. Leicht zu
erkennen ist (siehe 6.1.5)

|
Ord(S,) =n!,  Ord(4,) = %

Sei N C M eine Teilmenge. Dann sind
G:={feSM)|fIN]=N}
H:={feSM)|VzeN: f(z) ==z}

Untergruppen von S(M), denn etwa fiir G gilt: 1. idy; € G. 2. Sind
fig € G, soist (fg)[N] = f(g[N]) = f[N] = N, also ist fg € G.
3. Sei f € G. Dann ist fI[N: N — N bijektiv, also gilt fiir alle
r € N: f~1(f(x)) = x. Damit erhiilt man f~![N] = N, also ist
auch f~! € G. Ebenso beweist man, da8 H Untergruppe von S,
ist.
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Insbesondere ist S;, C S,,+1 Untergruppe bei der Identifikation
Sp={0c€Spt1|on+1)=n+1}

(5) Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Dann ist Autg (V) :=
{f € Homg(V,V) | f Isomorphismus} mit der Komposition von
Abbildungen eine Gruppe. Sie heifit Automorphismengruppe von
V.

(6) GL(n, K) heiit allgemeine lineare Gruppe. Es ist det: GL(n, K) —
K* ein Gruppenhomomorphismus und SL(n, K) := ker det ist die
spezielle lineare Gruppe. Fiir K = R ist O(n) die orthogonale Grup-
pe und SO(n) = kerdet: O(n) — {1, —1} ist die spezielle orthogo-
nale Gruppe.

(7) Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann ist {g: V —
V' | g Affinitét } die affine Gruppe von V. (Erinnerung: Eine Abbil-
dung g: V — V hie8 Affinitét, wenn es ein f € Autg (V) und ein
a € V gibt, so daf fiir alle x € V gilt g(x) = f(z) + a).

(8) Sei (V, o) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann
heifit { g: V — V | g Bewegung } euklidische Gruppe von V. (Erin-
nerung: Eine Abbildung g: V — V ist genau dann eine Bewegung
(oder Kongruenz), falls es ein f € O(V) und ein a € V gibt, so daf
fiir alle z € V gilt g(x) = f(z) + a).

DEFINITION. Sei (V,0) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektor-

raum und sei F' C V eine Teilmenge (,,geometrische Figur®). Dann heif3t

{g9: V= V| g Bewegung von V, g(F) = F'}

Symmetriegruppe von F.

BEMERKUNG. Die Symmetriegruppe von F' ist tatsichlich eine Gruppe,

némlich eine Untergruppe der euklidischen Gruppe von V. Dies zeigt man
wie im obigen Beispiel bei S(M).

BEISPIELE. (Anschaulich).
(1) Sei F' C R? ein gleichseitiges Dreieck.
L

[
[
[
[
[
[

A
[
[
[
[
[

Es sei o0BdA 0 im Schnittpunkt von Ly, L1, L3, und G sei die Sym-

metriegruppe von F. Leicht einzusehen ist G C O(R?). Sei f die

Drehung um den Winkel %’T und g; die Spiegelung an L; fiir ¢ =

1,2,3. Man beachte, daB id, f, f2, g1, g2, g3 verschieden sind.
Behauptung' G = {ld, f> f2’ g1, 92, .93}
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BEWEIS. Jedes g € G bewirkt eine Permutation der Eckpunkte
(g ist durch die Bilder der Eckpunkte festgelegt). Also gilt

{id, f, %, g1, 92,93} € G — S,

(< soll bedeuten: injektive Abbildung, also Einbettung) und S3
hat die Ordnung 6. O

Aus dem obigen Beweis folgt sogar G = S3. Es ist
G= {idafaf2agagfagf2},

wobei g eine der Spiegelungen g; ist (Beweis einfach). Ferner gelten
folgende Relationen:

gfgf =1id (leicht nachzurechnen),

also auch fg = gf ' = gf>.

Allgemein kann man zeigen (dies wird hier aber nicht durch-
gefiihrt): Sei G die Symmetriegruppe des reguldren n-Ecks mit
n > 3, f die Drehung um den Winkel 2% und g eine beliebige
Spiegelung in G. Dann ist

G:{id,f,.."fnil’g’gf"“’gfnil} = D2n-

Dy, = (f,g) heiBt Diedergruppe der Ordnung 2n. (Oft wird auch
die Bezeichnung D,, statt Ds, verwendet). Es gelten folgende Re-

lationen:
ff=id
ft+id firl <t<n
fg=gf"

(2) {f € SO(R?) | f Symmetrie des reguliren n-Ecks } wird von der
Drehung um den Winkel 27” erzeugt, ist also die zyklische Gruppe
der Ordnung n.

(3) Fiir ein F C R3 nennt man { f € SO(R3) | f Symmetrie von F}
die Drehgruppe von F'.

Die Bestimmung der Drehgruppen fiir die so genannten plato-
nischen Kérper (dies sind die fiinf konvexen, reguliren Polyeder im
R3) liefert folgendes Ergebnis.

Polyeder Beschreibung Drehgruppe mit Ordnung

Tetraeder 4 Dreiecke Ay 4-3=12
Wiirfel 6 Quadrate Sy 6-4=24
Oktaeder 8 Dreiecke Sy 8:3=24
Dodekaeder 12 Fiinfecke  Aj 12-5 =160
Tkosaeder 20 Dreiecke Ag 20-3 =60

Wir wollen dies im folgenden begriinden.
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(a) Sei G die Drehgruppe des Wiirfels

I

3
Durch jeden Eckpunkt geht genau eine Raumdiagonale. Bei
Symmetrien werden Raumdiagonalen in Raumdiagonale abge-
bildet. Sei L; die Raumdiagonale durch den Punkt x;. Betrach-
te

w: G— 8y
f = (i— f'(i)) wobei f" definiert ist durch f(L;) = L.

© ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Z&hlt man die
Elemente von G auf, so erhélt man als Symmetrieachsen (Dreh-
achsen von Elementen in G):
(i) 4 Raumdiagonalen: Je 2 Drehungen # id.
(ii) 3 Geraden durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender
Seiten: Je 3 Drehungen # id.
(ili) 6 Geraden durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender
Kanten: Je 1 Drehung # id.
Also hat G mindestens 8 + 9 + 6 + 1 = 24 Elemente. (Die
letzte 1 gehort zur Identitéit). Da ¢ ein Monomorphismus ist,
Ord(G) > 24 und Ord(Sy) = 4! = 24 ist, erhélt man als Er-
gebnis G = Sy.
(b) Sei H die Drehgruppe des Tetraeders

N €1

______ L — — Ny

3
Sei f die Drehung des Wiirfels mit f(z1) = 21, d.h. f(L;) =
L. Jedes solche f ist eine Drehung des Dreiecks x4, 3, 4. Fiir
f # id ergeben sich zwei Moglichkeiten, ndmlich

w(fl)ZG 2 3) oder so(f2>:<} . §)
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Es sind ¢(f1) und ¢(f2) gerade Permutationen. Sei g; die Dre-
hung des Wiirfels, die den Tetraeder in sich selbst abbildet
mit g;(z1) = x; fir i = 2,3,4. Wieder ist ¢(g;) eine gerade
Permutation. Sei g € H beliebig. Dann gilt g(z1) = x; fiir ein
1<e1<4.

Fall 1. g(x1) = x;. Dann ist g = id, g = f1 oder g = fo.

Fall 2. g(x1) = x; mit ¢ # 1. Dann ergibt sich

g9; 'g(z1) = 2
g;'g=id, g;'g= f1 oder g;'g = fo
9= gi, 9= gif1 oder g = g; fo.

Also ist ¢(g) wieder eine gerade Permutation.
Auflerdem hat H mindestens 12 Elemente, namlich

Jo:=1d, f1, f2,
gifo,9if1,9if2 firi=2,3,4.
Ergebnis: H = Ay, denn Ord(H) > 12 und Ord(A4) = 45! =12.
(c) Drehgruppe des Oktaeders ist die Drehgruppe des Wiirfels,

denn verbindet man die Mitten der Seiten des Wiirfels, so er-
gibt sich ein Oktaeder.

/AN

(d) Durch #hnliche Uberlegungen folgt: Der Dodekaeder und der
Ikosaeder haben die gleiche Drehgruppe, und diese ist iso-
morph zu As.

10.1.2. Operationen einer Gruppe auf einer Menge. Unser Ziel
ist eine Klassifikation der endlichen Untergruppen der SO(3). Vorbereitend
dazu sollen einige niitzliche Begriffe eingefithrt werden.

DEFINITION. Sei G eine Gruppe, S eine Menge und m: G x S — S eine
Abbildung. Wir schreiben gz := m(g,z) fir ¢ € G und = € S. m heifit
Operation von G auf S, falls fiir alle z € S und g, h € G gilt:

(gh)z = g(hz)
er = .
Ferner heiflen
Gr:={gr|geG} Orbit (oder Bahn) von z,
Gy, :={9g€G|gx=x} Isotropiegruppe (oder Stabilisator) von x.
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BEMERKUNG. Sei G eine Gruppe, S eine Menge und m: Gx S — S eine
Operation von G auf S sowie x € S. Dann ist G, eine Untergruppe von G.

BEWEIS. 1. Wegen ex = z ist e € G,. 2. Seien g,h € G,. Dann ist
(gh)x = g(hx) = gx = z, also auch gh € G,. 3. Sei g € Gy, also gx = z. Es
ist v =ex = (g7 'g)r = g7 (g9x) = g 'a, also auch g~ ! € G,. 0

BEISPIELE. (1) Sei H eine Gruppe und G' C H eine Untergruppe.
Dann ist
GxH—H
(9,z) — g (Produkt in H)

eine Operation von G auf H.
(2) Sei G eine Gruppe. Dann ist

GX G—)G
(9,7) — gxg~

eine Operation von G auf G, sie wird auch Konjugation genannt.

1

BEWEIS. Seien g,h € G und x € G. Es gilt (e,2) — exe ! =2
und ((gh),z) — (gh)z(gh)~" = ghah~'g~" = g(hah~")g~". 0

(3) Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und G die
euklidische Gruppe von V (oder eine Untergruppe davon). Dann
ist

GxV -V

(g,2) = g(x)
eine Operation von G auf V. Ist speziell G = O(V), so ist fiir ein
x € V der Orbit von z

Ge:={gr|geG}={yeV ||yl =Il=l}
Fiir dimV = 2 ist also der Orbit Gx der Kreis um den Nullpunkt
mit Radius [|z||, und fiir dim V' = 3 ist der Orbit Gz die Oberfliche
der Kugel um den Nullpunkt mit Radius ||z||.

SATZ. Sei G eine Gruppe, S eine Menge und G xS — S eine Operation.
Dann gilt:
(1) S ist disjunkte Vereinigung von Orbits.
(2) Fir endliches G, S und beliebiges x € S gilt
Ord(G) = Ord(Gy) - |Gz|.
Hierbei ist |Gz| die Anzahl der Elemente in Gx.

BEWEIS. (1) (a) Esist S =J,cqg G, denn fiir v € S gilt © = ex.
(b) Es geniigt, noch zu zeigen, dal aus GeNGy # 0 folgt Gz = Gy.
Seien also Gz, Gy gegeben mit Gx N Gy # (). Dann existieren
g,h € G mit gr = hy, also z = g~ thy € Gy, woraus Gz C Gy
folgt. Analog zeigt man Gy C Gz. Also ist Gz = Gy.
(2) Betrachte die surjektive Abbildung

p: G— Gx
g — gx.
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(a) Sei r := |Gz|, etwa Gz = {fiz,..., fre} mit f; € G. Wir

haben dann
G= U Soil(fix)’
=1

e (fix) N (fja) =0 fiir i # )

(dies gilt fiir jede Abbildung; ¢ ~!(y) heiit Faser von y € Gx).
(b) Berechnung der Fasern. Sei f € G. Dann ist

v~ (fz) = fGo,
denn fiir g € G sind folgende Aussagen dquivalent.
gep (fx)
gr = fx
flgr =a
flged,
g € [Ga.
(c) Fiir ein f € G ist die Abbildung
Gz — fGo
g rg
bijektiv, denn sie hat die Umkehrabbildung h — f~1h. Also

Ord(G) = Ord(¢™"(fiz)) nach (a)
=1

— Z Ord(f;Gy) nach (b)
=1

=r-Ord(Gz)
= |Gz| - Ord(Gy) nach Definition von r in (a).

10.1.3. Satz von Lagrange.
SATZ. Sei H eine endliche Gruppe und G C H eine Untergruppe. Es sei

[H : G] (der Index von G in H) die Anzahl der verschiedenen Teilmengen
Gr={gr|ge G}, x€ H, von H. Dann gilt:

Ord(H) = Ord(G) - [H : G].
BEWEIS. Betrachte die Operation

GxH—H
(9,z) — g (Produkt in H).

Seien Gz1,...,Gx, die paarweise verschiedenen Orbits. Nach obigem Satz,
Teil (1), gilt

H:UG% und Grz;NGz; =0 firi#j.

i=1
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Die Abbildung G — Gz, g — gz ist bijektiv fiir alle € H, denn y — yz !
ist die Umkehrabbildung. Also ist Ord(H) = r - Ord(G). 0

KOROLLAR. Sei G eine endliche Gruppe mit Ord(G) = p und p prim.
Dann ist G zyklisch.

BeEweIs. Esist Ord(G) = p > 2, also existiert ein z € G mit x # e. Also
ist (x) Untergruppe von G mit Ord((x)) # 1. Nach dem Satz von Lagrange
teilt Ord((z)) die Ordnung von G, und wegen p prim folgt Ord({x)) =
Ord(G). Also ist (z) = G. 0

10.1.4. Klassifikation der endlichen Untergruppen der SO(3).
Es folgt die Anwendung auf endliche Drehgruppen. Zunéchst wird der Begriff
der Diedergruppe eingefiihrt.

DEFINITION. Seien ¢ € N, ¢ > 1 und G eine Gruppe. G heifit Dieder-
gruppe der Ordnung 2t, wenn gilt:
(1) Ord(G) = 2t.
(2) Es existieren f,g € G mit

f=e
g =e
fg=g9/™"
G={e f,....f" Lggf,....af '}
BEMERKUNGEN. (1) Do, ist die Symmetriegruppe des reguldren ¢-

Fcks in der Ebene.
(2) Sei G eine Diedergruppe der Ordnung 2t, etwa

G:{€7f7---7ft_1agagf7"'7gft_1}

mit g, f wie in der Definition. Dann hat jedes h € G eine eindeutige
Darstellung

h=g'f7 mit0<i<1, 0<j<t—1.

Die Multiplikation in G héingt nur von den Paaren (i,j) ab, denn
fir0<i,k<lund 0<j I <t-—1gilt

gt =it falls k = 1.

Also sind je zwei Diedergruppen der Ordnung 2¢ zueinander iso-
morph.

SATZ. (1) Sei G C SO(2) eine endliche Untergruppe. Dann ist G
zyklisch.
(2) Sei G C SO(3) eine endliche Untergruppe. Dann gilt:
G ist zyklisch
oder G ist Diedergruppe, d.h. G = Dy, (Symmetriegruppe des re-
guldren n-Ecks),
oder Ord(G) € {12,24,60}.
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BEMERKUNG. In (2) gilt sogar: Ist G nicht zyklisch und keine Dieder-
gruppe, also Ord(G) = 12, 24 bzw. 60, so ist G = Ay, Sy bzw. As. (Dies
wird hier nicht bewiesen.)

BEWEIS. (1) Sei f € SO(R?). Dann existiert genau ein ¢, 0 < ¢ <

(2)

27 mit
f = f, := Drehung um ¢ gegen den Uhrzeigersinn.

Sei Ord(G) = n, etwa G = {f,,..., fo,} mit 0 < ¢; < 2w, Wir
konnen oBdA ¢; = 0 annehmen. Sei ¢ := min{¢; | 2 < i < n}.
Dann existiert fiir jedes ¢ mit 2 <7 <n ein m € N und ein ; mit
0 < < ¢, so daf} gilt:

i =mp +1;

fsoi = fm<p+1/1¢ = f;nfdh

fu, €G da G Gruppe
v =0 da i; < .

Also ist G = (f,) = {fg,fw,...,fg_l |}

Jedes f € SO(R?), f # id, bildet die Oberfliche der Einheitskugel
in sich selbst ab und hat dort genau zwei Fixpunkte (ndmlich wo
die Drehachse die Einheitskugel durchstofit). Sei

S:={zeR®||z|| =1 und es gibt ein f € G, f # id mit f(z) =z}

die Menge der Pole von G. Wir kénnen oBdA Ord(G) > 1 anneh-
men, also ist S # ().
a. Wir zeigen, daf

GxS—S
(9,%) — g(x)
eine wohldefinierte Operation ist. Zu zeigen ist, dafl aus ¢ € G und
x € S folgt g(z) € S. Wegen = € S gibt es ein f € G, f # id
mit f(x) = x. Also ist gfg 'g(x) = g(z), und es gilt gfg~' € G,
gfg~ ' # id. Daraus folgt g(z) € S.
b. Behauptung: Aus z € S und g € G folgt Gy, = 9GLg7 1,
insbesondere also Ord(G () = Ord(Gy).
Beweis: Folgende Aussagen sind #dquivalent.

f € Gy
fa(x) = g(x)
g ' felx)=x
9 ' fgeG,
fegGag™.
Weiter gilt Ord(G ;) = Ord(Gy), da die Abbildung
G—-G
h— ghg™"
bijektiv ist und gG,g~' das Bild von G, unter dieser Abbildung
ist.
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c. Seien Gz1,...,Gz, die paarweise verschiedenen Orbits be-
ziiglich dieser Operation (S ist also die disjunkte Vereinigung von
Gx1,...,Gxz,). Nach dem Satz gilt fiir jedes i mit 1 <i <r

Ord(G) = |Gx;| - Ord(Gy,) .
—_— =~ —
=m =:m; =n;
Sei etwa
Gry = {f1(zi), -, fm,(x0) ],
Die Faser von jedem f;j(x;) ist dann eine Teilmenge von G mit
n; = Ord(Gy,)-vielen Elementen.

Unser Ansatz besteht nun darin, alle Paare (f,z) mit f € G,
f #id und z Pol von f zu zéhlen.

(a) Einerseits gibt es n—1 Moglichkeiten fiir f mit jeweils 2 Polen.
(b) Andererseits: Sei i fest gewahlt. Betrachte fj(x;) € Ga;. Wie-
viele h € G mit dem Pol f;(x;) gibt es? Soviele wie

Ord({h € G | hfj(x;) = fj(x;) } = Ord(G,,) =n; mnach (b).

ij(zi)
Bei festem ¢ haben wir also m; Moglichkeiten fiir z, mit jeweils
n; — 1 zugehorigen f.
Dies ergibt

Q(n — 1) = Zml(nl — 1)
i=1

2 " mi(n; — 1) 1
- Zél p ;1( nl) wegen n = m;n;

Wir diskutieren nun die Gleichung

2 " 1
J— 1— — BdA n; > 2).
- ;( m) (o n; > 2)

d. Behauptung: r = 2 oder r = 3.
Beweis: Unmoglich ist der Fall » = 1. Annahme: r > 4. Dann
folgt aus (10.1) der Widerspruch:

2 1 4
2—-—= 1—-—)>4—-=-=2.
n Zzl( ni)_ 2
Fall r = 2. Aus (10.1) folgt
2 1 1
2——=2—— — —
n ni no
2 1 1
—=—+— (n1,n2 <n)
n ni no

n1 =n9 =n und damit m; = my = 1.

Also gibt es genau 2 Pole und jeder Pol kommt n-mal vor. Seixz € S,
also ein Pol. Man erhélt

G={geSOR’) |g(x) ==z}
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>~ endliche Untergruppe von SO(R?)  (Ebene: (Rxz)')
G zyklisch nach (1).

Fall r = 3. OBdA gelte 2 < n; < ny < n3 < n. Nach (10.1)

haben wir
3

2 1
2-=2=3-Y —.

Annahme ny > 3. Dann erhalten wir den Widerspruch

3
2 1
2-2=3-"—>2
Nl
<1
Also ist n; = 2 und damit
2 1 1 1
2——=3—-—=-——— —,
n 2 no ng
1 1 1 2
_ — =4 =
ng n3 2 n

Annahme: ny > 4. Dann haben wir n% + n%) < % = % und damit

einen Widerspruch. Also ist ny = 2 oder ny = 3. Es ergeben sich
die folgenden Moglichkeiten:

i. n; =2 und ng = 2. Dann ist n3 = 5 und n gerade.
. _ _ _ a9, 2 1,2 4 3 _ 2
ii. n1 =2,ny =3undnz = 3. Dann gilt § = 5+2,also s —5 = £,

also n = 12.
iii. n; = 2, ng = 3 und n3 = 4. Dann gilt %—i—% = %—i— %, also
—%:%,alson:M.
2,

S Sl

712:3undng:E’).Dannfolgt%—i—é:l—i—2 also

2 n’
10 6 15 2
30 T35 — 30 = &, also n = 60.
Andere Fille sind nicht moglich, denn es gilt

iv.

1 1 1 2
3 g 2 ' m
11 2 1
ng 6 n 6
n3 < 6 (auBlerdem ng = 3 < ng3).

Es bleibt noch zu zeigen, dafl im Fall (i) G eine Diedergruppe ist.
e. Behauptung: Aus 7 = 3, n1 = 2, ng = 2, n3 = 5 folgt
G=Dsun.

Beweis: Es sei S = Gz U Grg U Gz (disjunkte Vereinigung)
und my = 5, mp = 5 und m3 = % = 2. Es ist |Gxs| = 2, sei also
Gzxs =: {z,y}. Damit erhdlt man
Ge={feG|flz)=x}

=~ endliche Untergruppe von SO(R?) (Ebene: (Rz)™1).

Also ist nach (1) G, = (f) fiir ein f € G. Wihle ein g € G mit
g & G, (moglich wegen Ord(G,) = %). Dann folgt mit ¢ := §:

G={f'=id f,.... [ g.9fr o af ™Y Ge={f%F ., [
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Auflerdem folgt fiir ein ¢ € G mit g ¢ G, (d.h. g(z) # z), daB
g% = id. Dies sieht man wie folgt. Zunichst gilt fiir jedes g € G

9(Gx3) = gGr3z = G,

d.h. g({z,y}) = {z,y}, dh. g(z) = z und g(y) = y, oder g(z) =y
und ¢(y) = z. Daraus folgt im Fall g(x) # =z, da g(x) = y und
damit ¢2(x) = g(y) = x. Ebenso folgt im Fall g(y) # y, daB ¢(y) =
y. Da g eine Drehung mit g(z) # x und g(y) # y ist, besitzt g einen
Pol z mit g(z) = z und z # x,y. Dann ist auch g?(z) = z, also ist
g% = id, da ¢? drei Fixpunkte hat.
Ergebnis: G = (f,g), f' =id, f* # id fiir s < t, ¢> = id und
fg=gf ' da(gf)? = gfgf =id. Also ist G = Do; mit t > 1.
a

Y
10.2. Faktorgruppen

Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Die Faktorgruppe
G/H ist dann wie der Quotientenvektorraum V/U in 2.3.5 definiert. Wir
konstruieren die Faktorgruppe G/N fiir einen Normalteiler N C G, zusam-
men mit dem natiirlichen Gruppenhomomorphismus kan: G — G/N. Es
zeigt sich, da hierfiir die Eigenschaft von N, Normalteiler zu sein, not-
wendig ist. Als einfache Folgerung erhalten wir eine Charakterisierung von
Normalteilern als Kerne von Gruppenhomomorphismen. Wir beweisen dann
die universelle Eigenschaft von Faktorgruppen und als Folgerung den Ho-
momorphiesatz (vgl. den Homomorphiesatz fiir Vektorrdume in 3.2.2). Als
einfache Anwendung erhalten wir eine Klassifikation der zyklischen Gruppen
und fiir endliche Gruppen den Satz von Fermat, dafi 2974 = ¢ ist. Ferner
ergibt sich z? = x mod p fiir ¢ € Z und Primzahlen p.

10.2.1. Nebenklassen, Konstruktion der Faktorgruppe. Sei G
eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Fiir ¢ € G heifit

xH :={xzh|he H}

die von z erzeugte Linksnebenklasse bzgl. H. (Entsprechend heiffit Hx :=
{hx | h € H} Rechtsnebenklasse). Die Menge der Linksnebenklassen von G
bzgl. H, also

G/H :={zH |z € G},

wird G modulo H genannt.
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BEMERKUNGEN. (1) Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe
und z,y € G. Dann gilt

¢H = yH genau dann, wenn y~ 'z € H.

BEWEIS. =. Gelte xtH = yH. Dann existiert ein h € H mit
x=xe=1yh. Alsoy lz =he H.

«=. Sei y~'a € H. Dann gibt es ein h € H mit y~ 'z = h, also
x = yh. Damit gilt fiir alle A’ € H, dal zh’ = yhh' € yH, also
rH C yH. Wegen (y~'z)~! = 21y folgt genauso yH C zH. 0

1

(2) Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Fiir z,y € G
definieren wir

r~gy =y lzeH.
Nach (1) ist ~p eine Aquivalenzrelation auf G. Wir zeigen
tH={y|y~gaz}=:[r] Aquivalenzklasse von z.

BEWEIS. C. Sei h € H. Zu zeigen ist xh ~p x, d.h. z~'xh € H.
D. Sei y ~p x, also y~lo € H. Zu zeigen ist y € xH. Es existiert

ein h € H mit
y e =h
e ly=n"t
y=xh ! eczH.

O

Nach Abschnitt 1.2 (den Bemerkungen zu Aquivalenzklassen)

ist also G die disjunkte Vereinigung von Linksnebenklassen.
(3) Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Wéhle in je-
der Linksnebenklasse ein Element (Représentant) z; aus. Dann ist
G = U,;erziH (disjunkte Vereinigung) wobei (z;);e; die Familie
der Représentanten ist. Es ist dann auch G = J;¢; Hﬂ:ZI disjunkte

Vereinigung von Rechtsnebenklassen, denn ¢: G — G, x — 7! ist
bijektiv und es gilt p(xH) = Hx 1.
BEISPIELE. (1) Sei V' ein Vektorraum iiber einen Korper K und

U C V ein Untervektorraum. Fafit man V als additive Gruppe und
U als Untergruppe auf, so ist

VIU={x+U|xzeV}
(2) Sei n € N. Fafit man Z auf als additive Gruppe und definiert man
nZ={nz|z€Z}
={0,4+n,+2n,+3n,...}
= die von n erzeugte Untergruppe,
so gilt: Z/nZ = {[0],[1],..., [n — 1]} hat n Elemente.
BEWEIS. a. Fiir alle x € Z existieren z,7 € Z mit x = zn +r
und 0 < r < n (Division mit Rest). Also ist [z] = [r].

b. Noch zu zeigen: Fiir alle 0 < r,s < n mit r # s ist [r] # [s].
Sei dazu oBdA r > s. Annahme: [r] = [s]. Dann existiert ein z € Z
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mit r—s=n>0und r —s < n. Also folgt 0 < r — s < nz, was
ein Widerspruch zu z € Z ist. O

BEZEICHNUNGEN. Statt x —y € nZ schreibt man £ = y mod n und sagt
,»& ist kongruent y modulo n“. Rechnet man mit = statt mit =, so bedeutet
dies das Rechnen in Z/nZ statt in Z.

10.2.2. Konstruktion der Faktorgruppe.

SATZ. Sei G eine Gruppe und N C G Normalteiler. Definiere
kan: G — G/N
x — [z].
Dann gibt es auf G/N genau eine Gruppenstruktur, so daff kan: G — G/N

ein Gruppenhomomorphismus wird. In diesem Fall gilt ker kan = N.

BEWEIS. Fuxistenz. Fiir alle x,y € G setzen wir
[] - [y] := [zy] Produktin G/N.
Wir zeigen zunéchst, dafl die Multiplikation wohldefiniert ist. Seien also
z, 2 y,y € G mit [z] = [2/] und [y] = [¢/] gegeben. Zu zeigen ist [zy] =
[#y'], d.h. die obige Definition des Produkts in G/N ist unabhiingig vom
Représentanten von [z], [y]. Dies folgt aus

_ —1 —1
(@'y) Nay) =y 2 zy

——
eN
= y'_lyn fiir ein n € N wegen Ny = yN,
denn N ist Normalteiler
€ Nn wegen [y] = [y/]

= N.

Also ist [2'y] = [zy].
Wir zeigen jetzt, dafl die Multiplikation assoziativ ist. Dies folgt aus
[=](w]l2]) = [2]([yz]) = [z(y2)] = [(zy)2] = [ey][2] = ([][y])[=]-

Ferner ist [e] das neutrale Element, denn es gilt

le][z] = [ex] = [z] fiir alle x € G.
Schliefllich ist [z~1] das Inverse zu [z], denn es gilt

[ ] = [27 2] = [e].

Demnach ist G/N mit obiger Multiplikation eine Gruppe. kan ist offen-
bar Gruppenhomomorphismus und es gilt ker kan = N.

FEindeutigkeit. Eine Verkniipfung o auf G/N, so dafi kan Gruppenhomo-
morphismus ist, muf} die Bedingung N o yN = ayN = 2zyNN = zN - yN
erfiillen. O

BEMERKUNGEN. (1) Sei G eine Gruppe und N C G Untergruppe.
Sei noch

kan: G — G/N
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Gruppenhomomorphismus bzgl. irgendeiner (fest gewéhlten) Grup-
penstruktur auf G/N. Dann ist N Normalteiler.

BEWEIS. Es ist kan(e) = [e] neutrales Element in G/N, da kan
Gruppenhomomorphismus ist. Ferner ist
kerkan ={z € G| [z] =[¢] } = N.
Also ist N Normalteiler, denn nach der folgenden Bemerkung gilt
dies stets fiir Kerne von Gruppenhomomorphismen. O

(2) Sei G eine Gruppe und N C G Untergruppe. Dann ist N Nor-
malteiler von G genau dann, wenn es eine Gruppe G’ und einen
Gruppenhomomorphismus f: G — G’ gibt mit N = ker f.

BEWEIS. <=. BEs ist N = ker f = f~!({e}), und {e} ist Nor-

malteiler. = folgt aus dem eben bewiesenen Satz. O
3.5ei G =7Z und N = nZ fiir ein n € N. Dann gilt fiir alle
T,y,2 €7
[] + [y] = [¢] genau dann, wenn x4y =z +nu firenu€Z
[y] = —[x] genau dann, wenn z +y € nZ.

Ist zum Beispiel n = 4, so hat man

242 = [0}, [1], [21, [3]},

1+ [2) = 3],
2+ 03 = 5] = 1),
~ 1= 3.

10.2.3. Universelle Eigenschaft der Faktorgruppe.

SATZ. Seien G, H Gruppen, N C G Normalteiler und f: G — H Grup-
penhomomorphismus mit N C ker f. Dann g¢ibt es genau einen Gruppenho-
momorphismus g: G/N — H mit g okan = f.

Y

G/N
BEWEIS. Eristenz. Fiir € G definieren wir g([z]) := f(z).
a. g ist wohldefiniert, denn fiir z,y € G mit [z] = [y] gilt

y lzeN
x=yn flreinne N
f(@) = flyn) = f(y) f(n) = f(y)-
I
Also ist g([z]) := f(z) unabhéngig von der Wahl des Représentanten z.
b. g ist Gruppenhomomorphismus, denn fiir z,y € G gilt

g([z]ly]) = g([zy]) = f(zy) = f(2)f(y) = 9([x])g([y])-

PBindeutigkeit. Fir eine Abbildung ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften
muf gelten g([x]) = (g o kan)(x) = f(x) fiir alle z € G. 0
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BEMERKUNG. Seien G, H Gruppen und N C G Normalteiler. Dann ist
die Abbildung

{9: G/N — H | g Homom. } — { f: G — H | f Homom. mit f[N] = {e}}
g — gokan
offenbar eine Bijektion.

10.2.4. Homomorphiesatz.

KOROLLAR (Homomorphiesatz). Seien G, H Gruppen, f: G — H sur-
jektiver Gruppenhomomorphismus und kan: G — G/ ker f wie in Satz 10.2.2
definiert. Dann gibt es genau eine Abbildung f: G/ker f — H mit fokan =
f. Dieses eindeutig bestimmte f ist ein Isomorphismus.

G ! H

kan f
G/ ker f

BeEWwEIS. Nach dem Satz ist f ein wohldefinierter Gruppenhomomor-

phismus. f ist surjektiv, denn zu jedem y € H gibt es ein x € G mit

y = f(z) = f([z]). f ist injektiv, denn fiir z € G mit f([z]) = e gilt
f(z) = f([z]) = e, also x € ker f und damit [z] = [e]. 0

10.2.5. Anwendungen: zyklische Gruppen, Satz von Fermat.
Als erste einfache Anwendung erhalten wir eine Ubersicht iiber alle zykli-
schen Gruppen.

KOROLLAR. Sei G eine zyklische Gruppe. Dann gilt

~ ) Z, falls Ord(G) = oo
| Z/mZ, falls Ord(G) = m < cc.
BEWEIS. 1. Sei G zyklisch, etwa G = () fiir ein 2 € G. Dann ist
7Z—-G
A

ein (offenbar surjektiver) Gruppenhomomorphismus, denn es gilt
fli+j)=a"™ =a'ad = f(D)f().

2. Noch zu zeigen ist

ker f — 0 falls Ord(G) = o
nZ falls Ord(G) =n

< 0.

Zum Beweis beachte man, daf§ ker f Untergruppe von Z ist, also nach der
folgenden Bemerkung von der Form mZ fiir ein m € Z mit m > 0 ist. Im
Fall m #0ist G = Z/ker f = Z/mZ, und im Fall m = 0 ist f: Z — G ein
Isomorphismus. O
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BEMERKUNG. Wir haben noch nachzutragen, dafl jede Untergruppe N C
Z von der Form N = mZ ist fiir ein m € Z mit m > 0. Zum Beweis konnen
wir annehmen, dal N # {0} ist. Sei m das kleinste positive Element von
N. Fiir ein beliebiges z € N gibt es dann r,s € Z mit 0 < r < m so daf
z=ms+r,alsor =z—ms € N und damit » = 0, denn m war minimal
gewdhlt. Also ist z € mZ und damit N = mZ.

Als weitere Folgerung ergibt sich der Satz von Fermat.

KOROLLAR (Fermat). Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n und
x € G. Dann ist 2" = e.

BEWEIS. (z) C G ist eine Untergruppe. Nach dem Satz 10.1.3 von La-
grange gilt
n = Ord(G) = Ord(x) - [G : (z)].
—— N———

=m =T
Nach der vorangehenden Folgerung ist (z) = Z/mZ fiir ein m € 7Z mit
m > 0, also ™ = e, denn in Z/mZ gilt

also 2" = 2™ = (z™)" =e. 0

Sei G eine Gruppe und z € G. Dann nennt man Ord(z) := Ord((z)) die
Ordnung von x in G.

BEMERKUNGEN. (1) Sei G eine Gruppe und z € G mit Ord(x) =
n. Dann gilt
a. (x) = {202, ... a1

b. n=min{i|i>0,2'=e}.
c. Fiir alle m € N gilt 2™ = e genau dann, wenn n (also die
Ordnung von z) die Zahl m teilt.

BeEWwEIS. Nach der Folgerung ist (x) = Z/nZ vermoge = +— [1].
Wegen
Z/nZ = {0, 1], [n — 1]}
gelten (a) und (b). Fiir (c) ist die Richtung <= klar. =. Sei 2™ = e.
Dann gibt es ¢,z € Z mit 0 < r < n so dafl m = ¢gn + r, also
e=a™ =gt = (") z" = e-2". Daraus folgt r = 0, denn n
ist die kleinste positive Zahl mit 2™ = e. O

(2) Sei p Primzahl. Dann ist (wie unten bewiesen wird) Z/pZ ein
Korper mit der folgenden Struktur.

[z] + [y] = [z + y],
[] - [y] = [= - yl.

Also ist G = {[z] € Z/pZ | [z] # 0} eine multiplikative Gruppe
der Ordnung p — 1. Nach dem Satz von Fermat gilt dann

[2]P~1 = [1] fiir alle x € Z mit [z] # 0
[z]P = [z] fiir alle z € Z

2P =x mod p fir alle x € Z.
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Nachzutragen bleibt, da8 fiir Primzahlen p stets Z/pZ ein Kor-
per ist. Offenbar gentiigt es zu zeigen, daf es zu jedem z € Z mit
[x] # 0 ein y € Z mit [y] # 0 gibt so daB [z][y] = [1] ist. Sei also
x € Z mit [x] # 0 gegeben. Dann ist der grofite gemeinsame Teiler
(z,p) von x und p gleich 1. Man betrachte

{ax+bp|a,beZ} =:G.

Offenbar ist G C Z eine Untergruppe, also G = mZ fiir ein m > 0.
Es ist m = 1, denn aus x = mz; und p = mzs fiir z1, 29 € Z folgt
m|z und m|p, also m = 1 wegen (x,p) = 1. Also ist ax +bp =1 fiir
geeignete a,b € Z, also [a][z] 4+ [0] = [1]. Es folgt [a] # 0.

10.3. Moduln, Satz von Cayley-Hamilton

Wir definieren den Begriff eines Moduls, als eine Art Vektorraum iiber
einem Ring statt einem Korper. Als Anwendung beweisen wir den Satz
von Cayley/Hamilton, welcher aussagt, dafi das ,Einsetzen“ einer Matrix
in ihr eigenes charakteristisches Polynom stets die Nullmatrix ergibt. Fer-
ner fithren wir den Begriff des Minimalpolynoms ein. Schliesslich stellen wir
einige Hilfsmittel bereit (Faktormoduln, frei erzeugte Moduln, Basis und li-
neare Forsetzung fiir Moduln), die zur Einfithrung des Tensorprodukts im
folgenden Abschnitt gebraucht werden. — In diesem Abschnitt sei R ein nicht
notwendig kommutativer Ring mit Einselement.

10.3.1. Moduln, Modulhomomorphismen.

DEFINITION. Sei M eine abelsche Gruppe und m: R x M — M ei-
ne Abbildung; wir schreiben rz fiir m(r,x). (M, m) oder kurz M heifit R-
Linksmodul, wenn fiir alle r,s € R und alle z,y € M gilt
(1) r(sx) = (rs)z (Assoziativgesetz).
(2) 1z = x (1 ist linksneutrales Element).
(3) (r+s)r =rz+ sz und r(z +y) = rx + ry (Distributivgesetze).

BEMERKUNGEN. (1) Eine analoge Definition trifft man fiir Rechts-
moduln. Im folgenden verstehen wir unter einem Modul stets einen
Linksmodul.

(2) Einen Modul kann man ansehen als eine Art Vektorraum iiber
einem Ring (statt eines Korpers). Einfache Rechenregeln beweist
man genauso wie bei Vektorrdumen, etwa

0x =0,
r0 =0,
(—D)z = —=x.

DEFINITION. Seien M, M’ Moduln iiber R und f: M — M’ eine Abbil-
dung. f heifit R-Modulhomomorphismus, wenn fiir alle z,y € M und r € R
gilt

flz+y) = flx)+ fy),
flra) =rf(x).
BEISPIELE. (1) Jeder Vektorraum V iiber einem Korper K ist ein
K-Modul.
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(2) Sei R der Ring Z der ganzen Zahlen und M eine abelsche Gruppe.
Dann kann man M als Z-Modul auffassen, und zwar mit folgendem
Skalarprodukt. Sein € Z und x € M. Im Fall n > 0 setzen wir

nc=x+x+---+x,
—_——
n-mal

und im Fall n < 0 sei nz := —(—n)z. Die Eigenschaften verifiziert
man durch einfaches Nachrechnen (mit Fallunterscheidungen).

(3) Sei V' Vektorraum iiber einem Koérper K und R der Endomorphis-
menring Endg (V). Dann ist V' ein R-(Links)modul mittels

for= ).
o
(4) Sei K ein Ring. Dann ist M := K" = {( : > | ai,...,on € K}
ein K-Modul mit folgender Addition und Siglarmultiplikation.

aq b a1+ B
= |
Qn Bn an + B
(65} (67675}
o =
o ooy,

(5) Sei V ein K-Modul iiber einem kommutativen Ring K und f: V —
V' ein K-Modulhomomorphismus. Wir definieren V; wie folgt als
K[t]-Modul. V; :=V als abelsche Gruppe. Ferner wird das Skalar-
produkt

K[t] x V — V  definiert durch

<i aiti> I i aifi(v)
=0 =0

Wir zeigen, dafl V; ein K[t]-Modul ist. Seien also r := > a;t’
und s := Z?:o Bit! aus K|t], ferner v,w € V. Dann gilt

(o) Enr)

- fjaiff (fj 57 ))
i=0 j=0
= Z( > ail)f)

i+7=l
= (rs)v.

Ferner gilt 1v = fO(v) = v, und r(v + w) = >, a; fi(v + w) =
> ai(fi(w) + fi(w)) = rv + rw sowie (wobei wir oBdA n = m
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annehmen), und auch
(r+sjv = Z(Oéi + Bz)fl(v) = Z Oé@'fi(v) + Zﬂzfz(v) = rv + S0.
i=0 i—0 i—0

BEMERKUNG. Die Skalarmultiplikation im K[t]-Modul V¥, also

(i aiti) cv = iaifi(v)
=0 =0

kann man auffassen als Abbildung
<I)f; K[t] — EndK(V)
Ps(r)(v) =rv.

Dieses @ ist ein K-Vektorraumhomomorphismus und auch ein Ringhomo-
morphismus, denn es gilt

Os(rs)(v) = (rs)v = r(sv) = @5 (r) (21(s)(v)) = (P5(r) 0 P(s)) (v),
also ®@¢(rs) = ®¢(r) o s(s).

10.3.2. Satz von Cayley/Hamilton. Als Anwendung des eben kon-
struierten Moduls V oder auch des entsprechenden Ringhomomorphismus
®s: K[t] — Endg (V) wollen wir jetzt eine wichtige Eigenschaft des charak-
teristischen Polynoms beweisen.

Sei also K ein Korper, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f ein
Endomorphismus, also f: V — V linear. Das charakteristische Polynom p;
von f war in 7.2.2 definiert als

pri=pa :=det(A —tE) € K[t],

wobei A € K™*" eine (beliebige) darstellende Matrix von f ist.
Wir wollen uns eine Ubersicht iiber die Menge aller Polynome aus K|t]
verschaffen, die durch ® auf 0 € Endg (V') abgebildet werden, also iiber

Tp:={Y ait' € K[t]| Y aif' =0€Endg(V)}.
=0 =0

Es ist klar, dafl 7 ein von 0 verschiedenes Polynom vom Grad hochstens n?

enthilt, denn fO, f1,..., " sind linear abhiingig wegen dim Endg (V) = n?.
Der zu beweisende Satz von Cayley/Hamilton sagt aus, dafi sogar schon
ein Polynom vom Grad n in Zy liegen muf, némlich das charakteristische
Polynom py.

SATz (Cayley/Hamilton). Sei K ein Kérper, V ein n-dimensionaler K -
Vektorraum, f € Endg (V) ein Endomorphismus und py das charakteristi-
sche Polynom von f. Dann ist ®;(ps) = 0. Das heifit: Aus py = > a;t’
folgt "1 g i f* = 0 € Endg (V).

BEWEIS. Sei A € K™*™ darstellende Matrix von f bzgl. einer Basis von
V', und V; definiert wie im Beispiel oben. Nach Definition der Skalarmulti-
plikation in Vj gilt dann fiir alle v € V'

t-v=f(v) = Av.
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Wir schieben jetzt eine allgemeine Bemerkung ein, die die folgende Argu-
mentation verstindlich machen soll. Sei M ein R-Modul. Ist A € R™*™ und
x € M, so wird Az komponentenweise erklirt. Ist noch B € K™%k, so gilt
(AB)z = A(Bx).

Esist 1-v = v, wenn man 1 als € K[t], ferner v € V = K" und - als das
Skalarprodukt im Modul V; auffat. Also ist Ev nach der Bemerkung oben
erklédrt, und ebenso tEv (was klammerfrei geschrieben werden kann). Gleich-
falls kann man in Av die Matrix A als € K[t|/"*" und die Multiplikation als
Skalarmultiplikation in V; auffassen. Also gilt

tv =tEv = Av,
(A—tE)v=0.

Setze B := A —tE € K|[t]"*". Nach 6.2.4 gibt es zu B eine komplementére
Matrix B# € K[t]"*" mit

B#*B = det(B)E.

Aus Bv = 0 folgt
0 = B# Bv = det(B)wv.

Es war py = det(B) = Y, o;t'. Fiir unser beliebiges v € V ist also

0 =det(B)v = (Zn: aiti>v = Zn:aifi(v) = (Zn: aifi> (v)
=0 =0 =0

und damit Y. a; f* =0 € Endg (V). 0
BEMERKUNG. Ist x1,...,2, Basis von V und A € K™*™ eine Matrix
mit
1 1
! =A ;
Tp Tn

so gilt auch

€1 T
frli]=a

Tp Tp
Aus Of(ps) = Y0 g a; f" = 0 folgt also, daf

x1 x1

=<i0ﬁfi) 1 =0
i=0

Tn

(o)

Tn

also 1" a; A" = 0. Das ,Einsetzen“ der Matrix A in ihr eigenes charakte-
ristisches Polynom p 4 liefert also die Nullmatrix.
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10.3.3. Das Minimalpolynom. Das charakteristische Polynom p4 zu
A ist i.a. keineswegs ein Polynom kleinsten Grades mit A als ,,Nullstelle®.
Ist zum Beispiel A = ((1] (1]) € K?*2 soist pg = (1 —t)%, aber pg :=t—1
besitzt ebenfalls A als Nullstelle, denn es gilt pa(A)=A—-1-E =0.

Sei V' # 0 ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f: V' — V linear.
Ty sei definiert wie in 10.3.2. Offenbar ist 7y abgeschlossen gegen Addition
(d.h. aus g, h € Zy folgt g+ h € Zy) und gegen Multiplikation mit beliebigen
Elementen des Rings Kt] (d.h. aus g € K[t] und h € Z; folgt gh € Iy);
eine solche Teilmenge eines Ringes nennt man ein Ideal. Nach dem Satz von
Cayley/Hamilton ist p; € Z¢, wir kennen also bereits ein Polynom # 0 in
Iy.

DEFINITION. Sei K ein Korper. Unter den Polynomen # 0 in Z; gibt
es eines kleinsten Grades, das wir (wegen der Abgeschlossenheit von Ty ge-
gen Multiplikation mit beliebigen Kérperelementen) als normiert annehmen
konnen, d.h. der Leitkoeffizient (also der Koeffizient der héchsten ¢-Potenz)
ist 1. Dieses Polynom ist offenbar eindeutig bestimmt; man nennt es das
Minimalpolynom von f und bezeichnet es mit py.

Wir wollen zeigen, daff das Minimalpolynom Teiler des charakteristi-
schen Polynoms p; ist. Dazu benétigen wir die Division mit Rest im Poly-
nomring K[t].

SATZ (Division mit Rest). Sei K ein Korper. Zu f,g € K[t] mit f # 0
gibt es eindeutig bestimmte q,r € K[t] mit

g=fq+r unddeg(r)<deg(f).
BEWEIS. FEzistenz. Sei
f=apt"+ -4+ at+ag mita, #0
g=bput™+ -+ bt +by mit b, #O0.
Den Beweis fithrten wir durch Induktion nach m.
Fall m=0,n > 0. Setze ¢q =0 und r = g.
Fall m>0,n=0. Setzeq:%gundr:().

Fall m > 0, n > 0. OBdA sei n < m (sonst setze ¢ = 0 und r = g). Es
gibt ein g; € K[t] mit

b
g=—t"""f+g unddeg(g;) < m.

n

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es g1,r1 € K|[t] mit

by
g:a—tm "f+aqf+r unddeg(r)<n

n

bm m—n
= (a—t +aq)f+r

—_———
—q

Eindeutigkeit. Gelte g = q1f + 11 = qof + ro mit deg(ry),deg(re) <

deg(f). Dann ist f(q1 — q2) = ro — r1 und deg(re — r1) < deg(f). Wére

a1 — g2 # 0, so wiirde gelten deg(f(q1 — g2)) = deg(f) + deglar — a2) >

deg(f) (wegen 7.1.2, da K ein Korper ist), also ein Widerspruch (wegen

deg(0) = —0). Folglich muf} ¢; = g2 sein und somit auch r1 = ry. 0
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KOROLLAR. Sei V' # 0 ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und
f:V = V linear. Dann ist das Minimalpolynom von f ein Teiler des cha-
rakteristischen Polynoms von f, also

prlps-
BEWEIS. Wegen iy # 0 gibt es nach dem Satz ¢, € K[t] mit

pr=prq+r und deg(r) < deg(uy).
Wegen 7(f) = p¢(f) — ps(f)e(f) = 0 und der Minimalitéit des Grades des

Minimalpolynoms mufl = 0 sein. O

SATZ. Sei V # 0 ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und f: V —
V' linear. Dann haben das charakteristische Polynom py und das Minimal-

polynom g die gleichen Nullstellen (i.a. haben also die Nullstellen von if
kleinere Vielfachheit).

BEWEIS. Wegen pf|py ist jede Nullstelle von py auch Nullstelle von
ps. Sei umgekehrt A Nullstelle von py, also Eigenwert von f, und z ein
Eigenvektor zu A, also  # 0 mit f(z) = Az. Sei

k
up=2 it
1=0

das Minimalpolynom von f. Dann gilt

0= (i ozifi> (x) = iazf’(x) = iai)\ix = (i ai)\i)x.
=0 =0 =0

=0
Also ist pr(X) = 0. 0
10.3.4. Berechnung des Minimalpolynoms. Der folgende Satz lie-

fert ein Verfahren, das Minimalpolynom aus der Jordanschen Normalform
zu berechnen.

SATZ. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f: V. — V linear.
Ferner sei py Produkt linearer Faktoren, etwa

pr= (="t =) (t = Ap)™  mit verschiedenen \; und e; > 1.
Sei ki = min{ k | ker g% = ker gf“} mit g; := f — M\id. Dann ist

g = (=) (= A
das Minimalpolynoms von f.

BEMERKUNG. Die Existenz von k; wurde im Beweis des Satzes 7.3.1
von der Jordanschen Normalform bewiesen. Aus diesem Beweis geht auch
hervor, daf k; die Zeilenzahl des grofiten zum Eigenwert \; gehorigen Jordan-
Kistchens ist, und daB auch k; = min{ k | (¢;[U;)* = Ound (g;[U;)*~! # 0}
ist mit U; = ker gf. Man nennt k; den Index der nilpotenten Abbildung
gi1U;. Ist insbesondere f diagonalisierbar, so folgt

pp= (= M) e (= An).
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BeweIs. Nach der obigen Folgerung ist p15 ein Teiler von py, und nach

dem darauf folgenden Satz hat ;; dieselben Nullstellen wie py, also
fp = (t =A™ e (£ = Ap)™™

mit n; <e; fiiri € {1,...,m}. Zu zeigen ist n; = k;.

Nach dem Beweis von 7.3.1ist V =U; & --- ® U,,, mit U; = ker gfi eine
Zerlegung von V in f-invariante Unterrdume.

Wir zeigen n; < k;. Da die n; Exponenten des Minimalpolynoms sind,
genigt

(f = Mid)¥ oo (f — Apid)f™ =0, also glfl o---0ghm =0,

Wegen V =U; & --- ® U, geniigt es dafiir zu zeigen, dafl jedes x; € U; auf
0 abgebildet wird. Sei etwa 1 € U;. Dann gilt

(91" 0957 0~ o g (1) = (g5 0 -+ 0 gh) (6" (41)) = 0,
da g; und g; kommutieren (denn (f — N;id) o (f — Ajid) = f2 — (N + X)) f +
Aidjid = (f = Ajid) o (f — \iid)) und 21 € Uy = ker g}

Wir zeigen jetzt, dafl die Annahme n; < k; auf einen Widerspruch fiihrt.
Nehmen wir etwa n; < kj an. Dann gibt es ein x1 € Uy mit y := ¢g{* (z1) # 0.
Da U; f-invariant ist (und g; = f —\;id), ist Uy auch g;-invariant, also auch
g;bj -invariant. Fiir j # 1 ist

g9;" 1U1: Uy — Uy

injektiv, denn aus g;bj (z) = 0 fiir ein x € U; folgt x € ker g;bj C U; (wegen
n; < kj), also x € Uy NU; = 0. Also ist g?j [Ui: Uy — Up ein Isomorphis-
mus und damit auch g5?[Uj o --- o gl [U;. Wegen des schon verwendeten
Kommutierens von g; und g; folgt

(97" 0g5® 0o gy ) (1) = (92 © -0 gp) (91" (21)) # 0
——
=y7#0
im Widerspruch zu ps(f) = 0. 0
10.3.5. Faktormoduln. Sei M ein R-Modul und NCM eine Teilmen-

ge. N heif’t R-Untermodul von M, wenn N gegen Addition und gegen Ska-
larmultiplikation mit beliebigen Ringelementen abgeschlossen ist.

SATZ (Konstruktion des Faktormoduls). Sei M ein R-(Links)modul,
N C M ein Untermodul und

kan: M — M/N

Dann gibt es genau eine R-Modulstruktur auf M/N, so dafi kan ein R-
Homomorphismus wird.

BEWEIS. M/N ist abelsche Gruppe bei [z] + [y] = [z + y]. Definiere
Rx M/N — M/N
(r; [2]) = [rz].

Zu zeigen ist nur noch, dafl diese Abbildung wohldefiniert ist (denn es ist
klar, dafl M /N damit zu einem R-Modul wird). Seien also z,y € M, r € R
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und gelte [x] = [y]. Dannist z—y =:n € N,alsore—ry =r(z—y) =rn € N
und damit [rz] = [ry]. 0

SATZ (Universelle Eigenschaft). Seien M, M’ R-Moduln, N C M Un-
termodul und f: M — M’ ein R-Modulhomomorphismus mit f[N] = {0}.
Dann gibt es genau einen R-Modulhomomorphismus g: M/N — M’ mit
gokan = f.

f
M M’
kan //l 9
M/N
BEwEIs. Wie fiir Gruppen. O

KOROLLAR (Homomorphiesatz). Seien M, M’ R-Moduln und f: M —
M’ ein R-Modulhomomorphismus. Dann gilt

f:M/ker f —im f
[z] = f(2)
ist ein wohldefinierter R-Modulisomorphismus (d.h. ein bijektiver R-Modul-
homomorphismus; es ist ker f := f=1(0)).
BEwEISs. Wie fiir Gruppen. O
10.3.6. Basis eines Moduls.

DEFINITION. Sei I eine Menge und R ein Ring.
Rl :={f:I— R| f Abbildung}
={(ri)icr |mi € Rfiriel}
wird zu einem R-Modul durch
(ri) + (si) := (ri + si)
7 (ri) o= (rri)
fiir r;, 84,7 € R. Weiter definieren wir
R .= { (ry)icr € R | fiir fast alle i € I gilt 7; =0 }.
Fiir j € I sei
1 fallsi=j

ej = (ri)ier mit 7; =0 = {0 falls i # j

Sei M ein R-Modul und I eine Menge. Eine Familie (z;);cr von Elementen
aus M heifit Basis von M wenn folgendes gilt.

e Fiir alle z € M gibt es eine endliche Teilmenge J C I von I und
ri € Rfirie JsodaBa =3, ;rz;.
e Fiir alle endlichen Teilmengen J C I und r;,s; € Rfiri € J

folgt aus ), ;rix; = > i € Js;x; stets r; = s; fiir alle i € J.
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BEMERKUNGEN. (1) Sei I eine Menge und R ein Ring. Dann ist
offenbar RY) ein R-Modul mit der Basis (€)ier-

(2) Man kann zeigen, daff nicht jeder Modul eine Basis besitzt (ein
Beispiel ist Z/nZ). Ferner ist die Basisldnge i.a. nicht eindeutig
bestimmt. Diese fiir Vektorridume giiltigen Aussagen lassen sich also
nicht auf Moduln {ibertragen.

(3) Auch fiir Moduln gilt der Satz von der linearen Fortsetzung. Seien
M, M' R-Moduln, (z;);c; eine Basis von M und (y;)ics eine be-
liebige Familie von Elementen aus M’. Dann gibt es genau einen
Modulhomomorphismus f: M — M’ mit f(z;) = y; fiir alle ¢ € I.
Dies beweist man wie in 3.1.4 fiir Vektorrdume.

10.4. Tensorprodukt
In diesem Abschnitt sei K ein kommutativer Ring, z.B. ein Korper.
10.4.1. Multilineare Abbildungen.

DEFINITION. Sei n eine natiirliche Zahl und My, ..., M,,, M R-Moduln.
Eine Abbildung f: My x - -- x M, — M heifit n-multilinear, wenn fiir jedes
¢ und alle x; € M; mit j # ¢ die Abbildung

xi— f(T1,...,2p)
R-linear ist. Sei T ein R-Modul und ¢: My X --- x M,, — T eine Abbildung.
t heifit universell n-multilinear, wenn t n-multilinear ist und fiir jeden R-

Modul X und jede m-multilineare Abbildung f: M; X --- x M,, — X es
genau eine R-lineare Abbildung ¢g: T'— X gibt mit f = g o ¢, d.h. so daf§

My x---x M, X

kommutativ ist.

BEMERKUNG. Seien
t: My x---xM,—T
t': My x---x M, —» T
universell n-multilinear. Dann gibt es genau einen Isomorphismus g: 7' — T

mit ¢ = got. Y

M1X---><Mn
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BEWEIS. 1. Da t multilinear und ¢’ universell multilinear ist, gibt es ein
h: T — T mitt=hot.

2. Da t' multilinear und ¢ universell multilinear ist, gibt esein g: T — T’
mit ' = got.

3. Aus (1), (2) folgt t =hot' =hogot, also hog=id (da t universell
ist) und ebenso t' = got = gohot', also goh =id (da t' universell ist). O

T

— |

M % - x M, —— 7" |id
\}g

10.4.2. Existenz des Tensorprodukts.

SATZ. Seien My, ..., M, R-Moduln. Dann gibt es einen R-Modul T und
eine universelle n-multilineare Abbildung t: My x -+ x M, — T.

BEWEIS. Sei F := RMixxMn) der yon der Menge M; X --- x M,
frei erzeugte R-Modul, also der R-Modul mit der aus allen e, . .. fir
(x1,...,@y) € My X -+ x M, bestehenden Basis. In F' identifizieren wir
(a1, zy) ML (x1,...,2y). Sei N C F der Untermodul, der erzeugt wird von
allen Elementen von F' der Form

(1, T 1, T+ X Wiy, ) — (T Ty ey )
— (1, Tl ),
(T1y ey T, PTGy T 1y e ey X)) — T (X1 e Xy ey T)

mit x1 € My, ..., x;, 2, € M;,...,x, € M, und r € R. Definiere

T := F/N,
t: My x---x M, —T=F/N,
(1, xn) = [(z1, ..., 20)].

Wir zeigen zunéchst, dafl ¢ multilinear ist. Zum Beispiel fiir » € R und
x; € M; haben wir

]
]
]

)

t(rey, xo, ... ,xy) = [(re, z2,. .., oy
= [

r(x1,xe,..., 2y

r[(x1,xe,..., Ty

rt(zy, o, ..., Ty

)
)
)
)

da (rz1,z2,...,2y) —r(x1,...,2,) € N. Wir zeigen jetzt, dafl ¢ universell
multilinear ist. Sei also f: My x - -+ x M,, — X multilinear, X ein R-Modul.
Wir definieren

f'* F— X durch
f,(e(azl,...,xn)) = f(xl’ cee 73911)-



224 10. GRUPPEN, MODULN, TENSORPRODUKT

Es gibt genau einen R-Homomorphismus mit dieser Eigenschaft (lineare
Fortsetzung). Es gilt f'[N] =0, denn f’ ist auf jedem der obigen Erzeugen-
den von N Null; z.B. ist

f((roy,ma, .y zn) —r(z1, .0 20))
= f(re1, o, ... xpn) — f(r(ze,. .., 20))
= f(ray, @, ..., xy) —rf(T1,...,2p)

=0, da f multilinear ist.

Nach der universellen Eigenschaft des Faktormoduls gibt es einen R-Homo-
morphismus

g: F/IN=T—X
g([e($17...,$n)]) = f(1'1, s axn)'
Es gilt f = got, denn fiir x; € M; (1 <i<n)ist
gt(w1,. . x0)) = g([e(xl,...,xn)]) = f(z1,...,2n).
g ist eindeutig bestimmt durch f = go¢: Sei noch ¢': F/N =T — X
gegeben mit f = ¢’ o t. Dann gilt
g(t(.%’l, LR ,.’L‘n)) = g([e(xl,...,mn)]) = g/([e(m,...,mn)]) = g/(t(xla cee axn))

Die Abbildungen g und ¢’ stimmen also auf einem Erzeugendensystem von
T = F/N iiberein (denn (€(y, .. 2.))(21,....00)eM; x--x M, 15t Basis von F'), also

g=4d. 0
10.4.3. Definition des Tensorprodukts.
DEFINITION. Seien My, ..., M, R-Moduln.
My ®r - @r My =M @ - @M, :=T

mit T wie im Beweis des Satzes hei3t Tensorprodukt. Die im Beweis ebenfalls
konstruierte Abbildung

kan::t: Ml X oo XMn_>M1®...®Mn
heifit kanonische Abbildung. Fiir z; € M; (1 < i < n) setzt man
TR @@y i=1t(T1,...,Tp).

BEMERKUNGEN. (1) Nach dem Satz ist t: My x --- x My, — M; ®
-+« ® M,, universell multilinear und deshalb nach einer obigen Be-
merkung bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

(2) Dat: My x -+ x M, - M; ® --- ® M, multilinear ist, gilt
0 ® Q@+ QT =01® QT ® - ® Tt
TR QTR ® Ty,
T1Q QTE® QL =T(110 - QT ® - O )
fir o1 € My,...,zy, 2, € My, ..., 0 € My, 7 € Rund 1 <i < n.
Insbesondere ist

1 ® - ®xy, =0 falls ein z; = 0 ist.
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(3) Die Elemente 1 ® -+ ®@ ,, € M; ® --- ® M, bilden ein Erzeugen-
densystem von M; ® --- ® M, als R-Modul (nach dem Beweis des
Satzes) und sogar als abelsche Gruppe, denn es gilt

r@1 @ @xp) =121 Q- @ Tp.
BEISPIEL. R =7, My = Z/27, My = 7 /37Z. Dann gilt
My @ My =7/27 ® Z/3Z = 0,
denn fir a, f € Z ist 3 - (o + 2Z) = 3a + 2Z = « + 2Z (Fallunterscheidung
a gerade/ungerade), also
(a4+2Z)® (B+3Z2) =3(a+22) @ (S + 3Z)
= (a+2Z)®3(8+ 3Z)
—_———
—37=0]
= 0.

10.4.4. Basis des Tensorprodukts.

SATz. Seien My, ..., M, R-Moduln, ferner (x;, )i, er, Basis von My, ...,
(4, )ine1, Basis von M,. Dann ist

(mil ® U ® xin)ilellynwineln
Basis von M1 ® ...,M,.

BEWEIS. Erzeugendensystem. Sei m; € M; fir 1 < j < n. Dann ist m;
R-Linearkombination von Elementen aus (x;; )z, Also ist m;®---@m, R-
Linearkombination von Elementen z;, ® ---®z;,,, da kan: My x --- x M, —
M ® - ® M, multilinear war.

Lineare Unabhdngigkeit. Seien i1 € I1,... 1, € I, fest gewéhlt. Betrach-
te

f:iMyx---xM,— R
flmy, oo omy) =ry -1y,

wobei Ty der Koeffizient von x;; in der Basisdarstellung von m; ist. Offen-
sichtlich ist f multilinear. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorpro-
dukts gibt es einen R-Homomorphismus
g MR - M, - R
mit f = g o kan. Also ist
1 fallsly =d1,...,01, =1
0 sonst.

Sei jetzt
Z Tl 1, Tl Q- ® Xy, = 0 mit Tl S R, fast alle Tlyod, = 0.
11,esln
Daraus folgt
0= g( Z Tl Xl @ - ® xln) = Py evip
U1yl

Dies gilt fiir alle i1, ..., y,. O
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DEFINITION. Sei V' Vektorraum iiber einem Kérper K und p,q € N.
Vi=V®R - -oVeV'e oV

p-mal q—r;al

heifit Tensorraum der p-fach kontravarianten und q-fach kovarianten Tenso-
ren (oder auch Tensorraum der Stufe (p, ¢)). Hierbei ist V* := Homg (V, V)
der zu V duale Vektorraum.

BEMERKUNG. Sei vq,...,v, Basis von V. f; € V* sei definiert durch
fi(v;) :==6;; fir 1 <4 < mn.Dannist fi,..., f, Basis von V*. (f;) heifit die zu
(v;) duale Basis. Im folgenden verwenden wir die Schreibweise f; =: v* € V*,

BEWEIS. Erzeugendensystem. Sei f € V* und f(v;) =: ;. Dann gilt
<Z az‘fi)(vj) = aifi(vy) = ay,
i i

also ), aifi = f.
Lineare Unabhdngigkeit. Gelte ), o; f; = 0. Also

0= (Z aif; ) (1) = > aifilv) = a

fiir alle j mit 1 < j <mn. 0
10.4.5. Transformationsformel.

KOROLLAR. Sei V' ein K-Vektorraum, vy, ...,v, Basis von V unfp,q €
N. Dann hat
Vi=Ve - aVeV'e eV

p-mal q-mal

die K-Basis
(03, ® - @i, @V @+ @ V) 1ciy ipirg<n
(also dim V] = nP*9). Jedes x € V! hat also folgende Basisdarstellunyg.

= irip . ... Jq
€T = Z gjl...quu(g ®Ulp®v & X v

mit 5;1:::;’;1)“ € K. (Die Schreibweise der Indizes ist Konvention. Sie ist so
getroffen, daf stets iber oben und unten stehende Indizes summiert wird).
Sei Uy, ...,y eine weitere Basis von V', (0') die duale Basis zu (0;). Seien

weiterozg, ﬂlj eK,1<4,5<n mit

~ J o j~
v; = g o; v, v; = g B;0;
J J

(also (ag)ij(ﬂij)ij = E). x habe bzgl. der neuen Basis folgende Darstellung:

— £S18p ~ ~ ~t1 ~t
xr = g Etyonty Us1 @+ ® U5, QU @ -+ @D,
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Dann gilt die Transformationsformel:

Z Zp ]1 Ja gs1 Sp
E "'atqﬁil "'Bz‘p

115 00p
J15--0q

BEWEIS. Die erste Aussage ist klar nach dem vorherigem Satz. Fiir die
zweite Aussage ist zu berechnen

(1) (vi) aus ().
(2) (v?) aus (¢7).

Zu (1). Nach Voraussetzung ist
U = Z Bff)s
S
u (2). Gelte v/ = 37,4/ 5". Man erhilt
v (5) = (Z 775t (@)
=2 i@

_,YZ

S
und andererseits wegen ¥; = ) o v,

v] (04 —v](g ozvs>
_ S,.J
—§ aiv’ (vs)

S

J

=aqj.

v = E ol vt
t

Also ist

Man erhélt
Z 5 ﬁ SP ]1tvsl®...®{}sp®{}t1®...®@tq

D] 5ens ipyjl vvvvv jq
S1,-.8pst1,.5tq

Also
“ip i 1+
Z 5 ip atl"'tq :
jlv 7]!1
|
BEMERKUNGEN. (1) Die Transformationsformel fiir die Koeffizien-
ten von Tensoren kann man sich folgendermafien merken.
S0 Jo . S = ()
' = Z a;vj Basiswechsel, A := (a);.
Kovariante Indizes ji,...,j, transformieren sich mittels A, kon-

travariante Indizes i1,...,i, mittels (A~!)!. Fiir A orthogonal ist
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(A~H! = A, d.h. kovariante und kontravariante Indizes transfor-
mieren sich gleich.
Haufig werden Tensoren durch das Transformationsverhalten der

Koeffizienten definiert: Jeder Basis vi,...,v, von V ordnen wir
+
eine Familie &(vy,...,v,) = (5;1 ;Z)lﬁluduﬁn (€ K™™) zu:
(V1,0 0p) = E(V1, oo, Up).

Bei einem Basiswechsel von (v;) zu (9;) gilt zwischen
E(v1, ..., 0p) =t (5;1;’;) und
§(01,...,0n) = (5;11 tip)

der im Satz beschriebene Zusammenhang. Dann ist

. irip ) J ... Jq
T = Z é-jl---quzl & & Vi R vt ® X v

il’?ju
2: FS15p ~ ~ ~ ~
= §t1 tqp '®USP®UI®“'®U(I
Suytu
Tensor in V. Fiir jede Basis vy,...,v, von V ist also £(vq,...,v,)

das System der Koeffizienten des Tensors z.
Fiir dim V' < oo 148t sich der Tensorraum V,! auch anders definie-
ren: Fir K-Vektorrdume V7,...,V, sei

Mult(Vi x ...V, K) :={f: Vi x--- x V,, —» K | f multilinear }

die Menge der Multilinearformen. M ist K-Vektorraum durch
(f+9)(v1,...,vn) = f(v1,...,0n) + g(v1,...,05)
(af)(v1,...,vn) = af(vi,...,vp)

fir f,ge M und o € K.
AuBlerdem gilt fiir dim V; < o0, ...,dimV, < oco:

t: Vi x - xV, = Mult(V x - x V' K)
(01, 0) = (s fo) > Fr(01) - ()
ist universelle multilineare Abbildung, d.h.
Vi @V, = Mult(Vy x - x V5, K)
V1@ @ = ((f1s-- 05 fn) = fr(v1) - fulvn))
Insbesondere gilt fiir dim V' < oo:
Vi=Ve - oVelV'e oV

p—mal q—r;al
2 Mult(V* x -+ x VI x V™ x ... x VI K)
p-mal g-mal
Wegen
=N

v (f = f(v))
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folgt
V;,q§Mult(V*><---><V*><V><---xV,K).

p-mal g-mal

BEWEIS. t ist offensichtlich multilinear. Wir zeigenjetzt, dafl ¢
universell multilinear ist. Sei X ein K-Vektorraum und f: Vi x---x
V,, — X multilinear. Sei (v;, );,er, Basis von V, fir 1 <wv <mn. f ist
bestimmt durch die Werte auf { (v;,,...,v;,) |91 € I1,...,in € I, }.
Es geniigt nun zu zeigen:

(t(Viy, -+ Viy))ireln,....incl, 1St Basis von Mult(V)* x --- x VX, K).

Dies sieht man wie folgt. Erzeugendensystem. Sei h € Mult(V}* x

e X Vﬁk’ K),
h(v™, ... v") = a4, € K.

Dann gilt:

( Z Oéjl...jnt(?}jl, e ,an)) )(Uil, e ,vi")

jlv"'vjn

= D g0 () 0" (vg,)

jly"'yjn
= Qi

d.h. h = Zjl,---,jn ajl"'jnt(vjlv e ,an).
Lineare Unabhingigkeit. Gelte

Z oajl...jnt(vjl, e ,an) =0.

jlv"'vjn
Dann folgt
0= < Z (oI I 1 (17 ,vjn)> (v, ..., v™)
jl?"'?jn
= Qjqeengy, -
Man erhélt: F
Vix--xV, X
4
//
/
t lg

Mult(Vi* x -+ x V¥, K)
Definiere nun g durch
g(t(viyy . yvi))) = fFoig, oo yvi,).
Offensichtlich ist g wohldefiniert, K-Homomorphismus, und es gilt
f=got O

BEMERKUNG. Im allgemeinen (dim V' = oo) ist V** 22 V und Mult(V{* x
XVIEK)ZVI Q- @V,
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BEMERKUNG. In 8.1.6 haben wir die Komplexifizierung beziiglich R C
C durchgefiihrt. Allgemeiner kann man eine entsprechende Konstruktion
fiir eine beliebige Korpererweiterung K C L und einen K-Vektorraum V
durchfithren. Man bildet dann das Tensorprodukt L ®x V und fafit es als
L-Vektorraum auf.
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