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Vorwort

Gegenstand dieser Vorlesung sind Relationen, Graphen und Baume mit
wesentlichen zugehodrigen Algorithmen, sowie Grundbegiffe der mathema-
tischen Logik einschliefilich des A-Kalkiils. Was haben beide Gebiete mit-
einander zu tun? Wir wollen zeigen, dafl und wie die Logik zum Entwurf
korrekter Programme beitragen kann. Wir werden also ,,angewandte“ Logik
betreiben, nicht mathematische Logik, in der unter anderem logische Syste-
me analysiert werden; letztere ist Gegenstand einer eigenen Vorlesung im
Hauptstudium.

In der Logik unterscheidet man ,,moderne“ Axiomensysteme, in der be-
liebige Modelle untersucht werden (wie etwa in der Gruppentheorie), und
,klassische“ Axiomensysteme, die mit der Absicht aufgestellt werden, ein
konkretes Modell moglichst genau zu beschreiben (wie etwa die PEANO-
Axiome der natiirlichen Zahlen). In einer Vorlesung iiber mathematische
Logik zeigt man:

e reine Axiomensysteme sind vollstindig, aber
e klassische Axiomensysteme sind unvollstindig.

Da wir uns hier mit klassischen Axiomensystemen befassen wollen, haben
Vollstandigkeitssitze in dieser Vorlesung keinen Platz. Trotzdem ist es gut
zu wissen, daf} die reine Logik vollstindig ist.

Was hat die Logik mit Programmentwicklung zu tun? Ein Beweis von
VzIyA(z,y) (mit dem starken oder konstruktiven Existenzquantor 3) ,ent-
h&lt“ ein Programm, das aus dem Beweis ablesbar ist. Im allgemeinen ist
dies ein funktionales Programm. Géngige funktionale Programmsprachen
sind Lisp, der Lisp-Dialekt SCHEME, ML, HASKELL und MIRANDA. Wir
werden uns hier auf SCHEME beziehen. Ein naheliegender Einwand gegen
diesen Ansatz, Programme aus Beweisen zu extrahieren, besteht in der Be-
obachtung, daf} die Idee eines Algorithmus im allgemeinen auch am Anfang
eines konstruktiven Beweises steht; warum implementiert man dann diesen
Algorithmus nicht direkt? Hierzu 148t sich folgendes sagen.

e Es ist einfach mechanisch nachzupriifen, ob ein gegebener Beweis
korrekt ist. Ferner ist aus einem Beweis das Programm mechanisch
extrahierbar. Man erhilt also ein aufgrund seiner Konstruktion kor-
rektes Programm.

e Wiederverwendung: Beweise sind (im Gegensatz zu vielen Program-
men) verstindlich; sie lassen sich deshalb relativ leicht an verdnder-
te Situationen anpassen. Dasselbe gilt dann auch fiir die extrahier-
ten Programme.

e Partielle Auswertung/Pruning: Es ist moglich, dafl die als Bewei-
se gegebenen und deshalb ,extrem kommentierten“ Programme bei

iii



iv VORWORT

Vorliegen von zusétzlichen Informationen iiber die Daten verdndert
werden kénnen. Im Fall mehrerer Losungen eines Programmierpro-
blems kann sich dabei auch die erhaltene Losung verdndern.

In dieser Vorlesung soll ein Streifzug durch die genannten Gebiete ver-
sucht werden. Ich erhoffe mir, dal die Studenten am Ende

e wissen, was ein vollstindiger, formaler Beweis ist, und etwas FEr-
fahrung gewonnen haben, wie man formale Beweise erstellen kann.

e die wichtigsten Begriffe und Algorithmen iiber Relationen, Graphen
und Biume kennengelernt haben, und ferner

e zum Thema Programmextraktion aus Beweisen wichtige theoreti-
sche Konzepte kennengelernt und anhand einfacher Beispiele auch
etwas Erfahrung gewonnen haben.

Da man am besten durch Tun lernt, wird im Rahmen der Ubungen aus-
reichend Gelegenheit geboten, das Erstellen von Beweisen mit Rechner-
unterstiitzung zu erlernen. Zu diesem Zweck wird ein eigens entwickelter
Beweispriifer MPC | Minlog Proof Checker* verwendet, der eine Textdatei
daraufhin iiberpriift, ob sie einen korrekten Beweis darstellt, und sie mit
entsprechenden Kommentaren versieht.

Verwendet habe ich neben eigenen Vorarbeiten unter anderem die Biicher
von THOMAS THRINGER [3] (Diskrete Mathematik, Teubner, Stuttgart, 1994),
KENNETH H. ROSEN [7] (Discrete Mathematics and its Applications, Ran-
dom House, New York, 1988) und REINHARD DIESTEL [1] ( Graphentheorie,
Springer, Heidelberg, 2000), sowie Vorlesungen meiner Kollegen WILFRIED
BucHHOLZ und OTTO FORSTER (letztere in der Form einer von TANJA
ZIMMERMANN angefertigten Ausarbeitung).

Bedanken mochte ich mich bei LAURA CROSILLA und MARTIN KUBLER
fir ihre Hilfe bei der Vorbereitung der Ubungen und dem Anfertigen der
Musterlésungen. Einen besonderen Dank schulde ich MARTIN RUCKERT,
der wesentliche Teile des in dieser Vorlesung verwendeten MPC-Systems
konzipiert und implementiert hat.

Miinchen, Februar 2003
Helmut Schwichtenberg



KAPITEL 1

Aussagenlogik

Untersuchungsgegenstand der ersten Teile der Vorlesung sind mathema-
tische Beweise. Zunéchst befassen wir uns mit den Grundlagen der Forma-
lisierung derartiger Beweise; in diesem einfithrenden Kapitel mit der Aussa-
genlogik.

Zur Darstellung von Beweisen verwenden wir ein System des ,natiirli-
chen Schlieflens“, das 1934 von GENTZEN [2] eingefithrt wurde. Es gibt zwei
Hauptgriinde fiir diese Wahl. Erstens handelt es sich — wie schon der Na-
me sagt — um ein natirliches Beweissystem, in dem Beweise in einer Art
dargestellt sind, wie sie ein sorgfiltiger Mathematiker formulieren wiirde,
wenn er alle Einzelheiten einer Argumentation aufschreiben méchte. Zwei-
tens sind formale Beweise im natiirlichen Schlielen eng verkniipft (mittels
der sogenannten CURRY-HOWARD Korrespondenz) mit Termen im getyp-
ten A-Kalkiil. Dies liefert nicht nur eine kompakte Schreibweise fiir formale
Beweise (die sonst leicht zu unhandlichen Baumstrukturen werden), son-
dern &ffnet auch einen Weg zur Anwendung von im Kontext des A-Kalkiils
gebriuchlichen rechnerischen Techniken.

Aufler der klassischen Logik werden wir uns auch mit konstruktiven Lo-
giken befassen: mit Minimallogik und mit intuitionistischer Logik. Dies wird
einige interessante Aspekte von Beweisen zum Vorschein bringen. So ist es
zum Beispiel moglich, eine nur mit der Implikation formulierte (insbesonde-
re negationsfreie) Formel der Aussagenlogik anzugeben, deren Beweis klas-
sische Logik erfordert.

Eine besondere Eigenart von GENTZENs Kalkiil des natiirlichen Schlie-
Bens ist es, dafl fiir jede logische Verkniipfung FEinfihrungs- und Beseiti-
gungsregeln vorhanden sind. Dies fiihrt auf das System der Minimallogik,
das von JOHANSSON [4] 1937 eingefithrt wurde. Gibt man dann dem speziel-
len Aussagensymbol L (gelesen ,falsum*, fiir ,,Falschheit“) einen besonderen
Status, so erhilt man die intuitionistische Logik (mittels des Prinzips des
ex-falso-quodlibet) und die klassische Logik (mittels des Prinzips des indi-
rekten Beweisens)). Fiir diesen Aufbau der Logik ist es wichtig, daf§ wir uns
auf eine Sprache beschrinken, die nur die logischen Verkniipfungen — und
A (und spiter V) enthilt; die klassische Disjunktion (und spéter der klassi-
sche Existenzquantor) kénnen mittels ihrer DE MORGANschen Definitionen
eingefithrt werden. Fiir diese Verkniipfungen lassen sich dann die iiblichen
Einfithrungs- und Beseitigungsregeln herleiten.
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1. Formeln der Aussagenlogik

Eine Aussage ist nach ARISTOTELES ein sprachliches Gebilde, von dem
es sinnvoll ist zu sagen, es sei wahr oder falsch. Beispiel: ,,Der Mond besteht
aus griinem Kise“.

Wir betrachten eine formale Sprache, in der Aussagen durch Aussagen-
symbole wiedergegeben werden. Man nennt Aussagensymbole auch atoma-
re Formeln. Aus ihnen kann man mittels logischer Verknipfungen weitere
Formeln zusammensetzen. Wir werden uns mit den folgenden logischen Ver-
kniipfungen befassen.

A und Konjunktion
— wenn — SO Implikation
= nicht Negation

V  oder (nicht-ausschliefend) Disjunktion
< genau dann, wenn Aquivalenz

Allgemein ist mit A und B auch die Konjunktion AA B (gelesen ,, A und
B¥) eine Formel, und mit A und B auch die Implikation A — B (gelesen
,wenn A, so B“) eine Formel. Die Aquivalenz A <+ B (gelesen , A genau
dann wenn B“) ist definiert durch

A< B:=(A—B)AN(B— A).

Spater (bei der Einfithrung der intuitionistischen Logik) werden wir ein spe-
zielles Aussagensymbol L (gelesen ,falsum“) auszeichnen. Damit definieren
wir die Negation —A (gelesen ,nicht A“) und die Disjunktion (gelesen , A
oder B*) durch

—-A =A— 1,

AV B :=—(-AN-B).

BEMERKUNG. Die Wahrheit oder Falschheit von A A B hingt allein von
der Wahrheit oder Falschheit von A und von B ab, nicht von der Bedeutung
dieser Aussagen. Genauso ist es mit den anderen logischen Verkniipfungen.

BEMERKUNG. Man beachte, dafl ,,wenn — so*“ im mathematischen Sinn
gemeint ist, d.h. es braucht kein kausaler Zusammenhang zwischen A und
B zu bestehen.

Klammern werden so gesetzt, daf sich die Struktur einer Formel eindeu-
tig ergibt. Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir folgendes.

(a) Der Wirkungsbereich von — ist so klein wie moglich. Beispiel:

—A A B meint (-A) A B, nicht (4 A B).

(b) Der Wirkungsbereich von A und V ist so klein wie moglich, unter Beriick-
sichtigung von (a). Beispiel:

—“AAB — C meint ((-wA) AB) — C.

(c) Bei wiederholter Anwendung einer Verkniipfung ist stets Rechtsklam-
merung gemeint. Beispiel:

A — B — C meint A — (B — C), nicht (A — B) = C.
(AAB—-C)—A— B— Cmeint ( ANB—C)— (4A—(B—0)).
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2. Beweise

Wir wollen jetzt den Begriff einer logischen Herleitung einer Formel A
definieren. Dazu verwenden wir ein System des ,natiirlichen Schlieflens“, das
1934 von GENTZEN eingefithrt wurde. Seine besondere Eigenart ist es, dafl
fiir jede logische Verkniipfung Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln vorhan-
den sind.

Wir beginnen mit einigen Beispielen fiir natiirliche Beweise. Fiir die
Klammerung beachte man die gerade eingefithrten Klammerkonventionen,
insbesondere obiges Beispiel (c).

(1) (ANB—-C)—-A—B—C.

BEWEIs. Gelte AAB — C. Zu zeigen: A - B — C. Gelte also A. Zu
zeigen: B — C. Gelte also B. Zu zeigen: C. Wir haben A A B, nach den
letzten beiden Annahmen. Also auch C, nach der ersten Annahme. 0

(2) (A-B—-C)—>AANB—=C.

BEWEIS. Gelte A - B — C. Zu zeigen: AN B — C. Gelte also A A B.
Zu zeigen: C. Wir haben A, nach der letzten Annahme. Also auch B — C,
nach der ersten Annahme. Wir haben B, wieder nach der letzten Annahme.
Daher auch C, nach den letzten beiden Aussagen. 0

Ein Charakteristikum dieser Beweise ist es, dal Annahmen eingefiihrt
und wieder beseitigt werden: Zu jedem Zeitpunkt im Beweis kennt man die
jetzt freien Annahmen.

Wir reservieren das Wort Beweis fiir einen informalen Kontext (oder die
»Meta-Stufe“); eine formale Darstellung eines Beweises nennen wir Herlei-
tung oder Ableitung.

Eine anschauliche Art, Herleitungen zu definieren, besteht darin, sie als
beschriftete Biaume aufzufassen. Die Beschriftungen sind Formeln. An der
Wurzel des Baums befindet sich die Konklusion der gesamten Herleitung.
Im natiirlichen Schlieflen arbeitet man mit Annahmen, die an Blittern des
Baums stehen; sie konnen offen oder geschlossen (man sagt auch: gestrichen)
sein.

Jede dieser Annahmen ist mit einer Marke versehen. Als Marken ver-
wenden wir Annahmenvariablen Oy, 01, . . .; Mitteilungszeichen fiir Annah-
menvariablen sind u, v, w,ug,u1,.... Wenn an einer spiteren Stelle (d.h. an
einem Knoten im Baum unterhalb einer solchen Annahme) die Abhingig-
keit von dieser Annahme beseitigt wird, notieren wir dies durch Angabe der
Annahmenvariablen. Da wir dieselbe Annahme auch mehrfach verwenden
konnen — dies war etwa im Beispiel (2) der Fall —, darf in einem Baum
eine mit u markierte Annahme A (mitgeteilt durch u: A) auch mehrfach
vorkommen. Wir verlangen jedoch, daf verschiedene Annahmeformeln stets
verschiedene Marken bekommen.

Einen inneren Knoten im Baum verstanden wir als Resultat eines Uber-
gangs von Primissen zu einer Konklusion. Die zulissigen Uberginge werden
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durch die Regeln bestimmt. Die Beschriftung des Knotens enthélt dann ne-
ben der Konklusion noch den Namen der verwendeten Regel. In manchen
Fillen bindet eine Regel eine Annahmenvariable u (und beseitigt damit die
Abhéngigkeit von allen dariiber stehenden, mit u markierten Annahmen
u: A). Dann wird die abgebundene Annahmenvariable der Beschriftung hin-
zugefiigt.

Regeln des natiirlichen Schlieflens. Zunichst haben wir eine An-
nahmeregel, die es gestattet, eine beliebige mit einer Marke u versehene
Formel A als Annahme hinzuschreiben:

u: A Annahme

Die restlichen Regeln gliedern sich in Einfithrungs- und Beseitigungsre-
geln fiir die logischen Verkniipfungen A und —. Fiir die Konjuktion A haben
wir eine Einfithrungsregel AT und zwei Beseitigungsregeln Ay und A; .

Do Dy D D
A B A ANB A ANB AT
AANB A B

Fiir die Implikation — gibt es eine Einfiihrungsregel —*u und eine Besei-
tigungsregel —, die man auch modus ponens nennt. Die linke Prédmisse
A — B in = nennt man Hauptprdmisse, die rechte Pramisse A Neben-
pramisse. Man beachte, dal bei Anwendung einer —*u-Regel alle dariiber
stehenden mit 4 markierten Annahmen A gestrichen werden.

[uDA] Dy D,
A— B A _
B B —

AB u
Wir geben Herleitungen fiir die oben bewiesenen Formeln (1) — (2) an. Da
meist die verwendete Regel durch die an den Knoten stehenden Formeln
bestimmt ist, verzichten wir im allgemeinen auf die Angabe der Regel.

v: A w: B
u: ANB—C ANB
C
BoC W (1)
T
A— (B—C0C)
—tu

(AAB—=C)— (A= (B—0))

v:AANB
u: A— (B—C) A v: ANB
B—~C B
2
- 2

ANB 5 C "
(A-(B—-C)—(ANB— ()

Wir schreiben FA und nennen A herleitbar (in der Minimallogik), wenn
es eine Herleitung von A ohne freie Annahmen gibt. Eine Formel B heift
herleitbar aus den Annahmen A, ..., A,, wenn es eine Herleitung mit frei-
en Annahmen unter Ai,..., A, gibt. Sei I eine (endliche oder unendliche)

Ty
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Menge von Formeln. Wir schreiben I' = B, wenn die Formel B aus endlich
vielen Annahmen A;,..., A, € I herleitbar ist.

Lineare Formulierung des natiirlichen Schlielens. Man kann eine
im Kalkiil des natiirlichen Schlieens vorliegende Herleitung offenbar auch
in linearisierter Form mitteilen. In jeder Zeile steht dann eine Formel, und
man mufl dazuschreiben, ob es sich um eine Annahme handelt, oder ob
diese Formel mit Hilfe einer Regel aus vorangehenden Formeln erschlossen
wurde. Um die Moglichkeit Einfithrens und des Streichens von Annahmen
wiederzugeben, verwenden wir eine Blockstruktur.

Ein Block beginnt mit { und endet mit }. Nach der 6ffnenden geschweif-
ten Klammer folgt eine Formel. Damit wird eine fiir den Block lokale An-
nahme festgelegt. Nach dem Schlielen des Blocks ist dann eine Implikation
bewiesen. Beispiel:

MPC;

PRED . A B C;

PROOF;

{A &B ->C.
{ A.

}
A ->B -> C;
}
(A&B->C) -> A ->B -> C;
Man kann alles dies in eine Textdatei schreiben und vom Rechner iiber-
priifen lassen; fiir diesen Zweck ist ein Beweispriifer MPC (,Minlog Proof

Checker“) bereitgestellt. Er iiberpriift die Korrektheit der Angaben und
kommentiert sie in angemessener Weise. Im Beispiel erhélt man:

PRED . A B C;
; ok, predicate constant A: (arity) added
; ok, predicate constant B: (arity) added
; ok, predicate constant C: (arity) added
PROOF;; initializing mpc
{A&B->C. // O assumed.
{A. // 1 assumed.
{ B. // 2 assumed.
A & B; // ok, 3 proved by and-intro from 1 and 2
C; // ok, 4 proved by imp-elim from O and 3
} // ok, 5B -> C proved.
B

-> C; // ok, 6 proved by 5
} // ok, 7T A -> B -> C proved.
A->B ->C; // ok, 8 proved by 7

} // ok, 9 (A& B ->C) -> A ->B -> C proved.

(AgEB->C) ->A->B ->C; // ok, 10 proved by 9
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3. Intuitionistische und klassische Logik

In der Minimallogik spielen alle Aussagensymbole dieselbe Rolle. Wir
wollen jetzt ein spezielles Aussagensymbol auszeichnen: 1, gelesen ,falsum®.
In unserer —A-Sprache erhalten wir dann die intuitionistische Logik, indem
wir gewisse zusétzliche Annahmen verwenden, und zwar die sogenannten Fz-
Falso-Quodlibet-Formeln (oder ,,Axiome“) Efqp fiir jedes von L verschiedene
Aussagensymbol P

1 — P (Efap)
Ahnlich erhilt man die klassische Logik: wir nehmen fiir jedes von L ver-

schiedene Aussagensymbol P das Prinzip des indirekien Beweisens fiir P
als zusétzliche Annahme hinzu, also die Formel

--P — P; (Stabp)

diese Formel bezeichnet man auch als Stabilitdt von P.

Man beachte, dafl mit | fiir P beide Formeln trivialerweise herleitbar
sind; z.B. fur die Stabilitdt haben wir --L — 1L = ((L > 1) - 1) — L.
Die gesuchte Herleitung ist

u: L
vi(L—>1)—> 1 1 —1
1

-ty

Sei
Efq := {Efqp | P Aussagensymbol # L },
Stab := { Stabp | P Aussagensymbol # L }.

Wir nennen die Formel A klassisch (intuitionistisch) herleitbar und schrei-
ben k. A (F; A), wenn es eine Herleitung von A aus Stabilititsannah-
men Stabp (Ex-Falso-Quodlibet Annahmen Efqp) gibt. Ebenso definieren
wir klassische (intuitionistische) Herleitbarkeit aus I' und schreiben I' . A
(T'F; A), also

'H A <= TUEfqF A,
't A <= T'UStabt A.
LEMMA 3.1 (Ex-falso-quodlibet). Fiir jede Formel A gilt F; L — A.

BEWEIS. Durch Induktion iiber A konstruieren wir fiir jede Formel A
eine Herleitung D4 von 1L — A. Fall A Aussagensymbol. Mit Efq,. Fall
AN B.

DA DB
1A u: L 1l—-B u: L
A B
AANB
1 —+AAB

Dp
l—=B u: L
B
A— B i
I 5A>B U
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

>ty
Fall A — B.
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LEMMA 3.2 (Stabilitit). Fir jede Formel A (unserer —A-Sprache) gilt
Fe -—A — A.

BEWwWEIS. Induktion iiber A. In den konstruierten Herleitungen lassen
wir der Kiirze halber Anwendungen von (—7) am Schlu8 fort. Fall A Aus-
sagensymbol. Mit Stab 4.

Fall ANB. Mit + (-——A— A) - (——B —- B) - —~(AAB) - AAB,
was leicht aus F =—(A A B) < (-—A A ~—B) (Herleitung als Ubung) folgt.

Fall A - B. Mit + (=B — B) - -—(4 - B) - A — B. Eine
Herleitung ist

uy: A— B w: A

uy: B B
L +
——— >t
v: ==(A = B) ~(A > B) 2
Tt
u: B —> B -—-B he
B
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

LEMMA 33. THFA=THFH AundT'H, A=TF_ A.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dafl . Efq 4. Dies sieht man wie folgt.

g
—|—|A — A ’l—jl|—|A _)+IU_‘A
A
154 U
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Die Umkehrungen gelten jedoch nicht: Gegenbeispiele sind I/ L — A
bzw. I/; (A — B) - A) — A mit Aussagensymbolen A, B. (Ein Beweis
dafiir erfordert ein genaueres Studium der Herleitbarkeit.) Andererseits gilt
offenbar F; L — A, und man kann auch leicht eine klassische Herleitung der
PEIRCE-Formel ((A — B) — A) — A angeben (Ubung).

LEMMA 3.4 (Fallunterscheidung). (a) - (A—B) - (mA—B) — —-—B.
(b) Fc (A — B) - (nA — B) - B.

BEWEIS. (a).
u;: A— B v: A
w: B B
—J‘ +
uz: ~A— B —A 7Y
w: B B
ﬁiB —Tw
(b). Man verwende das Stabilitdtslemma 3.2. 0

Wir nennen zwei Formeln A und B dquivalent in der Minimallogik bzw.
in der klassischen oder intuitionistischen Logik, wenn - A < B bzw. F,
A<+ Bodert; A<+ B.
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LEMMA 3.5 (Aquivalenzlemma). Fiir b€ {F, i, b} gilt folgendes. Ist
Foic A1 <> Ag und entsteht By aus By durch Ersetzen eines Teils A1 von
By durch Asy, so gilt auch by B1 <> Bs.

BEWEIS. Induktion iiber B;. Falls ganz B ersetzt wird, so ist die Be-
hauptung klar. Andernfalls mufl B; eine zusammengesetzte Formel sein.

Fall Cy A D;. Die Ersetzung finde etwa in C; statt. Zu zeigen ist dann
Fmic C1 AD1 < Coy AN Dq. —:

D Ciy NDy
Ci1 — Cy C1 Ci1 N D;
Cy D,
Cy N Dy

wobei D nach ITH bekannt ist. < beweist man adhnlich.
Fall Cy — D;. Falls die Ersetzung in C; stattfindet, ist zu zeigen b ;.
(Cl — Dl) — (02 — Dl) —:
D
02 — 01 u: Cg
Cl — Dy Cl
Dy
+
CQ — Dy -
wobei wieder D nach IH bekannt ist. + beweist man &hnlich. Falls die
Ersetzung in D; stattfindet, ist zu zeigen . (C1 — D1) < (C1 — Ds).
—

D 01 — Dy u: Cl
D1 — _D2 D1
L +
Cl — D2 —u
wobei wieder D nach IH bekannt ist. < beweist man dhnlich. d

Einbettung der intuitionistischen und klassischen Logik in die
Minimallogik. Nachdem wir die klassische und die intuitionistische Logik
definiert haben, wollen wir jetzt zeigen, dafl beide Logiken in die Minimallo-
gik eingebettet werden konnen. Dies mag verwunderlich erscheinen; es folgt
wesentlich aus der Tatsache, dafl wir uns auf eine Sprache beschrinkt haben,
die nur die Verkniipfungen —, A enthilt.

Eine Formel A (unserer —A-Sprache) heifit negativ, wenn jedes Aussa-
gensymbol B # | in A negiert vorkommt, d.h. in einem Kontext B — 1.

LEMMA 3.6. Fiir negative A gilt - ——A — A.

BEWEIS. Dies beweist man wie das Stabilitdtslemma 3.2 durch Indukti-
on iiber A, wobei man - =———=B — =B (Herleitung als Ubung) anstelle der
Stabilitdtsannahmen verwendet. O

DEFINITION 3.7. (Negative Ubersetzung 9 nach GODEL-GENTZEN).

P9 := ——P fiir P Aussagensymbol # 1,
19 =1,

(AANB)Y = A9 A\ BY,

(A— B)Y:= A% - BY,
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SATZ 3.8. Fiir alle Formeln A gilt
() Fe A ¢ A9,
(b) T'F. A genau dann, wenn T'9 = A9, wobei 'Y := {BY | BT }.

BeEWwEIS. (a) folgt sofort aus dem Aquivalenzlemma 3.5. Fiir (b) ist die
Richtung von rechts nach links klar. Fiir die andere Richtung argumentieren
wir durch Induktion nach der klassischen Herleitung. Fiir eine Stabilitidtsan-
nahme —--P — P gilt (-—P — P)9 = =-=—=—P — =P, und dies ist leicht
herleitbar. Fall —%. Gelte

[u: A]
D

_B
A B U

Dann haben wir nach TH

u: A9 [u: A7]
DI also 2
BY BY

A9 - BY —u
Fall —~. Gelte

Dy D,
A— B A
B
Dann haben wir nach TH
DY P . D Dy
A9 s B9 un 19 ,also g9 _y By A9
BI
Die restlichen Fille behandelt man dhnlich. a

KOROLLAR 3.9 (Einbettung der klassischen Logik in die Minimallogik).
Fiir negative A gilt . A genau dann, wenn F A.

BEWEIS. Nach dem Satz haben wir ., A genau dann, wenn - A9. Da
A negativ ist, muf} jedes Aussagensymbol P # 1 in A negiert vorkommen,
ist also in AY dreifach negiert (als =——P). Die Behauptung folgt mit dem
Aquivalenzlemma 3.5 aus - ==—P < = P. O

Da jede Formel klassisch dquivalent zu einer negativen Formel ist, haben
wir damit eine Einbettung der klassischen in die Minimallogik erreicht.

Man beachte, dafl i/ =—P — P fiir P ein Aussagensymbol # L. Das
Korollar gilt also nicht fiir alle Formeln.

Abgeleitete Regeln fiir die klassische Disjunktion. Die klassische
Disjunktion hatten wir definiert durch
AV B := —|(—|A A —lB).

Herleitungen von Formeln mit V lassen sich oft leichter finden, wenn man
nicht auf diese Definition zuriickgeht, sondern direkt mit , abgeleiteten Re-
geln® fur V arbeitet. Darunter verstehen wir die folgenden Regeln. Es gibt
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es zwei Einfithrungsregeln V0+, v{r und eine Beseitigungsregel V.

D D [uDA] [UZ:)B]
A n B n D 0 1
Vv Vv
AVB AvB ° AVD CC ¢ VT uv

Der doppelte Strich deutet hierbei an, daf8 es sich nicht um eine primitive
Regel unserer Logik handelt, sondern dafl man an dieser Stelle einen Herlei-
tungsteil so einsetzen kann, daf} eine korrekt gebildete Herleitung entsteht.
Wir geben im folgenden fiir jede der abgeleiteten Regeln den einzusetzen-
den Herleitungsteil an. Man beachte, dal es sich um Herleitungen in der
klassischen Logik handelt, da Stabilitdtsannahmen verwendet werden.

V¢ (V] wird entsprechend behandelt):

u: “AN-B D

-A A
—J‘ +
—l(—|A A —|B) -
V™
[u: A] [v: B]
D() Dl
w: =C C w: =C C
D —_|J:4 —tu -5 —to
(‘!A A —|B) -AAN-B
DStab +

C

Als Alternative kann man ebenfalls den Komfort der abgeleiteten Regeln
fiir V erhalten, indem man die folgenden (ableitbaren) Schemata als Axiome
benutzt.

A—AVB, B- AVB.
(A-C)—»(B—-C)—-AVB—-C.

4. Konjunktive und disjunktive Normalform

Wir wollen zeigen, daf} sich jede Formel klassisch dquivalent so umfor-
men 148t, daBl sie zu einer Konjunktion von Disjunktionen (bzw. zu einer ei-
ner Disjunktion von Konjunktionen) aussagenlogisch unzerlegbarer Formeln
wird. Wir fithren deshalb zunéchst iterierte Konjunktionen und Disjunktion
ein durch

= ALN N A,

n
N A
=1
n
W A= AL V...V Ay,
=1

LEMMA 4.1 (A, V sind assoziativ, kommutativ und distributiv).
(a) Fe AN(BAC) < (ANB)AC.
(b) Fe AV(BVC) <« (AVB)VC.
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L. AAB ¢ BAA.
. AV B ¢ BV A

F. AA(BVC) < (AAB)
Fe

(c)
i
(f) Fe AV (BAC) < (AV B)

V(ANAC).
A(AVC).

Beweis. Ubung. 0

LEMMA 4.2 (DE MORGAN-Aquivalenzen). (a)
F.—(AAB) <+ -AV-B,
Fe —|(AVB) < AN -B.
(b) (= aus =, A bzw. =, V).
F. (A — B) + =(AA-B),
Fc.(A— B) <> -AV B.
(¢) (Tertium non datur). F. AV —A.

BEWEIS. (a). Die Behauptung ergibt sich aus der Definition von V, dem

Stabilititslemma 3.2 und dem Aquivalenzlemma, 3.5.
(b). F¢ (A — B) <> 2(AA-B). —.

v: AN-B
v: AN-B u: A— B A
-B B
1
.
v: A w: B
u: 7(AAN-B) AN-B
Dstab n
—|—|B—)B —|—|B —w
B

+
A-B Y
Fc (A — B) <> —AV B. —.

v: =—AAN-B u: A— B w: A
-B B

v: =—AAN-B 4
——A A W
1

<. Hier kann man die abgeleitete Regel V™~ verwenden; ferner ben6tigt man
das Ex-Falso-Quodlibet-Lemma 3.1.
(c). Dies ergibt sich sofort aus der Definition von V:

u: AN -—A u: AN-—A
1

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

SAaTz 4.3 (Konjunktive und disjunktive Normalform). Fir jede Formel
A gilt folgendes.
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(a) A ist klassisch dquivalent zu einer Formel der Gestalt
n n;
N W Aij (konjunktive Normalform,),
i=1j=1
wobei die A;j Aussagensymbole oder Negationen davon sind.
(b) A ist klassisch dquivalent zu einer Formel der Gestalt

n ng
W A Aij (disjunktive Normalform,),
i=1j=1

wobei wieder die A;; Aussagensymbole oder Negationen davon sind.

BEWEIS. Wir zeigen (a) und (b) gemeinsam durch Induktion iiber die
gegebene Formel, unter Verwendung des Aquivalenzlemmas 3.5.

Fall A Aussagensymbol. In diesem Fall ist nichts zu zeigen.

Fall AAB. Fiir (a) verwendet man die konjunktiven Normalformen von
A und von B. (b) ergibt sich aus den disjunktiven Normalformen von A und
von B durch Ausdistribuieren.

Fall A — B. Die Behauptung ergibt sich aus . (A - B) + -AV B
und den DE MORGAN-Aquivalenzen, und zwar fiir (a) unter Verwendung
der disjunktiven Normalform von A und der konjunktiven Normalform von
B und fiir (b) unter Verwendung der konjunktiven Normalform von A und
der disjunktiven Normalform von B, wobei in (a) noch auszudistribuieren
ist. O

Eine konjunktive Normalform von A (die offenbar nicht eindeutig be-
stimmt ist) nennt man auch eine Klauselform von A. Da eine Konjunktion
genau dann herleitbar ist, wenn dies fiir jedes Konjunktionsglied gilt, kann
man sich also bei der Suche nach Herleitungen von Formeln auf sogenannte
Klauseln, also Disjunktionen von Aussagensymbolen oder Negationen davon
beschréinken.

Man beachte, daf§ die Herstellung etwa der konjunktiven Normalform
einer gegebenen Formel im allgemeinen exponentiell viele (in der Linge der
Formel) Rechenschritte erfordert, da bei den Distributivgesetzen Formeln
dupliziert werden.
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Quantorenlogik

Zur Formulierung mathematischer Sachverhalte ist die Sprache der Aus-
sagenlogik offensichtlich ungeeignet: man braucht noch Quantoren , fiir alle“
und ,.es gibt“. Wir formulieren ein System des natiirlichen Schlieflens fiir die
minimale Quantorenlogik, und iibertragen die bisherigen Uberlegungen auf
diese allgemeinere Situation.

Um auch allgemeine Aussagen mit Quantoren machen zu kénnen, benéti-
gen wir Variablen z,y,z,.... Dabei stellen wir uns vor, dal die Variablen
iiber die Elemente eines fest gegebenen Individuenbereichs laufen.

Mit A ist auch die Allformel Vz A (gelesen ,fiir alle z gilt A“) eine For-
mel. Hierbei wird im allgemeinen A eine Formel sein, in der die Variable z
vorkommt,.

Ferner ist mit A auch die Existenzformel 39z A (gelesen ,es gibt ein z
mit A“) eine Formel. Man beachte, daf bei der iiblichen klassischen (oder
schwachen) Auffassung des ,es gibt* 39z A dasselbe bedeutet wie —Vz—A4,
also 3 auch durch V und — definiert werden kann. Wir werden auch noch
eine konstruktive (oder starke) Auffassung des Existenzquantors besprechen
(geschrieben 3z A), bei der dies nicht mehr der Fall ist.

Man beachte, daB die Verwendung der Quantoren Vz und 39z die Un-
terscheidung zwischen freien und gebundenen Vorkommen von Variablen
notwendig macht. So ist etwa in Vz(z < z + y) das zweite und dritte Vor-
kommen der Variablen x gebunden, aber das einzige Vorkommen der Varia-
blen y frei. Die letzte Formel kann man unter Erhalt ihrer Bedeutung auch
umschreiben in Vz(z < z 4+ y), denn dies ist nur eine Umbenennung der ge-
bundenen Variablen. Ein dhnliches Phinomen ist aus der Analysis bekannt,
wo ebenfalls

1 1
/ sin(zy) dz = / sin(ty) dt
0 0

ist;  bzw. t kommen hier gebunden und y frei vor.

Beispiele zur Formalisierung mathematischer Aussagen. Als er-
stes betrachten wir die Axiome der Gruppentheorie. Grundbegriffe sind die
Gruppenverkniipfung o (ein zweistelliges Funktionssymbol), die Einheit e
(eine Konstante), die Inversenbildung ~! (ein einstelliges Funktionssym-
bol) und schliefilich die Gleichheit = (ein zweistelliges Relationssymbol).
Als Axiome haben wir

VaVyVz[z o (yoz) = (zoy)oz] (Assoziativitit),
Vzleox = z] (Linkseinheit),

Vz[z lox = (Linksinverses).

13
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Zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten:

vV | fiir alle Mengen

3¢ | es gibt eine Menge
z €y | z ist ein Element von y
xz =y | x ist gleich y

VaVy(Vz.z €z <> z €y) > z = y.
f ist stetig im Punkt a:

f einstelliges Funktionssymbol
a, 0 reelle Zahlen

v fiir alle reelle Zahlen

3¢ es gibt eine reelle Zahl

z >y (z <vy) | z ist grofer (kleiner) als y
d(z,y) der Abstand von z und y

Ve.e >0 — 396.6 > 0 AVz.d(z,a) < § — d(f(z), f(a)) < &
hierfiir schreibt man zur Abkiirzung meist

Ve>0390>0Vz.d(x,a) < 6 — d(f(z), f(a) < €.

1. Formale Sprachen

Wir geben jetzt eine genaue Beschreibung der Sprachen der Logik erster
Stufe.

Gegeben sei eine abzdhlbar unendliche Menge {v; | i € N} von Va-
riablen; Mitteilungszeichen fiir Variable sind x,y, z. Eine Sprache L erster
Stufe ist bestimmt durch ihre Signatur. Darunter versteht man folgendes.

e Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 eine (eventuell leere) Menge Relg:n)

von n-stelligen Relationssymbolen (oder auch Pradikatensymbolen).
0-stellige Relationssymbole heiflen Aussagensymbole. Wir nehmen
wieder an, daf} ein spezielles Aussagensymbol L (gelesen ,falsum®)
vorhanden ist.

e Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 eine (eventuell leere) Menge Fun(ﬁn)
von n-stelligen Funktionssymbolen. Die 0O-stelligen Funktionssym-
bole heiflen Konstante.

Die Mengen Rel(cn) und Fun(ﬁn) und die Menge der Variablen wollen wir als
paarweise disjunkt voraussetzen.

Zum Beispiel ist die Sprache L der Gruppentheorie bestimmt durch die
Signatur bestehend aus den Funktionssymbolen o, e,~! (2-, 0- bzw. 1-stellig)
und dem 2-stelligen Relationssymbol =.

Im folgenden sei die Sprache L fest gewihlt; wir lassen deshalb den Bezug
auf £ weg.

Terme werden induktiv wie folgt definiert.

e Jede Variable ist ein Term.

e Jede Konstante ist ein Term.

e Sind #1,...,%, Terme und ist f ein n-stelliges Funktionssymbol mit
n > 1, so ist f(t1,...,t,) ein Term.

Mit Ter bezeichnen wir die Menge der Terme. Fiir jeden Term ¢ definieren
wir wie folgt die Menge vars(t) aller Variablen, die in dem Term auftreten.
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e Ist ¢ eine Variable, so ist vars(t) := {t}.
e Ist ¢ eine Konstante, so ist vars(t) := (.
e Sind t1,...,%, Terme und ist f ein n-stelliges Funktionssymbol, so
ist
vars(f(t1,...,t,)) := vars(t1) U--- U vars(ty).

Ist vars(t) = 0, so heifit der Term ¢ geschlossen oder Grundterm.

Zweistellige Funktionssymbole werden meist in Infiz-Schreibweise ver-
wendet. Man schreibt dann z + y statt +(z,y). Klammern werden so ge-
setzt, daB sich die Struktur eines Terms eindeutig ergibt. Statt f(t1,...,%,)
schreiben wir oft auch ft;...t,. Terme der Sprache der Gruppentheorie,
also Lg-Terme, sind dann zum Beispiel e, z o e und (z7! o y~1) 7L

Aus Termen erhilt man jetzt sehr einfach Primformeln oder atomare
Formeln: Sind %4, . ..,t, Terme und ist R ein n-stelliges Relationssymbol, so
ist R(t1,...,t,) eine Primformel; insbesondere ist L eine Primformel.

Auch zweistellige Relationssymbole werden meist in Infiz-Schreibweise
verwendet; man schreibt z < y statt <(z,y). Klammern werden so ge-
setzt, dafl sich die Struktur einer atomaren Formel eindeutig ergibt. Statt
R(t1,...,t,) schreiben wir oft Rt ... t,.

Formeln werden aus Primformeln wieder induktiv definiert durch

e Jede Primformel ist eine Formel.

e Sind A und B Formeln, so auch AA B und A — B.

e Ist A eine Formel und z eine Variable, so ist Vx A eine Formel.
Fiir jede Formel A definieren wir wie folgt die Menge FV(A) aller in A freien
Variablen.

FV(R(t1,...,t)) :=vars(t1) U--- U vars(ty),
FV(A A B) :=FV(4) UFV(B),

FV(A — B) :=FV(4) UFV(B),
FV(VzA) =FV(4) \ {z}.

Falls FV(A) = 0, so heifit A geschlossene Formel oder Satz. Wir schreiben
A[Z], um mitzuteilen, daB alle freien Variablen von A in der Liste Z enthalten
sind.

Wir beschrinken uns hier der Einfachheit halber auf die logischen Sym-
bole A, — und V, da Negation, Disjunktion, Aquivalenz und der Existenz-
quantor daraus definierbar sind, und zwar durch

-A =A—- 1,
AV B :=~(-ANA-B),
A+ B:=(A— B)AN(B— A),
FzA = -Vz-A
Wir schreiben ¢ # s fiir =(t = s) und t £ s fiir =(¢ < s). Klammern wer-

den so gesetzt, daB sich die Struktur einer Formel eindeutig ergibt. Unsere
Klammerkonventionen sind wie folgt zu erweitern.

(a) Der Wirkungsbereich von — und Vz ist so klein wie moglich. Beispiel:

VzA — B meint (VzA) — B, nicht Vz(A — B).
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(b) Schreibt man hinter Vz einen Punkt, so ist der Wirkungsbereich von Vz
ist so grof} wie moglich. Beispiel:
Vz.A — B meint Vz(A — B), nicht (VzA) — B.

Als Mitteilungszeichen verwenden wir (auch mit Indizes)

T, 8,1 fiir Terme

T,Y, 2 fur Variablen

c fiir Konstanten
P,Q,R fiir Relationssymbole
fy9,h fiir Funktionssymbole
A, B,C, D | fir Formeln

Der Einfachheit halber identifizieren wir Formeln, die sich nur durch
gebundene Umbenennung unterscheiden. Dann 148t sich die Substitution
Alz := t] eines Terms ¢ fiir eine Variable z besonders einfach definieren:

Fiir Terme 7 und ¢ definieren wir das Ergebnis der Substitution von ¢ fiir
z in r wie folgt durch Induktion iiber den Aufbau von r.

. )t fallsz=y
ylo =1 o {y sonst
clz =1 =c
Pt ot o= 1] 1= f(alw = 1], tal = 1]

Fiir Formeln A und Terme t definieren wir das Ergebnis der Substitution
von t fiir z in A wie folgt durch Induktion iiber den Aufbau von A.

R(t1,...,tp)[z :=t] :== R(t1][z := 1], ..., tn[z := 1))

(AAB)[z:=1] = Alz :=t] A Bz :={]
(A— B)[z:=t] :=Alr:=t] > Blz:=1]
(VyA)[z = t] :=VyA[z :=t], wobei oBdA y # z und y ¢ vars(t).

2. Beweise

Wir erweitern jetzt das bisher nur fiir die Aussagenlogik angegebene
System des natiirlichen Schlieens um Finfiihrungs- und Beseitigungsregeln
fir den Allquantor.

Wir beginnen wieder mit Beispielen fiir natiirliche Beweise.

Gegeben sei also eine Sprache L erster Stufe. Der Einfachheit halber
betrachten wir Beweise in der reinen Logik, d.h. ohne Annahmen iiber die
Funktionen und Relationen.

(3) (Vz.A — B) - A — VzB, fallsz ¢ FV(A).

BEWEIS. Gelte Vz.A — B. Zu zeigen: A — VzB. Gelte also A. Zu
zeigen: Yz B. Sei = beliebig; man beachte, dafl wir bisher keine Annahmen
iiber x gemacht haben. Zu zeigen: B. Wir haben A — B, nach der ersten
Annahme. Also auch B, nach der zweiten Annahme. 0

4) (A—VzB) - Vz.A — B, fallsz ¢ FV(A).
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BEWEIS. Gelte A — VzB. Zu zeigen: Vz.A — B. Sei z beliebig; man
beachte, dal wir bisher keine Annahmen iiber x gemacht haben. Zu zeigen:
A — B. Gelte also A. Zu zeigen: B. Wir haben VzB, nach der ersten und
zweiten Annahme. Also auch B. 0

Auch im Fall der Quantorenlogik kénnen wir Herleitungen als beschrif-
tete Baume auffassen. Die Beschriftungen der inneren Knoten sind wieder
Formeln, die der Blitter sind Formeln oder auch Terme.

Die in der Quantorenlogik neu auftretenden Variablen nennen wir oft
auch Objektvariablen, um sie von den Annahmenvariablen zu unterscheiden.

Eine Regel kann jetzt nicht nur eine Annahmenvariable binden (und
damit die Abhéngigkeit von allen dariiber stehenden, mit u markierten An-
nahmen u: A beseitigen), sondern auch eine Objektvariable z (und damit
die Abhéngigkeit von z beseitigen). Dann wird die abgebundene Annahmen-
oder Objektvariable der Beschriftung hinzugefiigt.

Die Regeln des natiirlichen Schlielens miissen erweitert werden: Fiir den
Allquantor V gibt es eine Einfiihrungsregel V*z und eine Beseitigungsregel
V™, die als rechte Priamisse den zu substituierenden Term ¢ hat. Die Re-
gel VTz unterliegt der folgenden Variablenbedingung: Die Herleitung D der
Priamisse A darf keine offenen Annahmen enthalten, in denen z frei vor-
kommt.

D D
A . Vz A t .,
VeAd ¥ ° Alz =1 v

Wir geben Herleitungen fiir die oben bewiesenen Formeln (3), (4) an.
Da meist die verwendete Regel durch die an den Knoten stehenden Formeln
bestimmt ist, verzichten wir im allgemeinen auf die Angabe der Regel.

u:Vz.A —> B T
A— B v: A
vo5 vz 3)
A>vVzB Y
(Vz.A — B) - (A — VzB
Hier ist zu beachten, daf} die Variablenbedingung erfiillt ist: £ kommt nicht
frei in A (und auch nicht frei in V2.4 — B) vor.

—ty
)

u: A = VzB v: A

Yz B T
ey 4)
Ve AoB V¢

+
(A—VzB) »Vz.A— B -

Auch hier ist die Variablenbedingung erfiillt: z kommt nicht frei in A vor.

Lineare Formulierung des natiirlichen Schlieflens. Die schon im
Fall der Aussagenlogik zur Behandlung der abzubindenden Annahmenvaria-
blen in —7 erforderliche Blockstruktur muB jetzt fiir die Regel V* erweitert
werden.

Ein Block beginnt wieder mit { und endet mit }. Nach der 6ffnenden
geschweiften Klammer kann jetzt auch eine Variable folgen, die damit lokal
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fiir den Block festgelegt wird. Nach dem Schliefen des Blocks ist dann eine
Allformel bewiesen. Natiirlich ist hier die Variablenbedingung zu iiberpriifen.
Fiir unser obiges Beispiel (3) schreibt man

MPC;
alpha . x;
PRED . P;
PRED alpha . Q;
PROOF;
{ all x.P > Q x.
{P.
{ x.
P ->Q x;
Q x;
}
}
}

Eine solche Textdatei kann man wieder vom Beweisprifer MPC iiberpriifen
lassen, mit folgendem Ergebnis:

{ all x.P -> Q x. // 0 assumed.
{P. // 1 assumed.
{ x. // x assumed.
P -> Q x; // ok, 2 proved by all-elim from O
Q x; // ok, 3 proved by imp-elim from 2 and 1
} // ok, 4 all x Q x proved.
} // ok, 5 P -> all x Q x proved.
} // ok, 6 (all x.P -> Q x) -> P -> all x Q x proved.
Im Beispiel (4) gibt man ein
MPC;
alpha . x;
PRED . P;
PRED alpha . Q;
PROOF;
{P ->all x Q x.
{ x.
{ P.
all x Q x;
Q x;
}
}
}
und erhilt als Kommentare
{P ->all xQ x. // 0 assumed.
{ x. // x assumed.
{ P. // 1 assumed.
all x Q x; // ok, 2 proved by imp-elim from O and 1
Q x; // ok, 3 proved by all-elim from 2

} // ok, 4 P -> Q x proved.
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} // ok, 5 all x.P -> Q x proved.
} // ok, 6 (P -> all x Q x) -> all x.P -> Q x proved.

3. Intuitionistische und klassische Logik

In der Quantorenlogik miissen die FEz-Falso-Quodlibet-Formeln (oder
»Axiome“) etwas allgemeiner formuliert werden. Wir benétigen jetzt Efqp
fiir jedes von L verschiedene Relationssymbol R:

VZ.l — RF (Efqz)

sowie — fiir die klassische Logik — als Prinzip des indirekten Beweisens fiir
jedes von L verschiedene Relationssymbol R die Formel

VZ.~~RZ — R; (Stabp)

diese Formel bezeichnet man als Stabilitat von R.
Sei

Efq := { Efqy | R Relationssymbol # L },
Stab := { Stabg | R Relationssymbol # L }.

Die Begriffe . A und ; A der klassischen und intuitionistische Herleitbar-
keit iibertragen sich in offensichtlicher Weise. Die Lemmata sind ebenfalls
leicht zu erweitern:

LEMMA 3.1 (Ex-falso-quodlibet). Fir jede Formel A gilt H; L — A.

BEWEIS. Durch Induktion iiber A konstruieren wir fiir jede Formel A
eine Herleitung D4 von L — A. Fall Vz A.

Dy
1= A u: L
A
Vr A "
1 s vVzAd U

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

LEMMA 3.2 (Stabilitit). Fir jede Formel A (unserer —AV-Sprache) gilt
Fe A — A

BEWEIS. Induktion iiber A. Fall Vx A. Offenbar geniigt es zu zeigen, dafl
F(-—A — A) - -—-VzA — A. Eine Herleitung ist

ug: YT A T
Uu: -A A
L +
_)
v: =Yz A —vzA 7
_yF
u: A — A —a M
A
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

LEMMA 3.3. TFA=THF AundTH A= T, A.
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BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, daf} |-, Efqp. Dies sieht man wie folgt; R
sei etwa einstellig.

Vr.——Rr — Rx T u: 1

+,,Rz
—— Rz = Rz ——Rz Y
Rz L+
1 — Rz +u
. . p. Vv
V.l — Rx
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Auch der Beweis des Aquivalenzlemmas 1ifit sich leicht auf die Quanto-
renlogik erweitern:

LEMMA 3.4 (Aquivalenzlemma). Fiir b€ {F, i, b} gilt folgendes. Tst
Foic A1 < Ao und entsteht By aus By durch Ersetzen eines Teils A1 von
B durch Ao, so gilt auch by By > Bas.

BEWEIS. Induktion iiber B;. Falls ganz B ersetzt wird, so ist die Be-
hauptung klar. Andernfalls mufl B; eine zusammengesetzte Formel sein.
Fall Yz (4. Zu zeigen ist by V2O <> V2 Co. —:

D VxCy T
C1 — Cy 4
Cy
V.ZCQ
wobei wieder D nach TH bekannt ist. Man beachte, dal D keine freien An-
nahmen enthélt. < beweist man &hnlich. 0

Einbettung der intuitionistischen und klassischen Logik in die
Minimallogik. Auch hierfiir macht die Erweiterung auf den Allquantor
keine Probleme. Die Definition einer negativen Formel bleibt unveréindert:
eine Formel heif}t negativ, wenn jede atomare Formel # 1 in A negiert
vorkommt, d.h. in einem Kontext Rt — L.

LEMMA 3.5. Fir negative A gilt - -—~A — A.

BEWEIS. Dies beweist man wie das Stabilitidtslemma 3.2 durch Indukti-
on iiber A; man verwendet - ——— Rt — — Rt anstelle der Stabilitdtsannah-
men. O

Die negative Ubersetzung 9 nach GODEL-GENTZEN erweitern wir durch
die zusétzliche Klausel

(VzA)Y :=Vz AI.

Thre wesentlichen Eigenschaften, also

(a) Fc A A9,
(b) T' ¢ A genau dann, wenn I'Y - A9, wobei I'Y := {BY9 | B €T }.
bleiben (mit demselben Beweis) erhalten.

Dasselbe gilt fiir das Korollar iiber die Einbettung der klassischen Logik
in die Minimallogik.
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Abgeleitete Regeln fiir den klassischen Existenzquantor. Den
klassischen Existenzquantor hatten wir definiert durch

A = —Vz-A.

Herleitungen von Formeln mit 3¢ lassen sich jedoch oft leichter finden, wenn
man nicht auf diese Definitionen zuriickgeht, sondern direkt mit ,,abgeleite-
ten Regeln® fiir 3¢ arbeitet. Darunter verstehen wir die folgenden Regeln.
Es gibt eine Einfithrungsregel EIC'+, die als rechte Priamisse den zu substi-
tuierenden Term ¢ hat, und eine Beseitigungsregel 3¢ u. Die Regel 3¢ u
unterliegt der folgenden Variablenbedingung: Die Herleitung Dy darf keine
offenen Annahmen aufler u: A enthalten, in denen z frei vorkommt, und
ferner darf B die Variable z nicht frei enthalten.

D [u: A]
A= ¢ . |D Dy
c 324 B
E R = 3y

Der doppelte Strich deutet wieder an, dafl es sich nicht um eine primitive
Regel unserer Logik handelt, sondern dal man an dieser Stelle einen Herlei-
tungsteil so einsetzen kann, daf} eine korrekt gebildete Herleitung entsteht.
Wir geben im folgenden fiir jede der abgeleiteten Regeln den einzusetzenden
Herleitungsteil an. Man beachte, dal im Fall der Beseitigungsregel 3¢~ u eine
Stabilitdtsannahme verwendet wird, man also klassische Logik benétigt.

et
u: VoA t D
-Alz =] Alz = 1]
oA
39y
[u: A]
Dy
v: =B B
D 3 —)+’U/
-Vz-A Vr-A
DStab +
—|—|B —)B —|—|B -
B

Als Alternative kann man ebenfalls den Komfort der abgeleiteten Regeln
fiir 3 erhalten, indem man die folgenden (ableitbaren) Schemata als Axiome
benutzt.

A — 324,
3924 - (Vz.A —» B) = B, falls z ¢ FV(B).

4. Konjunktive, disjunktive und prénexe Normalformen

Zur Erweiterung der konjunktiven und disjunktiven Normalformen beng-
tigen wir den Begriff der Quantorentiefe qt(A) einer Formel A; er ist durch
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Rekursion iiber A definiert wie folgt.
qt(Rt) =0,
qt(A4 o B) := max(qt(A4),qt(B)) firo e {A,—},
qt(VzA) :=qt(4) + 1.

SATz 4.1 (Konjunktive und disjunktive Normalform). Fir jede Formel
A der Quantorenlogik gilt folgendes.

(a) A ist klassisch dquivalent zu einer Formel der Gestalt

n ng
N W Aij (konjunktive Normalform),
i=1j=1
wobei die A;j aussagenlogisch unzerlegbare Formeln (d.h. atomare For-
meln oder von der Form YxA) oder Negationen davon sind, und wobei
gilt qt(Aij) < qt(A).
(b) A ist klassisch dquivalent zu einer Formel der Gestalt

n n;
W A Aij (disjunktive Normalform ),
i=1j=1
wobei wieder die A;; aussagenlogisch unzerlegbare Formeln oder Nega-
tionen davon sind, und qt(A4;;) < qt(A).

BEWwWEIS. Wie in Kapitel 1. O

Zusétzlich zur der konjunktiven und disjunktiven Normalform gibt es in
der klassischen Quantorenlogik noch die Moglichkeit, Quantoren nach auflen
zu ziehen. Dies fithrt auf die prdnexze Normalform.

LEMMA 4.2 (Herausziehen von Quantoren). Sei xz ¢ FV(A). Dann gilt

) ke AANVZB < Vz.AA B.

) Fe ANTY2B < I92. AN B.

) Fe (A — VzB) <> Vz.A — B.

) Fe (A — 39B) < 3¢2.4 — B.
) ko (V2B — A) < 392.B — A.
) Fe (392B — A) < Vz.B — A.

BEWEIS. Wir behandeln hier und im folgenden die abgeleiteten Regeln
fiir 39 (und V) wie gewohnliche Regeln.
(a) ist sehr leicht zu zeigen. (b) —.

u: A ug: B
AANB T
v: 3%zB . ANB _ -
3 U
3z AANB
.
u: ANB
ug: ANB —B €z
w: 3. AAB A Sy, u: 3% AANB 3zB 390,
A 0 39%B
ANI9B

(c) Dies hatten wir in (3) und (4) gezeigt.
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(d) —. Hier helfen die abgeleiteten Regeln fiir 3% nicht; wir miissen auf
die Definition von 3¢ zuriickgehen. Ferner ist es niitzlich, sich an die (klas-
sische) Aquivalenz von (A — B) mit A A =B zu erinnern. Wir fithren den
Beweis informal, und zwar so, da$ klar ist, wie man daraus (unter Zuhilfe-
nahme des Aquivalenzlemmas 3.5) eine formale Herleitung gewinnen kann.
Gelte also (*) A — —Vz—B und (**) Vz.A A =B. Aus (**) erhilt man A,
also aus (*) =Vz—B. Aus (**) erhilt man auch Vz—B, also insgesamt |, wie
gewiinscht.

(d) <.
uy: A—> B up: A
B T
w: 3%%.A - B 3zB 2d-
3928 “o
— TT5
A — 3B
(e) und (f): Ubung, 0

Eine Formel A heifit pranez, wenn A = Q121Q2Z> - .. Qnx, B mit Q; €
{V,3“} und B quantorenfrei. Die Formel B heifit der Kern von A und
Q121Q2zs . .. Qpxy, das Prifiz von A. Wir zeigen jetzt, dafl sich jede Formel
in eine prinexe Normalform bringen I48t.

SATZ 4.3 (Prinexe Normalform). Zu jeder Formel A findet man eine
klassisch dquivalente prinexe Formel A’.

BEWEIS. Induktion iiber A.
Fall atomare Formel. In diesem Fall ist nichts zu zeigen.

Fall A A B. Nach IH haben wir . A <+ A’ und . B <> B’ mit
A= Q171 ...Quzndo, Ao quantorenfrei,
B'=Qjy1...Q},ymBo, By quantorenfrei.
Wir kénnen oBdA annehmen, dafl kein z; in B’ und kein y; in A’ vorkommt.

Nach dem Lemma 4.2 iiber das Herausziehen von Quantoren und dem Aqui-
valenzlemma, 3.5 folgt

l_c ANB & Qlwl - annQTyl - Q;knymAO AN B().
Fall A — B. Wie eben erhilt man

Fe (A= B) ¢ Q171 ... Q2 Q11 - - - QppYm-Ao A Bo.

wobei Q; =V falls Q; = 3¢, und Q,; = 3 falls Q; = V.
Fall Vz A. Nach TH haben wir -, A <> A" mit einem prinexen A’. Nach
dem Aquivalenzlemma, 3.5 folgt

F.VzA < VzA.

Das war zu zeigen. 0

Zur Berechnung der prinexen Normalform ist es niitzlich, die folgenden
leicht zu beweisenden Aquivalenzen zu verwenden.

LEMMA 4.4. (a) F. —VzB « 3%-B.
(b) ke ~392B ¢ Yz-B.
(c) Fe AVVZB <> Vz.AV B, falls © notinFV(A).
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(d) Fe AV 392B < Iz, AV B, falls © ¢ FV(A).
BewEIs. Ubung. 0

5. Starke Disjunktion und Existenz

In der Mathematik ist es moglich und sinnvoll, zwischen Existenzbewei-
sen zu unterscheiden, die das als existent nachgewiesene Objekt tatsichlich
liefern, und solchen, die dies nicht tun. Als Beispiel betrachten wir die fol-
gende Aussage.

Es gibt irrationale Zahlen a,b mit a® rational.

Einen Beweis erhilt man wie folgt durch Fallunterscheidung.
Fall \/T/5 ist rational. Man wihle ¢ = +/2 und b = /2. Dann sind a, b

irrational, und nach Annahme ist a® rational.

Fall \/iﬁ ist irrational. Man wéahle a = \/T/5 und b = /2. Dann sind

nach Annahme a, b irrational, und
V2 2
a’ = (\/Eﬁ> = (\/5) =2

ist rational. 0

Solange wir nicht entschieden haben, ob \/5\/i nun rational ist oder nicht,
wissen wir nicht, welche Zahlen a,b wir nehmen miissen. Damit haben wir
ein Beispiel eines Existenzbeweises, der es nicht erlaubt, das als existent
nachgewiesene Objekt tatsdchlich anzugeben.

Neben dem bisher behandelten schwachen oder klassischen Existenz-
quantor 3¢ (der durch —V— definiert war) wollen wir deshalb auch noch einen
starken oder konstruktiven Existenzquantor 3 zulassen. Man kann dann in
den Fillen, wo ein Existenzbeweis tatsichlich konstruktiv durch Angabe
eines Beispiels gefithrt wurde, dies auch in der Formelsprache angemessen
ausdriicken.

Entsprechend kénnte man auch neben der bisher behandelten schwachen
oder klassischen Disjunktion V (die durch — A — definiert war) auch noch
eine starke oder konstruktive Disjunktion V* zulassen. In Anwesenheit des
Grundtyps der natiirlichen Zahlen ist dies jedoch entbehrlich: Wir definieren

AV*B = In(n=0—>A)A(n#0— B).

Wir wollen kurz diskutieren, welchen Effekt die Hinzunahme von V*,3
auf unsere bisherigen Untersuchungen hat. Wir erweitern also den Formelbe-
griff um die Klauseln AV*B und 3z A. Die Definitionen der Mengen der freien
Variablen und der Substitution werden in der offensichtlichen Weise erwei-
tert, ebenso unsere Konventionen betreffend Klammersetzung. Die Logik von
V* und 3 kann dann durch die abgeleiteten Regeln fiir den Existenzquan-
tor und die Disjunktion axiomatisiert werden. Alternativ kann man auch
die Regeln der Minimallogik beibehalten und den starken Existenzquantor
durch die Generalisierung der folgenden Formeln axiomatisieren; diesen Weg
wollen wir hier gehen.

A—AV*B, B— AV*B.
AV*B—-(A—-C)—»(B—->C)—C.
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A — JzA.
JzA — (Vz.A — B) —» B, falls z ¢ FV(B).

Diese Axiomenschemata bezeichnen wir durch Vit, viT, v*=, 3% und 3~.
Fiir Formeln A in der durch V* und 3 erweiterten Sprache schreiben wir A
und nennen A herleitbar (in der Minimallogik), wenn es eine Herleitung von
A aus diesen Axiomenschemata gibt.

LEMMA 5.1 (Ex-falso-quodlibet). Fir jede Formel A in der Sprache mit
den Verknipfungen —, A, V*, ¥V und 3 gilt

|—iJ_—)A.

BEWEIS. Wir miissen nur die Fille A V* B und Jz A zusitzlich behan-
deln, was aber trivial ist. O

Die Einbettung der intuitionistischen Logik 148t sich also wie bisher
durchfithren.

Lineare Formulierung des natiirlichen Schlieflens mit dem star-
ken Existenzquantor. Ein Beweis einer Formel B kann eine existentiell
quantifizierte Formel 3z A verwenden. Wie bereits diskutiert, verliuft ein
solcher Beweis iiblicherweise wie folgt. Wir wissen, daf es ein £ mit A gibt.
Nehmen wir also an, wir héitten ein solches z. Nennen wir es wieder z, so
kénnen wir A annehmen. Unter dieser Annahme beweisen wir B. Dies 148t
sich als ein Beweis von B schlechthin auffassen, falls die Variablenbedin-
gung erfiillt ist: weder in B noch in einer noch freien Annahme aufler der
erwihnten Annahme A darf z frei vorkommen.

Dieser Beweis kann in MPC genau wie eben beschrieben mit Hilfe von
zwei geschachtelten Blocken formuliert werden. Der erste Block fiihrt die
lokale Variable z und der zweite Block die lokale Annahme A ein. Sobald die
Formel B hieraus bewiesen ist, werden beide Blocke geschlossen. Damit ist
dann die Formel Vz.A — B bewiesen. Dies, zusammen mit der Formel 3z A,
kann man dann verwenden um mit Hilfe der Regel der Existenzbeseitigung
auf B zu schlieBen. Als Beispiel beweisen wir (Jz.Q1z A Q2x) — JzQ1x.

MPC;
alpha . x;
PRED alpha . Q;
PROOF;
{ex x.Q1 x & Q2 x.
{ x.
{0Q1 x & Q2 x.
Q1 x;
ex x Q1 x;
}
}
ex x Q1 x;

}

Schreibt man dies wieder in eine Textdatei und iiberpriift diese durch
den Beweispriifer MPC, so erhilt man:
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{ex x.Q1 x & Q2 x. // 0 assumed.
{x. // x assumed.
{0Q1 x & Q2 x. // 1 assumed.
Q1 x; // ok, 2 proved by and-elim-left from 1
ex x Q1 x; // ok, 3 proved by ex-intro from 2
Y} // ok, 4Q1 x & Q2 x -> ex x Q1 x proved.
} // ok, 5 all x.Q1 x & Q2 x -> ex x Q1 x proved.
ex x Q1 x; // ok, 6 proved by ex-elim from 5 and 0
} // ok, 7 (ex x.Q1 x & Q2 x) -> ex x Q1 x proved.

6. Rechnergestiitztes Beweisen

Wir haben bisher Rechnerunterstiitzung nur in dem bescheidenen Sinn
verwendet, dafl wir einen Beweispriifer verwendet haben. Listing war dabei,
daf}

e die Formeln explizit eingegeben werden mufiten, und
e immer nur einzelne Elementarschritte durchgefithrt werden konn-
ten.

Offensichtlich sollte es wegen der formalen Natur der logischen Schliisse aber
leicht mdglich sein, eine erheblich weiter gehende Rechnerunterstiitzung zu
erhalten. Derartige Systeme sind von vielen Forschergruppen in der Welt ent-
wickelt worden. Einige der derzeit wohl bedeutendsten Systeme sind CoQ
(CoQUAND und HUET, Paris), ISABELLE (PAULSON, Cambridge und Nip-
KOW, TU Miinchen) und NUPRL (CONSTABLE, Cornell). Wir wollen hier ein
lokal entwickeltes System (MINLOG) verwenden, das fiir die Zwecke dieser
Vorlesung besonders geeignet ist.

Worum geht es? Wir wollen den Rechner veranlassen, aufgrund von
moglichst knappen Eingaben einen beabsichtigten Beweis zu schrittweise
zu konstruieren. Dabei sollen sich die Eingaben moglichst eng an dem zu-
grunde liegenden informalen Beweis orientieren. Wie dies gemeint ist, sieht
man am besten an Beispielen.

Betrachten wir die Formel

(A-B—-C)—-(A—>B)—>A—-C.

INFORMALER BEWEIS. Nehmen wir die drei Pramissen1: A -+ B — C,
2: A — B und 3: A an. Zu zeigen ist C. Wir wollen 1 verwenden, haben
also als neue Ziele die Pramissen von 1 zu zeigen, also A und B. Das erste
dieser Ziele, also A, ist unmittelbar als Annahme 3 vorhanden. Fiir das
zweite Ziel, also B, verwenden wir die Annahme 2. Wir haben also als neues
Ziel die Prémisse von 2 zu zeigen. Dies ist A, was wieder unmittelbar als
Annahme 3 vorhanden ist. O

INTERAKTIVER BEWEIS. Wir beginnen die Beweiskonstruktion mit ei-
nem Aufruf des Systems, der Deklaration der Aussagensymbole als Pradi-
katenkonstanten und der Eingabe unserer Zielformel.

> (load ""/minlog/init.scm")
(add-predconst-name "A" "B" "C" (make-arity))
(set-goal (pf "(A ->B ->C) -> (A ->B) -> A ->(C"))

Die Antwort ist
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; ok, predicate constant A: (arity) added
; ok, predicate constant B: (arity) added
ok, predicate constant C: (arity) added
; ?7.1: (A->B ->C) > (A ->B) >A -—>¢C

-

A\

Als niachstes nehmen wir die drei Pramissen an:
(assume 1 2 3)
Die Antwort ist

; ok, we now have the new goal

; 7_2: C from

; 1:A ->B > C
; 2:A -> B

; 3:A

Als néchstes wollen 1 verwenden, haben also als neue Ziele die Pramissen
von 1 zu zeigen:

(use-with 1 "?" "?")
Die Antwort ist

; ok, ?7_2 can be obtained from
; 7_4: B from

Das oben auf dem Zielstapel liegende Ziel A ist unmittelbar als Annahme
3 vorhanden, die wir nur verwenden miissen:

(use 3)
Die Antwort ist

; ok, 7_3 is proved. The active goal now is
B from

A->B->¢C

A ->B

A

b

?_ZL:
; 1:
2:

3:

Als néchstes wollen 2 verwenden, haben also als neues Ziel die Pramisse
von 2 zu zeigen:

(use-with 2 "?")

Die Antwort ist
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; ok, ?7_4 can be obtained from
; 7_5: A from

; 1:A ->B ->C
; 2:A -> B
; 3:A

Das jetzt oben auf dem Zielstapel liegende Ziel A ist wieder unmittelbar
als Annahme 3 vorhanden, die wir nur verwenden miissen:

(use 3)
Die Antwort ist schlieflich
; ok, 7_5 is proved. Proof finished.
O

Der hiermit konstruierte Beweis ist im Speicher vorhanden und kann
(unabhingig von den vorherigen Konstruktionsschritten) iiberpriift und in
linearer Form ausgegeben werden. Das zugehorige Kommando ist (cdp) (fiir
»check and display proof*):

HERN A -> B -> C by assumption ul3

N A by assumption ulb

; --..B ->C by imp elim

HEN A -> B by assumption ul4

PN A by assumption ulb

; --..B by imp elim

; +..C by imp elim

; «.A -> C by imp intro ulb

; .(A->B) -> A -> C by imp intro ul4d

; (A->B->C) -> (A ->B) -> A ->C by imp intro ul3

BEMERKUNG. Es ist offensichtlich, dafl die verwendeten Beweisschritte
in diesem sehr einfachen Beispiel im Wesentlichen eindeutig bestimmt wa-
ren. Es ist deshalb moglich, hier automatisch vorzugehen; das zugehorige
Kommando ist (proceed).

Auch wenn diese Eindeutigkeit der Beweisschritte nicht mehr gegeben
ist, kann man offenbar systematisch nach einem Beweis suchen. Im Fall der
Aussagenlogik (der minimalen, der intuitionistischen und der klassischen)
bricht ein solches Suchverfahren stets ab und liefert als Ergebnis entweder
einen Beweis oder eine Meldung, dafl es keinen Beweis gibt; das zugehorige
Kommando ist (prop).

Als weiteres Beispiel betrachten wir eine Formel mit Quantoren:

(Vz,y.Rzy — Ryz) — (Vz,y,2.Rry — Ryz — Rxz) — Vz,y.Rry — Rxzx.
INFORMALER BEWEIS. Nehmen wir an
Symm: Vz,y.Rxy — Ryx
Trans: Vz,y,2.Rry — Ryz — Rzz,

und ferner beliebige z und y mit R-Hyp: Rxy. Zu zeigen ist Rxz. Wir wollen
die Annahme Trans verwenden, und zwar mit den Argumenten z, y, =z,
R-Hyp und ?. Dies liefert offenbar die gewiinschte Zielformel, produziert aber



6. RECHNERGESTUTZTES BEWEISEN 29

als neues Ziele Ryx. Wir kénnen jetzt die Annahme Symm verwenden, und
zwar mit den Argumenten z, y und R-Hyp. 0

INTERAKTIVER BEWEIS. Nach dem Aufruf des Systems deklarieren wir
die Variablen z,y, z und die Relationskonstante R, und geben die Zielformel
ein:

> (load ""/minlog/init.scm")
(add—var—name gt nyn "N (py "alpha"))
(add-predconst-name "R"

(make-arity (py "alpha") (py "alpha")))
(set-goal (pf "(all x,y.Rxy ->R y x) ->
(all x,y,z.Rxy ->Ryz->Rzxz) >

(all x,y.Rxy -> R x x)")

Die Antwort ist

; ok, variable x: alpha added
; ok, variable y: alpha added
; ok, variable z: alpha added
> ; ok, predicate constant R: (arity alpha alpha) added
>; 7_1: (all x,y.Rxy > Ry x) —>
(all x,y,z.Rxy >Ry z ->Rx2z) ->
all x,y.Rxy ->R x x

Als nichstes nehmen wir die Pramissen und die allquantifizierten Varia-
blen an:

(assume nsymmn ”Trans" "X" "Y" "R—Hyp")
Die Antwort ist

; ok, we now have the new goal

; 7_2: R x x from

; Symm:all x,y.R xy >R y x

; Trans:all x,y,z.Rxy >Ry z ->R x z
5 x y R-Hyp:Rxy

Wir wollen die Annahme Trans verwenden, und zwar mit den Argumen-
ten z, y, £ und R-Hyp und ? fiir das neu zu erzeugende Ziel Ryz:
(use_with IlTransll (pt lell) (pt Il-y-ll) (pt "X") IIR_HypII Il?ll)

Die Antwort ist
; ok, ?_2 can be obtained from
; 7.3: Ry x from
;  Symm:all x,y.Rxy ->Ryx
; Trans:all x,y,z.Rxy >Ryz >R x 2z
; x y R-Hyp:Rxy

Wir wollen jetzt die Annahme Symm verwenden, und zwar mit den Ar-

gumenten z, y und R-Hyp:
(use—with nsymmn (pt "X") (pt nyn) "R_Hyp")
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Die Antwort ist
; ok, 7_3 is proved. Proof finished.
a

Der hiermit konstruierte Beweis kann wieder mit (cdp) iiberpriift und
in linearer Form ausgegeben werden. Das Ergebnis (ohne die Einfithrungen
am Schluf) ist:

HER all x,y,z.Rxy >Ry z ->R x z by assumption Transi4

HERN b
; -...ally,z.Rxy->Ryz->R x z by all elim
HER

; ...allz.Rxy->Ryz->Rx z by all elim
HE

; --Rxy->Ryx->Rx x by all elim
; --R x y by assumption R-Hyplb
; -Ryx ->R x x by imp elim
; ....all x,y.R xy -> Ry x by assumption Symmi3
Joee. X
; -..all y.Rxy ->Ryx by all elim
.y
; --Rxy ->Ryx by all elim
; ..R x y by assumption R-Hyplb
; -Ry x by imp elim
; R x x by imp elim

BEMERKUNG. Man kann auch im Fall der minimalen Quantorenlogik
systematisch nach einem Beweis suchen. Allerdings bricht ein solches Such-
verfahren im allgemeinen nicht ab (da die Beweisbarkeit in der minimalen
Quantorenlogik unentscheidbar ist) und liefert nur in giinstigen Fillen als
Ergebnis einen Beweis; das zugehorige Kommando ist (search). In der Im-
plementierung wird die Terminierung durch kiinstliche Beschrankung des
Suchbaums sichergestellt; man enthélt eine entsprechende Meldung, wenn
innerhalb dieser Schranke kein Beweis gefunden wurde.

Als letztes Beispiel wollen wir noch die Behandlung des (starken) Exi-
stenzquantors besprechen, genauer die oben mit MPC bewiesene Formel

(Fz.Q12 A\ Q22) — TzQ1x.
Wir beginnen wie immer mit den Deklarationen und dem Setzen des
Ziels:

(add-var-name "x" (py "alpha"))
(add-predconst-name "Q" (make-arity (py "alpha")))
(set-goal (pf "(ex x.Q1 x & Q2 x) —> ex x Q1 x"))

Die Antwort ist

; ok, variable x: alpha added
; ok, predicate constant Q: (arity alpha) added
; 7_1: (ex x.Q1 x & Q2 x) -> ex x Q1 x

Als nichstes befordern wir die Existenzannahme in den Kontext:
(assume "Ex-Hyp")
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Die Antwort ist

; ok, we now have the new goal
; 7_.2: ex x Q1 x from
; Ex-Hyp:ex x.Q1 x & Q2 x
Entsprechend dem intuitiven Verstindnis der Art und Weise, wie man
eine Existenzaussage verwenden kann, schreiben wir jetzt

(by-assume-with "Ex-Hyp" "x" "Kernel")
Die Antwort ist nach einigen intern durchgefiithrten Zwischenschritten,
; ok, ?_2 can be obtained from
; 7_.3: all x10.Q1 x10 & Q2 x10 -> ex x Q1 x from
; Ex-Hyp:ex x.Q1 x & Q2 x
; ok, we now have the new goal
; 7_4: ex x Q1 x from
; Ex-Hyp:ex x.Q1 x & Q2 x
; x Kernel:Q1l x & Q2 x
die die Anwendung der Regel der Existenz-Beseitung betreffen, schiefilich
die erwartete Situation
; ok, we now have the new goal
; 7_5: ex x Q1 x from
; x Kernel:Q1l x & Q2 x
Wir wollen jetzt die Existenz-Einfiihrungsregel verwenden, und zwar mit
z als Term:

(ex-intro (pt "x"))
Die Antwort ist
; ok, ?_5 can be obtained from
; 7_6: Q1 x from
; x Kernel:Q1 x & Q2 x
Es wird also ein neues Ziel Q1 x erzeugt, dal wir leicht aus der Annahme
Kernel erhalten:
(use-with "Kernel" ’left)
Die Antwort ist
; ok, 7_6 is proved. Proof finished.
Die Beweisausgabe mit (cdp) liefert hier
; ...(ex x10.Q1 x10 & Q2 x10) —>
(all x10.Q1 x10 & Q2 x10 -> ex x Q1 x) —>
ex x Q1 x by axiom Ex-Elim
; ...ex x.Q1 x & Q2 x by assumption Ex-Hypl3
; ..(all x10.Q1 x10 & Q2 x10 -> ex x Q1 x) ->
ex x Q1 x by imp elim
A all x12.Q1 x12 -> ex x12 Q1 x12 by axiom Ex-Intro

N Q1 x -> ex x12 Q1 x12 by all elim
HEE Q1 x & Q2 x by assumption Kernellb
A Q1 x by and elim left

; -...ex x12 Q1 x12 by imp elim
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; +..Q1 x & Q2 x -> ex x12 Q1 x12 by imp intro Kernellb

; -.all x.Q1 x & Q2 x -> ex x12 Q1 x12 by all intro

; .ex x Q1 x by imp elim

; (ex x.Q1 x & Q2 x) -> ex x Q1 x by imp intro Ex-Hypl3
BEMERKUNG. Man kann auch im Fall der minimalen Quantorenlogik

mit dem konstruktiven Existenzquantor systematisch nach einem Beweis

suchen; das zugehorige Kommando ist wieder (search).



KAPITEL 3

Logik fiir freie Algebren

Auch die Quantorenlogik ist noch nicht ausreichend, die Anfinge der
Mathematik auszudriicken: wir haben weder natiirliche Zahlen noch das In-
duktionsprinzip zur Verfiigung. Wir betrachten etwas allgemeiner freie Al-
gebren und zugehorige Prinzipien der Definition durch Rekursion und des
Beweises durch Induktion. Beispiele sind die algebraischen Datenstruktu-
ren der Listen oder Badume. Wir formulieren ein System des natiirlichen
Schlieflens fiir freie Algebren (also eine Art verallgemeinerte Arithmetik),
und iibertragen — soweit moglich — die bisherigen Uberlegungen auf diese
Situation.

Im Gegensatz zur Quantorenlogik aus Kapitel 2 liegt jetzt nicht mehr
ein einzelner Individuenbereich zugrunde, sondern mehrere freie Algebren,
die wir jetzt Typen (genauer Grundtypen) nenne.

1. Typen und Terme

Zunichst miissen wir definieren, was (einfache) Typen sind. Spezielle
Typen sind die sogenannten Grundtypen, die fiir freie Algebren stehen. Also

e Jeder Grundtyp u ist ein Typ.
e Sind p und o Typen, so auch p — o (Funktionstyp).
e Sind p und o Typen, so auch p x o (Paartyp).

BEISPIELE. Fiir einen Grundtyp pu ist
b= i der Typ der einstelligen Funktionen,
u — (u— p) der Typ der zweistelligen Funktionen,
(u = p) — p der Typ der Funktionale.

Wir verwenden wieder naheliegende Klammerkonventionen: Auflenklam-
mern werden weggelassen, x bindet stirker als —, und wir schreiben p —
o — 7 fir p - (0 — 7), d.h. — ist rechtsassoziativ. Man beachte, daB
sich jeder nur mit — gebildete Typ p eindeutig schreiben 148t in der Form
p=p1— p2— - — pp — ; die p; nennt man die Argumenttypen von p.

Eine freie Algebra ist gegeben durch Konstruktoren beliebiger endlicher
Stellenzahl. Die , Freiheit“ der Algebra besagt, dafl die Konstruktoren injek-
tiv sind und disjunkte Wertebereiche haben.

Um freie Algebren behandeln zu kénnen, miissen wir in unserem Typsy-
stem neben den Operatoren zur Bildung von Funktionstypen p — ¢ und
Paartypen p x ¢ noch die Bildung von induktiv erzeugten Typen poa R zu-
lassen. Hierbei ist « eine Typvariable und K = (k;)i=1,. k eine Liste von
Konstruktortypen.

Zum Beispiel ist pa(a, @ — «) der Typ der natiirlichen Zahlen; hierbei
steht die Liste (o, @« — «) fiir zwei Erzeugungsprinzipien: « fiir ,es gibt eine

33
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natiirliche Zahl“ (die 0), und @ — « for ,fiir jede natiirliche Zahl gibt es
eine weitere“ (ihren Nachfolger).

Es sei eine abzdhlbar unendliche Menge von Typuvariablen gegeben, die
wir mit «, 3,... bezeichnen.

DEFINITION 1.1. Sei «a eine Typvariable. Typen p,o, 7,4 € T und Kon-
struktortypen k € KT (a) werden induktiv wie folgt definiert.
peT
pgoa—- > a—a€ KT (a)
T
K1, s Bn € K (Oé) (’I’L Z 1)
pa (K1, ... kp) €T

p,o €T p,o €T
p—oeT pxoceT

Hierbei steht p fiir eine Liste p1,...,pm (m > 0) von Typen, die wir
Parametertypen nennen. g — o bedeutet p1 — -+ — p,, — o. Wir ver-
wenden g ausschlieBlich fiir Typen der Form pa (k1,. .., k). Fir sla = 7]
schreiben wir x[7].

Wir verlangen, dafl unter den Konstruktoren immer mindestens einer
ist, der hochstens Parametertypen als Argumenttypen hat.

BEISPIELE. (1) Besonders einfach ist die Algebra
U = paa,

die nur einen einzigen Konstruktor enthilt, der nullstellig ist; wir
bezeichnen ihn mit €. Die Algebra U besteht aus genau einem Ele-
ment.

(2) Fast genauso einfach ist die Algebra

B := pa(a, ),

die genau zwei nullstellige Konstruktoren besitzt, die wir mit t und
ff bezeichnen. Die Algebra B besteht aus genau zwei Elementen.
(3) Das bekannteste Beispiel einer freien Algebra ist die Algebra

N := pa(a,a = a),

der natirlichen Zahlen; sie bildet die einfachste Algebra mit un-
endlich vielen Elementen. Thre Konstruktoren sind ein nullstelliger
Konstruktor 0 und ein einstelliger Konstruktor S.

(4) Wir wollen auch Algebren zulassen, die von Typparametern abhén-
gen. Das einfachste Beispiel ist die Algebra

L(p) := pa(a,p = a = @),

von Listen von Objekten eines gegebenen Typs p. Sie ist gegeben
durch einen nullstelligen Konstruktor nil und einen zweistelligen
Konstruktor cons. Der letztere erwartet als Argumente ein Objekt =
vom Typ p und eine Liste [ von Objekten des Typs p; er konstruiert
daraus eine neue Liste cons(z,!), die durch Anhingen von z vorne
an die Liste [ entsteht.

(5) Eine weitere wichtige parametrisierte Algebra ist die disjunkte Ver-
einigung zweier durch die Typen p; und p; gegebenen Algebren. Sie
wird mit p1 + p2 bezeichnet, und ist gegeben durch zwei einstellige
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Konstruktoren inl und inr der Typen p; — p1+p2 und p2 — p1+po.
Also
p1+ p2 := pa(pr — a,p2 = a)
(6) SchlieBlich kann man auch bindre Biume als freie Algebra einfiithren
durch
Bin := pa(a,a - a — a).

Alle diese Algebren sind finitir in dem Sinn, dafl jedes Element nur
endlich viele ,,Vorginger“ hat. Deshalb kann man fiir je zwei Elemente der
Algebra entscheiden, ob sie gleich sind oder nicht.

Man beachte, daB es viele gleichwertige Wege gibt, diese Typen zu defi-
nieren. Wir kénnten zum Beispiel anstelle von U + U den Typ B der boole-
schen Objekte verwenden, und anstelle von L(U) den Typ N der natiirlichen
Zahlen.

Den Paartyp p X ¢ haben wir nur aus Griinden der Einfachheit hinzu-
gefiigt; wir hiitten ihn definieren kénnen durch p; ® p2 := pa.p1 — p2 — a.

Terme. Gegeben sei fiir jeden Typ p eine abzihlbar unendliche Menge
von Variablen O0F, 00, ... des Typs p; als Mitteilungszeichen verwenden wir
P, yP, zP etc.

DEFINITION 1.2. Terme werden aus getypten Variablen und den Kon-
stanten constr;’ und R}, (siehe unten) induktiv definiert durch

Abstraktion (AxPM?)P—7,

Anwendung (MP7?7NP)7,

Paarbildung (MP, N?)P*? und

Projektionen (MP*?0)P, (MP*?1)7.

Terme ohne Konstruktoren und Rekursionsoperatoren nennt man reine -
Terme.

Wir lassen die Typindizes weg, wenn sie sich aus dem Kontaxt erge-
ben oder unwesentlich sind. Bei Anwendungstermen vereinbaren wir wie
iiblich Linksklammerung, also M NK meint (M N)K, nicht M(NK). Fer-
ner soll die Abstraktion stirker binden als die Anwendung, also AxM N
meint (AzM)N, nicht Az(M N). Wir verwenden eine Punktnotation, wenn
der Wirkungsbereich eines A-Operators so grofl wie durch die Klammerung
moglich sein soll, also zum Beispiel (Az.M N)K meint (Az(MN))K. Wir
schreiben Az, o, ...,x,M fir Az1Azy... Az, M.

Fiir jeden Term M definieren wir wie folgt die Menge FV(M) aller in M
freien Variablen.

FV(c) =10 fiir ¢ = constr’ oder = R},
FV(AzM) :=FV(M)\ {z}.

FV(MN) = FV(M) UFV(N),

FV((M, N)) := FV(M) U FV(N),

FV(Mi) = FV(M) fiir i € {0,1}.

Falls FV(M) = 0, so heifit M geschlossener Term.
BEMERKUNG. Offenbar gibt es eine enge Beziehung zwischen aussagen-
logischen Herleitungen mit ihren Formeln einerseits, und Termen mit ihren
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Typen andererseits. Man spricht von der CURRY-HOWARD Korrespondenz.
Sie beinhaltet die Entsprechung

Formel ~ Typ
Herleitung ~ Term

Zum Beispiel hat man fiir beliebige Typen p, o, 7 die folgenden reinen (ge-
schlossenen) A-Terme:

i, = (AzPaf)PP

koo = (AzPAyTaP)P707P

—0—T)—=>(p—0)—=>p—>T
Spor i= ()\xp—m—n')\yp—)a)\zp'wp—m—n'zp(yp—mzp))(P )= (p )—p

Die Typen dieser Terme entsprechen offenbar den HILBERT-Axiomen
A— A,
A— B— A,
(A-B—-C)—-(A—>B)—>A—-C,

und die Terme entsprechen offenbar ihren (geschlossenen) Herleitungen.

Der induktiven Struktur eines Typs p = pa ik entsprechen zwei Sorten
von Konstanten, Konstruktoren und Rekursionsoperatoren. Letztere ergeben
sich darus, dafl Offenbar der Erzeugungsprozess der Elemente einer freien Al-
gebra die rekursive Definition von Funktionen auf solchen Algebren erlaubt.
Mit den Konstruktoren constr!': s;[u] kénnen wir Elemente eines Typs u
konstruieren, und mit den Rekursionsoperatoren R}, konnen wir Abbildun-
gen von y in 7 definieren, und zwar durch Rekursion iiber die Struktur von
. Um den Typ des Rekursionsoperators fiir 4 = pa £ und den Resultat-Typ
T anzugeben, definieren wir zunéchst fiir

kKi=pg—>a—---—a—>a€KT(a)
den Schritt-Typ
M=o pu—>- o pu—
T T T

Hierbei entsprechen p, i, ..., u den Komponenten des betrachteten Objekts
vom Typ p, und 7,...,7 den vorher definierten Werten. Der Rekursionsope-
rator R, hat den Typ

R0 =m0 s p—T
(k ist die Anzahl der Konstruktoren).

Konversion. Um die intendierte Bedeutung des Rekursionsoperators
zu verstehen, geben wir gewisse ,Rechenregeln“ an, die seine Bedeutung
festlegen. Es wird niitzlich sein, die folgende Bezeichnungsweise zu verwen-
den. Sei y = pa K und

Ki=pL— = pm—a— = a— ac KT (a)
mit n + 1 Vorkommen von «, und man betrachte constrf]\_f . Dann schrei-

ben wir N¥ = Nlp, . ,NTI,DL fir die Parameterargumente NY*, ..., Nf™ und

NE = NE ... NE fir die rekursiven Argumente N#LH, . ,N#H_n.
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Wir definieren eine Konversionsrelation >, zwischen Termen vom Typ
p durch
(5) (AxM)N — M|z := N]
(6) (Mo, M1)i— Mi (i =0,1)
(7) .Mz — M falls z ¢ FV(M) (M keine Abstraktion)
(8) (M0,M1) — M (M kein Paar)
(9) (RM)">7(constr’ N) v M;N(RMNE)...(RMNE)

Die Einschritt- Reduktionsrelation — kann man jetzt wie folgt definieren:
M — N soll bedeuten, dal N aus M entsteht durch Ersetzen eines Teilterms
M’ in M durch N’, wobei M’ + N'. Die Reduktionsrelationen —T und —*
sind definiert als der transitive und der reflexiv-transitive Abschlufl von —.
Ein Term M ist normal (oder in Normalform), wenn es keinen Term N gibt
mit M — N.
Man iiberlegt sich leicht, dafl normale geschlossene Terme eines Grund-
typs u stets die Form constrf N haben.
BEISPIELE. (1) Fiir den Typ B der booleschen Objekte haben wir
die beiden Konstruktoren #B := constr® und ffB := constr®, und
der allgemeine Rekursionsoperator hat hier den Typ

B:T—oT—>B T

Wir wollen erklidren, wie man mit seiner Hilfe ,rekursive Defini-
tionen“ iiber der Algebra B durchfiihren kann. Seien a,b: 7, und
f: B — 7 definiert durch

f(tt) = a und f(ff) = 0.
Offenbar bedeutet f dasselbe wie Rpab. Genauer gilt
Rpabtt — a und Ryabff — b.

(2) Fiir den Typ N der natiirlichen Zahlen haben wir den nullstelli-
gen Konstruktor ON := constrlY und den einstelligen Konstruktor
SN=N .= constrlY. Der allgemeine Rekursionsoperator hat hier den

Typ
NTo>(N>757) >N

Wir wollen erkliren, wie man mit seiner Hilfe rekursive Definitionen
iiber der Algebra N durchfiihren kann. Seiena: Tund h: N — 7 —
7 gegeben und f: N — 7 rekursiv definiert durch

o) =a,

f(5(n)) = h(n, f(n)).
Offenbar bedeutet f dann dasselbe wie R;ah. Genauer gilt

RGah0 — a und R ah(Sn) — hn(Riahn).

Zum Beispiel ist die Verdoppelungsfunktion d: N — N rekursiv
definiert durch

d(0) =0,

d(Sn) = S(S(d(n))).-
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Als mit dem Rekursionsoperator gebildeter Term schreibt sie sich

wie folgt:
RNO(AnAp.S(S p)).

Die Addition +: N — N — N 148t sich rekursiv definieren durch
m+0 =m,
m + Sn = S(m +n).

Der zugehorige Term ist

M,y = RN7N(dmm) (AnxpN 7" NAm.S(pn))

Aus der Addition ergibt sich die Multiplikation x: N - N — N
durch die zusatzliche rekursive Definition durch

mx*x0 =0,
mxSn = (m*n)+m.
Der zugehorige Term ist
M, := RY™N(Am0) (AnApN"NAm. M (pm)m).
Fiir den parametrisierten Typ L(p) der Listen von Objekten des

Typs p haben wir den nullstelligen Konstruktor nilke) .= constr?(p )

(p)

und den zweistelligen Konstruktor cons?L(p)=Llp) .— constr%’ .
Der allgemeine Rekursionsoperator hat hier den Typ

R£(p):T—)(p—)L(p)—)T—>T)—)L(p)—)T.

Wir wollen wieder erkliaren, wie man mit seiner Hilfe rekursive De-
finitionen iiber der Algebra L(p) durchfithren kann. Seien a: 7 und
h: p — L(p) = 7 — 7 gegeben und f: L(p) — 7 rekursiv definiert
durch

fi)  =a,
f(cons(z,1)) = h(z,l, f(1)).

Offenbar bedeutet f dann dasselbe wie R£( p)ah. Genauer gilt

R (pyahnil = a und ’Ri(p)ah(consxl) — hxl(’Ri(p)ahl).

Zum Beispiel ist die append-Funktion :+: fiir Listen rekursiv defi-
niert durch

nil :4: I =g,
(conszly) :+: 1o := consx(ly :+:13).
Sie 1&8t sich durch den folgenden Term definieren

M.y := Rt "D (Maly) (As Al ApAla.cons 2 (pls).

Unter Verwendung der append-Funktion :4: kénnen wir das Um-
drehen Rev von Listen definieren durch

Rev nil = nil,

Rev(cons z 1) := (Rev [) :+: (cons znil).
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Der entsprechende Term ist
Mgey := Ry )il Az \Ap. M. .. p (cons anil) ).
(4) Fir den parametrisierten Typ p1 + p2 ( disjunkte Vereinigung) ha-

ben wir zwei einstellige Konstruktoren inl,, ,, := constr?**** und

iy, 5y := constrf* 7?2 der Typen p1 — p1 + p2 und pgs — p1 + po.

Der allgemeine Rekursionsoperator hat hier den Typ
R;1+p2: (pr = 7) = (p2—=7T) = pr+p2—T

Die Schritt-Typen p1 — 7 und ps — 7 enthalten keine rekursiven
Aufrufe, so daf} sich das Rekursionsschema einfach schreibt als

f(inl(z)) = g(z),
f(inr(y)) = h(y).
Offenbar bedeutet f dann dasselbe wie R, | , gh. Genauer gilt

p1+p
R 4+ ppgh(inlz) = gz und R}, ., , gh(inrz) — hz.

(5) Gesetzt wir wollen durch simultane Rekursion zwei Funktionen auf
dem Typ N definieren, etwa Even,Odd: N — B. Wir wollen also

haben
Even(0) := tt 0dd(0) := ff
Even(Sn) := Odd(n) Odd(Sn) := Even(n)

Dies 148t sich mit Hilfe von Paartypen erreichen: wir definieren
rekursiv eine einzelne Funktion EvenOdd: N — B x B. Die Schritt-
Typen sind

61 =B x B,

6o=N-—->B xB — B xB,

und wir kénnen definieren EvenOdd := RE*B (tt, ff) (AnAp.(p1, p0)).

(6) Man beachte, dafi zum definierten Tensorprodukt folgende Kon-
struktoren und folgender Rekursionsoperator gehoren:

_|_

(®P1P2

Ripgps: (P1 = p2 = T) = p1®p2 — T,

)p1 —p2—p1Qp2 P1Rp2
?

1= constry

Fallunterscheidung. Eine wichtige Variante des Rekursionsschemas
liegt dann vor, wenn keine rekursiven Aufrufe erfolgen. In diesem Fall haben
die Schritt-Typen die Form

BTi=p—opu—--opu—m,

Diese Variante heifit Fallunterscheidungsoperator; man unterscheidet Falle
nach der dufleren Konstruktorform. Fiir den Fallunterscheidungsoperator
Cases), haben wir wieder den Typ

Cases: 01" = -+ =86 = p—7

(k ist die Anzahl der Konstruktoren). Die intendierte Bedeutung ergibt sich
aus der Konversionsregel (vgl. (9))

(10) (CasesM)* 7 (constr N') > M;N.
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Das einfachste Beispiel (fiir den Typ B) ist if-then-else. Ein anderes Beispiel
ist die Vorgéingerfunktion auf N, also P(0) := 0, P(S(n)) := n. Man kann sie
formal definieren durch den Term

Casesn,NO(Ann).

BEMERKUNG. Wenn man den Wert eines Fallunterscheidungsoperators
berechnet, wird man aus Effizienzgriinden nicht alle Argumente auswerten
wollen, sondern nur das Testargument und in Abhéngigkeit von dem Resul-
tat genau eines der anderen Argumente. Dieses Phdnomen ist gut bekannt
aus funktionalen Sprachen; z.B. gibt es in SCHEME ein if als spezielle Form
(und nicht als Operator). Aus diesem Grund verwenden wir ein if-Konstrukt
zum Bilden von Termen, das sich von dem Fallunterscheidungsoperator darin
unterscheidet, dafl die Argumente nur bei Bedarf ausgewertet werden (,,lazy
evaluation®). Die Vorgingerfunktion l#8t sich dann schreiben in der Form
Am[if m 0 Ann].

Termersetzungsregeln. Die den Konstruktoren entsprechenden Eli-
minationskonstanten sind die Rekursionsoperatoren R. In diesem Kontext
reduziert jeder geschlossene Term eines Grundtyps auf ein Numeral.

Aus Griinden der Lesbarkeit und der Bequemlichkeit wollen wir zuséitz-
lich Konstanten fiir beliebige berechenbare Funktionale verwenden, und sie
entsprechend ihrer intendierten Bedeutung mit Hilfe von Termersetzungsre-
geln axiomatisieren. Wegen dieser Moglichkeit, eine Konstante zu ,,program-
mieren®, nennen wir sie Programmkonstante. Offenbar kann es dann nicht
mehr richtig sein, daf} jeder geschlossene Term eines Grundtyps auf ein Nu-
meral reduziert. Ferner kénnen wir nicht-terminierende Terme erhalten.

Eine wichtige Konsequenz des Zulassens nicht-terminierender Terme ist
es, dafl damit unser Beweisbegriff nicht mehr entscheidbar ist: beim Priifen,
ob zwei Terme gleich sind, kann man in eine nicht-terminierende Schleife
geraten. Um diese unerfreuliche Situation zu vermeiden, konnen wir unse-
re Beweise als abgekiirzte Formen vollstidndiger Beweise auffassen, in denen
gewisse Gleichheitsschliisse implizit gelassen sind. Wenn wir dann geeigne-
te Informationen zur Wiederherstellung des vollstindigen Beweises hinzu-
nehmen (z.B. fiir jeden Knoten eine Schranke fiir die Anzahl der Termer-
setzungsschritte, die fiir seine Verifikation erforderlich sind), erhalten wir
wieder die Entscheidbarkeit.

Aber auch ohne solche Mainahmen haben wir die Semi-Entscheidbarkeit
von Beweisen, d.h. einen Algorithmus zur Beweisiiberpriifung, der nur kor-
rekte Resultate liefern kann, aber eventuell nicht terminiert. In der Praxis
ist dies ausreichend.

Wir bescheiben jetzt unseren Ansatz fiir Termersetzungsregeln. Fiir jede
Programmkonstante ¢ sei eine Menge von Termersetzungsregeln der Form
cK — N gegeben,wobei FV(N) C FV(K) und cK, N denselben Typ haben
(nicht notwendig einen Grundtyp). Ferner verlangen wir, da8 fiir je zwei Re-
geln ¢K — N und cK' — N’ die Argumentlisten X und K’ dieselbe Linge
haben. Wir nennen diese Liange die Stelligkeit (arity) der Programmkon-
stanten c.

Gegeben sei eine Menge von Termersetzungsregeln. Wir wollen einige
dieser Regeln — genannt Berechnungsregeln — in einer speziellen, besonders
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effizienten Weise behandeln. Die Idee ist hier, dal eine Berechnungsregel
verstanden werden kann als die Beschreibung einer Rechnung in einem ,,se-
mantischen Modell“, falls die syntaktischen Konstruktoren den semantischen
im Modell entsprechen, wihrend die anderen Regeln syntaktische Transfor-
mationen beschreiben.

Zur Beschreibung der Berechnungsregeln benttigen wir den Begriff eines
Konstruktormusters. Darunter verstehen wir spezielle Terme, die induktiv
wie folgt definiert sind.

e Jede Variable ist ein Konstruktormuster.

e Ist ¢ ein Konstruktor und sind P, ..., P, Konstruktormuster (oder
Projektionsmarkierer 0 oder 1) so daf§ cP einen Grundtyp hat, so
ist ¢P ein Konstruktormuster.

Aus der gegebenen Menge von Termersetzungsregeln wihlen wir eine Teil-
menge COMP mit den folgenden Eigenschaften aus:

e Falls cP — Q € Cowmp, so sind Py, ..., P, Konstruktormuster oder
Projektionsmarkierer.

e Die Regeln sind links-linear, d.h. falls cP @ € Comp, so kommt
jede Variable in ¢P nur einmal in c¢P vor.

e Die Regeln ,iiberlappen® nicht, d.h. fiir verschiedene Regeln cK s
M und c¢L — N in Comp sind die linken Seiten ¢k und cL nicht

yunifizierbar® (in dem Sinn, daf} sie durch keine Substitution gleich
gemacht werden konnen).

Wir schreiben ¢M —comp @, falls diese Regel in CoMP liegt. Alle anderen

Regeln nennen wir (echte) Termersetzungsregeln, geschrieben M rew K.
In unserer Reduktionsstrategie werden wir immer zuerst die Berech-
nungsregeln anwenden, und da sie nicht-iiberlappend sind, ist dieser Teil
der Reduktion eindeutig. Da wir daneben fast beliebige (echte) Termer-
setzungsregeln zulassen, konnen anschlieend auf einen Term verschiedene
Regeln anwendbar sein; wir wihlen dann die erste anwendbare Regel.

BEISPIELE. (1) Fiir ein durch Fallunterscheidung definiertes ¢ ha-
ben wir die Berechnungsregeln ctt — a und cff — b.
(2) Fir die Verdoppelungsfunktion d: N — N haben wir

d(0) ~0,
d(Sn) — S(S(d(n))),
fiir die Addition +: N —- N — N

m+0 = m,
m+ Sn — S(m + n)

und fiir die Multiplikation x: N — N — N

mx*x0 0,

m* Sn — (m xn) +m.

Entsprechend lassen sich die weiteren Definitionsgleichungen in den
oben behandelten Beispielen als Berechnungsregeln auffassen.
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2. Formeln

Das intendierte Modell unserer Theorie ist eine mehrsortige Struktur,
mit einer Sorte fiir jeden Typ. Unsere Sprache ist anzusehen als eine Art
Arithmetik, da wir ein spezielles intendiertes Modell beschreiben wollen.

Eine Prddikatenvariable (oder auch Relationsvariable) P der Stelligkeit
P1,---,pn ist ein Platzhalter fiir eine Formel A mit ausgezeichneten (ver-
schiedenen) Variablen z1,...,z, der Typen p1,...,p,. Ein derartiges Ge-
bilde heifit Komprehensionsterm, geschrieben {z1,...,z, | A}. Man be-
achte, dafl A weitere freie Variablen enthalten kann. Daneben erlauben wir
Prddikatenkonstante mit einer festen intendierten Bedeutung. Pridikaten-
variable und Konstante heiflen beide Prddikatensymbole. Fiir eine mit einer
Priadikatenkonstanten aufgebaute Primformel kann kein Komprehensions-
term substituiert werden.

Eine spezielle und besonders wichtige Pridikatenkonstante ist

atom

der Stelligkeit (B). Die Primformel atom(r) besagt, da§ der Term r vom Typ
B den Wert tt hat. Die Verwendung der Pradikatenkonstanten atom erofinet
die Moglichkeit, entscheidbare (d.h. rekursiv definierbare) Relationen auf
der ,, Termebene“ ansiedeln, also als booleschwertige Funktionen auffassen.
Die zugehorige atomaren Formeln sind dann von der Form atom(t), wobei ¢
ein Term vom Typ B ist; insbesondere gilt dies fiir Gleichungen. Ein Vorteil
dieser Sicht von atomaren Formeln ist es, dafl man sich so logische Herlei-
tungen sehr vereinfachen kann, indem man die Definitionsgleichungen der
verwendeten Funktionen und Relationen — von links nach rechts gelesen —
als Termersetzungsregeln auffasst. In unserer Logik identifizieren wir Terme,
die bzgl. dieser Termersetzungsregeln die gleiche Normalform haben.

Eine Primformel hat die From P(ry,...,r,) mit einer Priadikatenvaria-
blen oder -konstanten P und Termen r1,...,r,. Wir schreiben

T, F fir atom(tt), atom(ff).
Betrachten wir als Beispiel die Behandlung der Gleichheit in einer (fi-

nitdren) Algebra. Etwa fiir N kann man die Gleichheit =: N -+ N — B als
booleschwertige Funktion rekursiv definieren durch

(0=0) =1,
(0=Sn) =ff,
(Sn)=0 =ff,

(Sn=Sm) = (n =m).

Diese Gleichungen fassen wir (von links nach rechts gelesen) als Termer-
setzungsregeln auf. Wenn man eine Gleichung r = s als Formel bendtigt,
verwenden wir atom(=(r, s)), was wir auch wieder als r = s schreiben. Un-
sere Vereinbarung, Terme mit derselben Normalform als gleich anzusehen
(zu ,identifizieren“), fiithrt dann dazu, daf wir

0=0 identifizieren mit atom(tt), also T,
0=9Sn  identifizieren mit atom(ff), also F,
Sn=0 identifizieren mit atom(ff), also F,
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Sn = Sm identifizieren mit n =1m.

Es ist offensichtlich, dafl man dadurch Herleitungen stark vereinfachen kann.
Formeln werden aus Primformeln aufgebaut durch

Implikation A — B,

Konjunktion A A B,

Allquantifikation Yz A und

Existenzquantifikation Jdz” A.

Den klassischen Existenzquantor verwenden wir in einer ,arithmetischen“

Form: 3®z A steht fir (Vz.A - F) —» F.

3. Axiome

Zunichst einmal benétigen wir das Wahrheitsaziom T, d.h. atom(tt).

Entsprechend dem Rekursionsschema méchte man bei logischen Uberle-
gungen zu einer freien Algebra das Induktionsschema zur Verfiigung haben.
Das Induktionsschema fiir eine allgemeine freie Algebra yu = ua < hat folgen-
de Gestalt. Gegeben ist eine Zielformel Vz# P(z). Fiir den Konstruktortyp

Ki=pL— = pp—a—- = a€ KT (a)

haben wir die Schrittformel

Di =Yy Y1 - Y- P (Yma1) = -0 = P(yman) —
P(constr! (7).
Hierbei sind § = y/",..., 4", ¥i1s-- > Umyn die Komponenten des be-

trachteten Objekts constrf () des Typs p, und P(ym+1),-- -, P(Ymin) die
beim Beweis des Induktionsschritts zur Verfiigung stehenden Hypothesen.
Das Induktionsaxiom Z; 4 mit A = P(z) beweist dann die Formel

Dy — --- = Dy — Yzt P(z).
Zum Beispiel haben wir
Tpa: Alp = t] = Alp := fi] = VpP A4,
Tya: Aln:=0] = (Vn.A — A[n := Sn]) — VnNA4,
Tia: All == nil] = (Vz,1.A — A[l := cons(z,1)]) — VIV 4,
Tpa: Vy1 Alz == inl(y1)] = Vyo Alz == inr(y2)] — Vz1 12 A.

Fallunterscheidung. Eine wichtige Variante des Induktionsschemas
liegt dann vor, wenn keine Induktionsvoraussetzungen benutzt werden. In
diesem Fall haben die Schrittformeln die Form

D =Vyt oyl b 1 Y- P (constr! (7).
Diese Variante heifit Fallunterscheidungsaziom; es unterscheidet Fille nach
der dufleren Konstruktorform. Die Formel des Fallunterscheidungsaxioms ist

Cases; p(g): D1 — --+ — Dy — Vot P(z).
Beispiele sind
Casesp a: Aln := 0] — VnA[n := Sn] — VaNA4,
Cases; a: A[l := nil] = Vz,1A[l := cons(z,1)] — VIM@ A.
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4. Beispiele fiir Induktionsbeweise

Wir fassen die natiirlichen Zahlen als eine prototypische finitire Algebra
auf. Sei n eine Variable des Typs N und p eine Variable des Typs B.

Aus offensichtlichen Griinden wollen wir die Gleichheit als Relations-
symbol zur Verfiigung haben. Um damit umgehen zu kénnen, benttigen wir
die Herleitbarkeit von

n=mn Reflexivitat,
n=m-—->m=mn Symmetrie,
n=m—m=k—n=Fk Transitivitit,

und fiir jedes Funktionssymbol f und Relationssymbol R muf} die Herleit-
barkeit der folgenden Vertraglichkeitsformeln sichergestellt sein:

NI=M1 =+ DNy =My —> fN1...0 = fM1... My,
Ni=mi— " —>Np=my — Rni...npy > Bmq1...my,.

Unsere Auffassung von n = m als atom(=(r,s)) mit einer rekursiv defi-
nierten booleschwertigen Funktion =: N — N — B zusammen mit der
Identifikation von Termen mit derselben Normalform erlaubt es uns, diese
Formeln durch Induktion zu beweisen.

Eine Alternative wire es, sie als Axiome anzusehen. Dies wiirde jedoch
dazu fithren, daf} vollstdndig angegebene Herleitungen recht lang werden.

Wir geben jetzt einige einfache Beispiele fiir Induktionsbeweise, und zwar
von (den Allabschliissen von)

0+n=n
n+(m+k)=n+m+k
S(n) + m = S(n + m);

n+m=m-+n

BEWEIS ZU Vn 0 4+ n = n. Induktion iiber n. Basis. 0 + 0 = 0 reduziert
zu 0 = 0 und weiter zu T, ist also mit dem Truth- Axiom beweisbar. Schritt.
IH: 04+n = n. Zu zeigen ist 04+S(n) = S(n). Dies reduziert zu S(0+n) = S(n)
und weiter zu 0 + n = n, also zu der IH. O

MPC-BEWEIS zU Vn 0 + n = n. Wir verwenden eine Datei nat0.scm,
die die Ein- und Ausgabe von Numeralen regelt (damit man z.B. 0 statt
Zero hat).

MPC;
LOAD "examples/mpc/nat0O.scm";

FUNCTION nat . Plus(nat nat)
{ SYNTAX + ADDOP Plus;
n+0 -> n;
n+Succ m -> Succ(n+m);

};

PROOF ;
0+0=0;
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{ n.

{ O+n=n.

0+Succ n=Succ n;

}

O+n=n -> 0+Succ n=Succ n;
}
all n.0+n=n -> 0+Succ n=Succ n;
all n O+n=n;

O

BEWEIS zU Vn,m,kn+ (m+ k) =n+ m+ k. Wir wihlen n, m belie-
big aber fest. Induktion iiber k. Basis. n + (m +0) = n + m + 0 re-
duziert zu n + m = n + m und weiter zu 7', ist also mit dem Truth-
Axiom beweisbar. Schritt. IH: n 4+ (m + k) = n + m + k. Zu zeigen ist
n+(m+S(k)) = n+m~+S(k). Dies reduziert zu S(n+(m+k)) = S(n+m+k)
und weiter zu n + (m + k) = n +m + k, also zu der TH. 0

MPC-BEWEIS zU Vn,m,k n+ (m + k) = n+ m + k. Wir beschrénken
uns auf die Angabe des eigentlichen Beweises.

{ n.
{ m.
n+(m+0)=n+m+0;
{ k.
{ n+(m+k)=n+m+k.
n+(m+Succ k)=n+m+Succ k;
}
}
all k.n+(mt+k)=n+m+k -> n+(m+Succ k)=n+m+Succ k;
all k n+(m+k)=n+m+k;
}
all m,k n+(m+k)=n+m+k;
}

all n,m,k n+(m+k)=n+m+k;
a

BEWEIS zU Vn,m S(n) + m = S(n + m). Wihle n beliebig aber fest. In-
duktion iiber m. Basis. S(n) + 0 = S(n + 0) reduziert zu S(n) = S(n)
und weiter zu 7', ist also mit dem Truth-Axiom beweisbar. Schritt. TH:
S(n) + m = S(n + m). Zu zeigen ist S(n) + S(m) = S(n + S(m)). Dies
reduziert zu S(S(n) +m) = S(S(n+m)) und weiter zu S(n) +m = S(n+m),
also zu der IH. 0

MPC-BEWEIS zU Vn,m S(n) + m = S(n +m). Der eigentliche Beweis
ist
{ n.
Succ n+0=Succ(n+0);
{ m.
{ Succ n+m=Succ(n+m) .
Succ n+Succ m=Succ (n+Succ m);
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}

Succ n+m=Succ(n+m) -> Succ n+Succ m=Succ(n+Succ m);
}
all m.Succ n+m=Succ(n+m) -> Succ n+Succ m=Succ(n+Succ m);
all m Succ n+m=Succ(n+m) ;
}

all n,m Succ n+m=Succ(n+m);
O

BEWEIS zZU Vn,m n+ m = m + n. Wir wihlen n beliebig aber fest. In-
duktion iiber m. Basis. n+0 = 0+n reduziert wegen der Termersetzungsregel
0+ n+— n zun = n und weiter zu T, ist also mit dem Truth-Axiom be-
weisbar. Schritt. IH: n + m = m + n. Zu zeigen ist n + S(m) = S(m) + n.
Dies reduziert wegen der Termersetzungsregel S(n) + m — S(n + m) zu
S(n +m) = S(m + n) und weiter zu n + m = m + n, also zu der ITH. a0

MPC-BEWEIS zU Vn,m S(n) + m = S(n + m). Wir figen die bewiese-
nen Gleichungen als Termersetzungsregeln der Definition von + hinzu.

MPC;
LOAD "examples/mpc/nat0O.scm";

FUNCTION nat . Plus(nat nat)
{ SYNTAX + ADDOP Plus;
n+0 -> n;
n+Succ m -> Succ(n+m);
REWRITE O+n -> n;
REWRITE Succ n +m -> Succ(n+m);
REWRITE n+(m+k) -> n+m+k; //not needed here

};
PROOF;
{ n.
n+0=0+n;
{ m.
{ n+m=m+n.
n+Succ m=Succ m+n;
}
n+m=m+n -> n+Succ m=Succ m+n;
}
all m.n+m=m+n -> n+Succ m=Succ m+n;
all m n+m=m+n;
}

all n,m n+m=m+n;

O

Rechnergestiitzte Induktionsbeweise. Die Rechnerhilfe ist bei In-
duktionsbeweisen besonders erwiinscht, da
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e man auf diese Weise an die Induktionsformeln erinnert wird (die fiir
unsere allgemeinen freien Algebren manchmal recht komplex sein
kénnen), und

e die Verwendung von Termersetzungsregeln hier besonders niitzlich
ist und vom Rechner gut unterstiitzt werden kann.

Betrachten wir zunéichst die Formel
Vn0+n=n,

deren informalen Beweis wir oben diskutiert haben.

INTERAKTIVER BEWEIS. Wir beginnen die Beweiskonstruktion mit ei-
nem Aufruf des Systems sowie der Ein- und Ausgabevereinbarungen fiir
Numerale. Es folgt die Deklaration der Addition als Programmkonstante
sowie etwas SCHEME-Code, der die Ein- und Ausgabe der Addition als Infix-
Symbol + erlaubt.

> (load ""/minlog/init.scm")
(load "~/minlog/examples/mpc/nat0.scm")

(add-program-constant
"natPlus" (py "nat=>nat=>nat") 1 ’const 2)

(add-token
Il+ll
’add-op

(lambda (x y)
(mk-term-in-app-form
(make-term-in-const-form
(pconst-name-to-pconst "natPlus")) x y)))

(add-display
(PY "nat n)
(lambda (x)
(let* ((op (term-in-app-form-to-final-op x))
(args (term-in-app-form-to-args x)))
(if (and (term-in-const-form? op)
(string=7 "natPlus"
(const-to-name
(term-in-const-form-to-const op)))
(= 2 (length args)))
(1ist ’add-op "+"
(term-to-token-tree (car args))
(term-to-token-tree (cadr args)))

#£))))

Wir ,animieren“ jetzt die Programmkonstante + durch Angabe der Be-
rechnungsregeln:

(add-computation-rule (pt "n+0") (pt "n"))
(add-computation-rule (pt "n+Succ m") (pt "Succ(n+m)"))
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Jetzt konnen wir unsere Zielformel eingeben:
(set-goal (pf "all n O+n=n"))

Wir nehmen uns vor, den Beweis durch Induktion iiber n zu fithren, also
die aulen generalisierte Variable. Das entsprechende Kommando ist

(ind)

Die Antwort besteht darin, daf§ die Basis und der Schritt der Induktion
als neue Ziele prisentiert werden.

; ok, ?_1 can be obtained from
; 7_3: all n13.0+n13=n13 -> 0+Succ n13=Succ ni3
; 7_2: 0+0=0

Das oben auf dem Stapel liegende Ziel ist zuerst zu bearbeiten. Wir
verwenden das Kommando normalize-goal, um diese atomare Formel zu
vereinfachen. Zur Erinnerung: 0+ 0 = 0 reduziert zu 0 = 0 und weiter zu 7.

(normalize-goal)
Die Antwort ist

; ok, the normalized goal is
; 7_.4: T

Dies ist mit dem Truth-Axiom beweisbar.
(use "Truth-Axiom")
Die Antwort ist

; Ok, 7_4 is proved. The active goal now is
; 7_3: all n13.0+n13=n13 -> 0+Succ n13=Succ ni3

Jetzt ist also der Induktionsschritt zu bearbeiten. Wir beginnen damit,
die Induktionsvariable mit n und die Induktionshypothese mit IH zu benen-
nen.

(assume nnn "IH")
Die Antwort ist

; ok, we now have the new goal
; 7_5: 0+Succ n=Succ n from
; n TIH:0+n=n

Wir verwenden wieder das Kommando normalize-goal, um die Zielfor-
mel zu vereinfachen. Zur Erinnerung: 0+S(n) = S(n) reduziert zu S(0+n) =
S(n) und weiter zu 0 + n = n, also zu der TH..

(normalize-goal)
Die Antwort ist

; ok, the normalized goal is
; 7_6: O+n=n from
; n IH:0+n=n



4. BEISPIELE FUR INDUKTIONSBEWEISE 49

Jetzt ist das Ziel unmittelbar als Annahme vorhanden:
(use "IH")

Die Antwort ist
; ok, 7_6 is proved. Proof finished.

Den erzeugten Beweis kann man sich mit dem Kommando (cdp) (fiir
»check and display proof*) ausgeben lassen:

; ..0+0=0 -> (all n13.0+n13=n13 -> 0+Succ ni13=Succ ni13) ->
; all n12 0+n12=n12 by axiom Ind

; ..T by axiom Truth-Axiom

; .(all n13.0+n13=n13 -> 0+Succ n13=Succ nl13) ->

; all n12 0+nl12=n12 by imp elim

; ...0+n=n by assumption IH15

; ..0+n=n -> O+n=n by imp intro IH15

; .all n.0+n=n -> O+n=n by all intro

; all n12 0+n12=n12 by imp elim

Fiir die Kommutativitit der Addition verwenden wir neben den (die
Addition definierenden) Berechnungsregeln noch die vorher bewiesenen Glei-
chungen als Termersetzungsregeln:

(add-computation-rule (pt "n+0") (pt "n"))
(add-computation-rule (pt "n+Succ m") (pt "Succ(n+m)"))
(add-rewrite-rule (pt "O+n") (pt "n"))
(add-rewrite-rule (pt "Succ n+m") (pt "Succ(n+m)"))

Der interaktive Beweis besteht dann aus den Kommandos

(set-goal (pf "all n,m.n+m=m+n"))
(assume "n")

(ind)

(normalize-goal)

(use "Truth-Axiom")

(assume "m" "IH")
(normalize-goal)

(use "IH")






KAPITEL 4

Relationen

Eine Relation R iiber einer endlichen Menge kann man durch eine Matrix
iiber dem Halbring ({0, 1}, max,-) darstellen. Der Verkettung R o S zweier
Relationen entspricht dann die Matrizenmultiplikation. Da der bekannte Al-
gorithmus zur Multiplikation zweier n x n-Matrizen die Komplexitit O(n?)
besitzt, ergibt sich daraus ein Algorithmus zur Berechnung der transitiven
Hiille einer Relation von der Komplexitit O(n?). Wir iiberlegen uns in die-
sem Kapitel, da§ sich dieses Problem auch mit der Komplexitit O(n3) 16sen
148t. Dies leistet der Warshall-Algorithmus; er beruht auf der einfachen Idee,
Wiederholungen in Pfaden zu vermeiden.

1. Allgemeine Begriffe

Sei X eine Menge. Eine Relation auf X ist eine Teilmenge R C X x X.
Die Begriffe der Reflexivitit, Symmetrie, Antisymmetrie und Transitivitit
einer Relation sind aus den Anfiingervorlesungen bekannt, ebenso die Be-
griffe der transitiven Hiille, reflexiven Hille und symmetrischen Hiille einer
Relation. Diese Begriffe kann man auch kombinieren und so etwa von der
reflexiv-transitiven Hiille einer Relation sprechen.

Ferner wird der Begriff einer A quivalenzrelation vorausgesetzt. Beispiel
einer Aquivalenzrelation (auf der Menge P(X) aller Teilmengen einer ge-
gebenen Menge X) ist der bekannte Begriff der Gleichmdchtigkeit zweier
solcher Teilmengen.

Ebenfalls als bekannt vorausgesetzt wird der Begriff der Abzahlbarkeit
einer Menge. Insbesondere gilt: Sind alle Mengen A; fiir 7 € N abzéhlbar, so
auch ihre Vereinigung | J;c A;i. Ein Beispiel fiir eine diberabzdihlbare Menge ist
NN: dies beweist man mit dem Cantorschen Diagonalverfahren. Folgerung:
Es gibt ein g: N — N, das durch kein C-Programm berechnet werden kann.

2. Verkniipfung von Relationen und Matrizenmultiplikation

DEFINITION 2.1. Seien R und S zwei Relationen auf der Menge X. Die
Verknipfung Ro S ist wie folgt definiert.

(z,y) € Ro S <= FzeX.(z,z) € RA(z,y) € S.
Insbesondere kann man die Potenzen R™ einer Relation R auf X bilden:
R :=Ax :={(z,z) |z € X},
R!:=R,
R?:= RoR,

51
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RF1 .= REo R fir k> 1.

LEMMA 2.2. Sei R eine Relation auf X. Dann gilt fir die transitive
Hiille R™ von R

o0

Rt =|JR"
n=1

Fiir die reflexiv-transitive Hille R* von R gilt

o

R =|]JR"
n=0

BEwEIS. Ubung. 0

Ist R reflexiv (d.h. gilt Ax C R), so hat man RC R2C R3....

DEFINITION 2.3. (Matrix einer Relation). Sei R eine Relation auf der
Menge X = {z1,z2,...,%,}, z; paarweise verschieden. Dann kann R durch
folgende n x n-Matrix Mg = (r;;) beschrieben werden:

{1 falls (z;,z;) € R
Tij 1=
0 sonst.
BEISPIEL 2.4. Sei

X = {xla x2,Z3, $4}7

R := {(z1,22), (2, z3), (3, Z4), (x4, 1), (T2,%4) }.

Dann ist
01 0 0
0 01 1
Mr=14 0 0 1
1 0 0 O

Wir wollen jetzt die Verkniipfung zweier Relationen mit der Matri-
zenmultiplikation iiber Halbringen in Verbindung bringen. Zur Erinnerung
schreiben wir noch einmal die Definition eines kommutativen Ringes auf.

DEFINITION 2.5. Ein kommutativer Ring ist ein Tripel (A, +,-) beste-
hend aus einer Menge A mit zwei Verkniipfungen

+: AxAS A g G AxA—A
(r,y) =z +y (z,y) > x-y

so daf} folgende Axiome erfiillt sind.

I: (A,+) ist eine abelsche Gruppe mit einem neutralen Element 0 €
A. Insbesondere gelten das Assoziativgesetz, das Kommutativge-
setz und man hat zu jedem Element ein Negatives.

II: (A,-) ist eine abelsche Halbgruppe, d.h. es gelten das Assoziativ-
gesetz und das Kommutativgesetz fiir die Multiplikation.

ITI: Es gilt das Distributivgesetz (z +y) -z = z -z + y - z fur alle
z,1y,z € A.

Ein Element 1 € A heifit Finselement von A, wenn gilt 1 -z = z fiir alle
z € A

Beispiele sind der Ring Z der ganzen Zahlen und jeder Kérper, z.B. Q.
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DEFINITION 2.6. Ein kommutativer Halbring ist ein Tripel (4, V,A) be-
stehend aus einer Menge A mit zwei Verkniipfungen

V: AxA— A nd AN: AxA— A
(z,y) »zvy " (z,y) » z Ay

so daf} folgende Axiome erfiillt sind.

I: (A,V) ist eine abelsche Halbgruppe mit einem neutralen Element
0 € A, d.h. es gilt

a. (xVy)Vz=xzV(yVz) firallexz,y,z¢€ A,
b. zVy=yVuz fiir alle z,y € A,
c. zVv0=0 fiir alle z € A.

II: (A, A) ist eine abelsche Halbgruppe, d.h. es gilt

a. (xANy)ANz=xzAN(yAz) firallez,y,z € A,
b. zAy=yAz fiir alle z,y € A.

ITI: Es gilt das Distributivgesetz (z Vy) Az = (z Az) V (y A z) fir
alle z,y,z € A. Ferner gilt z A 0 = 0 fiir alle z € A.
Ein Element 1 € A heifit Finselement von A, wenn gilt 1 A x = z fir alle
z € A.

BEISPIEL 2.7. Sei X eine beliebige Menge und A = P(X) die Menge
aller Teilmengen von X (also die Potenzmenge von X). Dann ist (4,U,N)
ein kommutativer Halbring. Neutrales Element ist die leere Menge ), und
Einselement ist die Gesamtmenge X.

BEispIEL 2.8. A ={0,1} und

z Vy := max(z,y),

z Ay :=min(z,y) (= ry mit der gewohnlichen Multiplikation in N).
Wir koénnen 0 und 1 als falsch und wahr verstehen, und dann A und V
als logisches ,,und“ und ,oder“. Ebenso ist eine mengentheoretische Inter-
pretation moglich: Fiir X := {*} betrachte man P(X) = {0, {*}}. Dann
entspricht die leere Menge () der 0 und die Einermenge {x} der 1.

DEFINITION 2.9. (Matrizenmultiplikation iiber Halbringen). Sei (4, V,-)
ein kommutativer Halbring mit Einselement 1. Seien M; = (a;;)1<i j<n und
My = (bij)i<i,j<n zWei n x n-Matrizen mit Elementen a;;,b;; € A. Dann
wird das Produkt

M = M1M2

definiert als
n

M = (Cz'j)lgi,jgn mit Cij = V aikbkj.
k=1
Dabei ist \/;;_, z) eine Abkiirzung fiir z1 V -+ V zy.
Sei (4, V,-) ein kommutativer Halbring mit Einselement 1. Dann ist das
Matrizenprodukt in M (n x n, A) offenbar assoziativ; neutrales Element ist
1 ... 0

E, =
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SATz 2.10. Seien R und S zwei Relationen auf einer endlichen Menge
X ={=z1,...,z,} und Mg, Mg die zugehorigen Matrizen aus M(n x n,A)
mit A ={0,1}. Dann gilt fir die Matriz Mp.s der Verknipfung von R mit
S

Mpgos = MpMsg,

wobei die Matrizenmultiplikation iber dem Halbring ({0,1},V,-) mitxVy :=
max(z,y) zu verstehen ist.

BEWEIS. Sei Mg = (a;;) und Mg = (b;;) mit

{1 falls (z;,z;) € R,
aij =
0 sonst,
und analog fiir b;;. Ferner sei Mpos = (¢;5). Dann gilt
cij =1 < (iEZ',:Ej) €ERoS
— Fk.(zi,zk) € RA (2g,25) €S
< dk.a;=1A bkj = 1.

Sei andererseits Mg Ms = (c;;). Dann gilt
(C;j = \/aikbkj = mlfcix(aikbkj) = 1) <— 3k aikbkj =1
k

< dk.a;p, =1AN bkj =1.

Also ist ¢;; = ¢} 0

e

Wir beschreiben jetzt einen Algorithmus zur Multiplikation von Matri-
zen iiber dem Halbring ({0,1},V,-). Sei M = (as;)1<i,j<n, also

ail a2 ... A1n
asr a22 ... a92n
M =
ap1 Gp2 -.- Gnpn
Die Zeilen a; = (a1, - - - ,ain) werden als Bitvektoren aufgefait. Fiir zwei Bit-

vektoren = = (z1,...,7,) € {0,1}" und y = (y1,...,yn) € {0,1}" bezeichne
zVy € {0,1}" den Bitvektor

xVy:=(x1 VY, -y Tn VYp).

Gegeben seien also zwei Matrizen My, My € M(n x n,{0,1}) mit den
Zeilen

ay by
M, =|: und My =
anp by,
Gesucht ist
1
My - My = Mz =
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Die ¢; konnen durch den folgenden Algorithmus berechnet werden.

for i :=1ton do
ci:=0
for j:=1ton do
if aj; =1 then
c=cV bj
end;
end;
end;

Wir wollen uns jetzt die Korrektheit dieses Algorithmus iiberlegen. In den
n Durchldufen der dufleren Schleife werden die Zeilen ¢; unabhingig von-

einander berechnet. Es geniigt also, nur einen Durchlauf fiir ein festes ¢

zu betrachten. Sei cz(-] ) der Inhalt des Speicherplatzes fiir ¢; nach dem j-

ten Durchlauf der inneren Schleife. Vor dem ersten Durchlauf der inneren
Schleife (mit Laufvariable j) hat man cz(.o) = 0. Fiir 5 > 0 gilt

Cz(i) = Cz('i_l) Vaibj, firk=1...n.

Daraus folgt durch Induktion CEZ) = Vi, aijbjk. Dies ist aber die (4, k)-te

Komponente des gesuchten Matrizenprodukts.

Die Komplexitit des Algorithmus ist O(n?). (Dies gilt, falls jede Bitope-
ration einzeln gezihlt wird. Hat man die Moglichkeit, die Bitoperationen auf
einem Bitvektor parallel durchzufiihren, so ist die Komplexitit O(n?)). Man
beachte, dafl die Komplexitit der gewohnlichen Matrizenmultiplikation fiir
n x n-Matrizen ebenfalls O(n?3) ist.

Wir wollen nun die Komplexitét eines naiven Algorithmus zur Berech-
nung der transitiven Hiille abschitzen.

LEMMA 2.11. Sei X = {z1,...,z,} eine endliche Menge und R eine
Relation auf X. Dann gilt

n
R* = J R

k=1
BewEIs. Ubung. 0
Sei Mg die zu R gehorige Matrix. Dann ist offenbar

n
Mg+ =\/ M§.
k=1

Dabei wird V (= max) komponentenweise auf die einzelnen Matrizen an-
gewandt. Aufgrund der obigen Abschitzung des Matrizenmultiplikations-
Algorithmus kommt man also auf die Komplexitit O(n?).

3. Transitive Hiille: der Warshall-Algorithmus

Der Warshall-Algorithmus berechnet die transitive Hiille R™ einer Rela-
tion R. Wihrend der naive Algorithmus eine Komplexitit O(n*) hat, kommt
der Warshall-Algorithmus mit der Komplexitit O(n3) aus.

Wir beschreiben zunéchst die Idee des Warshall-Algorithmus. Gegeben
ist eine Relation R auf einer n-elementigen Menge X = {z1,...,z,}. Zu
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vorgelegtem z;, z), wollen wir entscheiden, ob es einen R-Pfad von z; nach
zy gibt, d.h. ob es z1,...,2, € X gibt mit z;Rz1 Rz R... 2,1 Rz, Ry,
Die Grundidee des Warshall-Algorithmus ist nun folgende:

Vermeide Wiederholungen bei den Zwischenpunkten 21, ..., 2.
Wir definieren zunéichst Relationen R® so da8 (z,7;) € R® genau dann,

wenn es einen R-Pfad von z; nach zj gibt, der nur Zwischenpunkte aus
{1,...,2;} verwendet. Sei also R := R und

(zj,zk) € RO e (xj,zx) € RO-Y oder :v]-R(i_l)xiR(i_l):vk.
Offenbar gilt dann wie gewiinscht
(z,y) € RY
<= (z,y) € Roder 3z1,...,zn€{x1,...,2;} TRz1R2y . .. 21 Rz Ry,

also auch R(™) = Rt.

Der Warshall-Algorithmus konstruiert Matrizen A, die die Relationen
R® darstellen. Nach n Schritten hat man dann also die gesuchte Matrix A(™)
der Relation R(™ = R*. Sei A die darstellende Matrix A der gegebenen
Relation R, d.h. A € M(n x n,{0,1}) mit den Zeilen a1, ..., an:

a
A=
an
Die Zeilen sind Bitvektoren; sie werden durch den Algorithmus veréindert.

fori:=1ton do
for j:=1tondo
if aj; = 1 then
aj:=a;Va;
end;
end;
end;
Hier sind in a; := a; V a; mit a;, a; auf der rechten Seite die Bitvektoren des
vorigen Durchlaufs (also fiir ¢ — 1) der duBeren Schleife gemeint.
Sei A® der Inhalt des Speicherplatzes fiir A nach dem i-ten Durchlauf
der duBeren Schleife. Wir zeigen A®) = M gr( durch Induktion iiber 7. Nach
Annahme ist A = A©) = M R - Aufgrund des Algorithmus haben wir

i i—1 i—1) (i—1
ag-k):ag-k )Vag-i )agk )

fiir alle j,4, k. Mit Hilfe der ITH AC~Y = Mp_1) erhilt man
ag-ik) =1 <= ag-z;l) =1 oder (ag-i[l) =1 und agfgl) =1)
= (zj,mk) € R oder :ch(i_l)wiR(i_l)xk nach TH
— (zj,z%) € RY nach Definition der R®,

also A = M Rr()- Wegen RM™ = Rt ist AW = M rn die darstellende
Matrix der transitiven Hiille von R. Damit haben wir die Korrektheit des
Warshall-Algorithmus gezeigt; seine Komplexitit ist offenbar O(n3) (bzw.
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O(n?), wenn man die Méglichkeit hat, die Bitoperationen auf einem Bitvek-
tor parallel durchzufiihren).

4. Ein dem Warshall-Algorithmus entsprechender Beweis

Ein (konstruktiver) Beweis einer Existenzaussage enthélt immer ein Ver-
fahren, das als existent nachgewiesene Objekt zu konstruieren. Aus einem
formalen solchen Beweis kann man ein entsprechendes Programm automa-
tisch extrahieren. Ein Vorteil dieser Methode zur Erzeugung von Program-
men ist es, dal man Beweise maschinell auf ihre Korrektheit iiberpriifen
kann, was bei Programmen prinzipiell nicht moglich ist. Diesen Ansatz wer-
den wir gleich genauer ausfithren. Vorbereitend dazu soll zunéchst auf der
informellen Ebene gezeigt werden, wie man den Warshall-Algorithmus aus
dem Beweis einer geeigneten Existenzaussage gewinnen kann. Um den ,raf-
finierten“ Algorithmus (der ja im Gegensatz zu dem ,naiven“ Algorithmus
die Komplexitit O(n3) anstelle von O(n*) hat) aus einem Beweis gewinnen
zu konnen, mufl der Beweis die Idee widerspiegeln, nur wiederholungsfreie
Pfade zu betrachten.

Zu beachten ist, daf} es sich bei unserem Beweis nicht mehr um einen
solchen in der ,reinen Logik“ handelt wird, da wir mit freien Algebren, d.h.
induktiv erzeugten Datentypen arbeiten (den natiirlichen Zahlen und Listen
natiirlicher Zahlen) und Beweise durch Induktion iiber diese Datentypen
fithren miissen. Wir stiitzen uns hier auf die in Kapitel 3 bereit gestellten
Hilfsmittel.

Folgende Schritte sind auszufiihren.

(a) Festlegung der verwendeten Datenstrukturen.

(b) Wahl einer Sprache mit entscheidbaren Priadikaten- und Funktionssym-
bolen.

(c) Auflistung der verwendeten Eigenschaften (,Lemmata“) ohne ,rechne-
rischen Gehalt“; meist sind dies rein generalisierte Allaussagen, und

(d) Fiihren eines konstruktiven Beweises des betrachteten V3-Satzes.

Diese Schritte wollen wir jetzt in unserem Beispiel durchfiihren.

(a) Festlegung der verwendeten Datenstrukturen. Aufler dem Typ N
der natiirlichen Zahlen verwenden wir den Typ L(IN) der (endlichen) Li-
sten natiirlicher Zahlen; sie reprisentieren Pfade mit natiirlichen Zahlen als
Elementen. Natirliche Zahlen bezeichenen wir mit a, b, ¢, 1, j, k. Listen z, y, 2
werden erzeugt aus der leeren Liste € mittels des Konstruktors cons, der aus
a und z die Liste cons(a, z) erzeugt, die durch Anhéingen von a vorne an z
entsteht. Wir schreiben cons als Infixoperator und verwenden die Bezeich-
nung a :: x. Fiir a :: € schreiben wir a:.

Wie iiblich soll der Infixoperator - :: - rechtsassoziativ sein; wir schreiben
alsoa bz fiura:: (b x).

(b) Unsere Sprache besteht aus den folgenden Pridikaten- und Funkti-
onssymbolen. Zugrunde liegt eine zweistellige Relation R auf {0,1,...,n—1},
deren transitive Hiille zu bestimmen ist.

kex k kommt im Pfad z vor,
Rf(z) z ist ein wiederholungsfreier Pfad,

Pi(z,j,k) x ist ein R-Pfad von j nach k£ mit inneren Elementen < 4,
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x|y Verkettung.

Die Verkettungsfunktion z | y leistet folgendes. Sind z und y Pfade mit
gleichem End- bzw. Anfangspunkt, so ist z | y der durch Aneinanderhéngen
entstehende Pfad, wobei der gleiche End- und Anfangspunkt nur einmal auf-
gefithrt wird. Sind End- und Anfangspunkt verschieden, so ist das Ergebnis
die leere Liste e.

Die Definitionen dieser Pridikaten- und Funktionssymbole geben wir in
MPC-Syntax an, und zwar in der Form von Berechnungsregeln:

FUNCTION boole . In(nat (list nat))

// k in x: k occurs in the path x
{ SYNTAX in RELOP In;

a in nil -> False;

a in (b::x) -> [if (a=b) True (a in x)];
};

FUNCTION boole . Rf(list nat)

// Rf x : x is a repetition free path
{ Rf nil -> True;
Rf(a::x) -> [if (a in x) False (Rf x)];
};

FUNCTION boole . Path(nat=>nat=>boole nat (list nat) nat nat)
{ SYNTAX P CONST (Path r);
// we use P and suppress the notation of r
P i nil b ¢ -> False;
P i (a::nil) b ¢ -> [if (a=b) (b=c) Falsel;
P i (a::d::nil) b ¢ >
[if (a=b) [if (d=c) (r a d) False] False];
Pi (a::d::e::x) b c —>
[if (a=b)
[if (r a d)
[if (d<i) (P i (d::e::x) d c¢) False]
False]
False];
};

FUNCTION list nat . Dot((list nat) (1list nat))
{SYNTAX | PAIROP Dot;

nil | x -> x;

(a::nil) | nil -> a:;

(a::nil) | (b::x) -> [if (a=b) (b::x) nill;
(a::d::x) | y > a::(d::x | y);
};

(c) Auflistung der verwendeten Eigenschaften (,Lemmata“) ohne ,rech-

nerischen Gehalt“. Dies sind in unserem Fall die folgenden Aussagen; wir
schreiben sie wie iiblich ohne die dufleren Allquantoren auf.

(11) Pi(-ng, k) - -Pi+1(-T7j, k)
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(12) Py(z,5,k) = j #k — R(j,k)
(13) Pi(z,3,9) — Pi(y,i,k) = Pipa(z |y, 5, k)
(14) Pi(z,j,i) — Rf(z) = Pi(y,i,k) — Rf(y) = V2=P(z,7,k) — Rf(z | y)
(15) Piyi(z, j, k) = =Pi(z, j, k) = 3% Pi(y, 4, 1)
(16) Pi1(x, 4, k) = =Pz, j, k) — 392 Py(2,1, k)

Die letzten beiden Aussagen enthalten die Hauptidee des Beweises: wenn
es einen Pfad von j nach k gibt mit inneren Elementen < i+41, aber nicht
< 4, dann muss es Pfade von j nach ¢ und von 7 nach k geben (klassischer
Existenzquantor!) deren innere Elemente < i sind. Die Aussage (14) kann
man wie folgt einsehen: unter den gegebenen Annahmen kann z | y nur
dann eine Wiederholung enthalten, wenn z und y ein gemeinsames inneres
Element haben. Dies widerspricht aber der Annahme Vz—F;(z, j, k).

(d) Fiithren eines konstruktiven Beweises des betrachteten V3-Satzes. Wir
formulieren zunichst die Behauptung, daf§ fiir unsere Relation R (die wir in
den Bezeichnungen nicht explizit mitfithren) und gegebene i, j, k einen Pfad
z mit folgenden Eigenschaften gibt.

e Wenn z die leere Liste € ist, so kann es keinen R-Pfad von j nach
k mit inneren Elementen < ¢ geben, und

e wenn z nicht die leere Liste € ist, so verbindet 2 die Knoten j und
k, hat innere Elemente < 7 und ist wiederholungsfrei.

PROPOSITION 4.1 (Warshall).

Vi, j, k3z.(z = € = Vy=P;(y,5,k)) A (z # € = Pi(z, 5, k) ARf(z)).

BEWEIS. Induktion iiber . Basis i = 0. Gegeben j, k.

Fall j = k. Wéhle z := j:. Dann gilt Py(j:, 7, k) wegen j = k und Rf(j:)
nach Definition.

Fall j # k.

UFall R(j,k). Wahle x := j :: k:. Dann gilt Py(j :: k:, j, k) wegen R(j, k)
und Rf(j :: k:) wegen j # k.

UFall =R(j, k). Wéhle x := €. Zu zeigen ist Vy—Py(y, j, k). Sei y beliebig.
Annahme: Py(y, j, k). Dann gilt R(j, k) nach (12); Widerspruch.

Schritt i + 1. Gegeben j, k. Nach IH haben wir ;. Gesucht: ;1.

Fall z; = e. Dann gilt Vy—P;(y, j, k). Nach IH haben wir z; j; und ; ; .

UFall z;;; = €. Dann gilt Vy—-Pi(y, j,i). Setze z;11 = e. Gegeben y.
Annahme: P;y(y,j,k). Nach (15) (wegen —P;(y, 4, k)) gilt 3% P;(y, j,1).
Widerspruch.

UFall Tg,5, 7é €.

UUFall z; ;) = e. Dann gilt Yy—P;(y, i, k). Setze z;11 = €. Gegeben y.
Annahme: P;y1(y,j, k). Nach (16) (wegen —P;(y,j,k)) gilt 392 Pi(z,i,k).
Widerspruch.

UUFall Tigk #+ €. Setze Tjy1 = Tiji | Lk Dann gilt P41 (:L‘Z‘+1,j, k)
nach (13) und Rf(z; 1) nach (14), denn Vy—P;(y, j, k) folgt aus z; = e.

Fall z; # e. Wihle ;11 := z;. Dann gilt Rf(z;41) und P;(z;1, J, k), also
Pit1(zit1, 7, k) nach (11). 0
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Aus einem formalen Beweis dieses Satzes kann man das folgende Pro-
gramm extrahieren. Es handelt sich um die Orignalausgabe von MINLOG
(bis auf Zeilenumbriiche, Variablennamen und eps anstelle von (Nil nat)):
[r] (Rec nat=>nat=>nat=>list nat)

([j,k][if (j=k) (§:) [if (r j k) (j::k:) epsll)
([i,f,j,k][if (f j k=eps)
[if (f j i=eps)
eps
[if (f i k=eps) eps (f j ilf i k)1]
(f j )

Man beachte, dafl der Algorithmus in genau der angegebenen Form ex-
ponentiell ist, da er im Schrittfall die drei rekursiven Aufrufe f;(j, k), fi(4,%)
und f;(7,k) enthilt. Mit einer bekannten Optimierungstechnik erhilt man

aber einen polynomialen Algorithmus: man fasse f; auf als eine n x n-Matrix
(also nicht als eine Funktion).



KAPITEL 5

Graphen

Einen ungerichteten Graphen G iiber einer endlichen Menge kann man
durch seine Adjazenzmatrix iiber dem Halbring ({0,1}, max,-) darstellen.
Aus dem Warshall-Algorithmus ergibt sich demnach ein Algorithmus der
Komplexitit O(n3) zur Feststellung des Zusammenhangs eines Graphen.

Mit Hilfe des Begriffs des Grades eines Knotens geben wir ein hinreichen-
des und notwendiges Kriterium dafiir an, dafl Eulersche Wege und Zyklen
in einem Graphen existieren. Aus der Notwendigkeit des Kriteriums folgt,
daB das Konigsberger Briickenproblem unldsbar ist.

Weiter behandeln wir Abstéinde in bewerteten Graphen. Der einfachste
Abstandsbegriff ist die Linge des kiirzesten Pfades zwischen zwei Knoten.
Mit dem linearen Algorithmus von Moore bestimmen wir zu einem festen
Knoten vy und einem gegebenen Abstand & alle Knoten, die in diesem Sinn
von vy den Abstand k haben, also die von vy aus durch einen Pfad der Léinge
hochstens k erreicht werden kénnen.

Ein feinerer Abstandsbegriff stiitzt sich auf eine vorgegebene Bewer-
tungsfunktion, die jeder Kante eines Graphen eine feste rationale Zahl (oder
o0) als Kantenlinge zuordnet. Mit einer einfachen Verallgemeinerung des
Warshall-Algorithmus kann man dann zu je zwei Knoten ihren Abstand
berechnen, d.h. die Linge der kiirzesten (im Sinne der aufsummierten Kan-
tenlingen) Verbindung zwischen ihnen; die Komplexitit ist wieder O(n?).
AbschlieBend behandeln wir den Dijkstra- Algorithmus zur Berechnung der
Abstéinde von einem festen Knoten vp; seine Komplexitit ist O(n?).

1. Allgemeine Begriffe

DEFINITION 1.1. Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar I' = (V, E)
bestehend aus einer Menge V von Knoten oder Ecken (englisch wvertex)
und einer Menge E C P(V) von zweielementigen Teilmengen von V. Die
Elemente von E heifilen Kanten (englisch edge). Ist e = {4y, A1}, so sagt
man, daf die Kante e die Knoten Ay und A; verbindet.

Ein Beispiel eines Graphen ist in Abbildung 1 skizziert.
Man kann endliche Graphen auf verschiedene Weise durch Matrizen dar-
stellen.

DEFINITION 1.2. (Adjazenzmatriz eines endlichen Graphen). Sei I' =
(V, E) ein endlicher Graph mit V = {44,..., A, }. Dann kann I" durch fol-
gende Matrix Mr = (aij)1<ij<n € M(n x n,{0,1}) beschrieben werden:

1 falls {A4;,A;} € E,
aji =
" 0 sonst.

61
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As
€7 €s
A €3 As
€4 €2
€5 €g
A €1 As

ABBILDUNG 1. Beispiel eines Graphen

Die Adjazenzmatrix eines (ungerichteten) Graphen ist offenbar symme-
trisch. Ferner sind alle Diagonalelemente a;; = 0. Im Beispiel des Graphen
in Abbildung 1 ist die Adjazenzmatrix

01110
10110
Mr=(11 011
11101
00110

Man beachte, dafl die Adjazenzmatrix eines Graphen I' = (V, E) auch die
Matrix einer gewissen symmetrischen, antireflexiven Relation auf V' ist,
namlich der Relation Rr definiert durch

Rr:={(A,B)|{A,B} € E}.

DEFINITION 1.3. (Inzidenzmatriz eines endlichen Graphen). Sei I' =
(V, E) ein endlicher Graph mit V' = {44,...,A4,}, E ={e1,...,en}. Dann
kann I' durch folgende Matrix IMr = (¢;;) € M(n x m,{0,1}) beschrieben
werden:

{1 falls A; € e;,
Cij =
0 sonst.

Im Beispiel des Graphen in Abbildung 1 ist die Inzidenzmatrix

€1 €y €3 €4 €5 € €7 €8
1 0 0 1 1 0 0 0]A
B 1 0 0 0 1 0 0][A
Me="6 171 01 0 0 1 As
0O 0 11 0 1 1 0]A4
0O 0 0 0 0 0 1 1]A45
DEFINITION 1.4. Sei I' = (V, E) ein Graph. Unter einem Kantenzug

N

versteht man eine Liste (Ay,...,Ap) von (nicht notwendig verschiedenen)
Knoten so daBl {4;, Aj+1} € F fiir i < n. Ein Kantenzug heifit geschlossen,
wenn Ay = A,. Ein Kantenzug (Ag,...,A,) heiBt ein Weg, wenn keine
Kante mehrfach auftritt, also wenn {A4;, A;11} # {4, Aj41} fir i # j. Ein
geschlossener Weg heifit ein Zykel (oder Zyklus). Ein Weg (Ao, ..., An) in
einem Graph heifit einfach, wenn A; # A; fiir alle ¢ # j, mit eventueller
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1 2 A B C

ABBILDUNG 2. Zwei isomorphe Darstellungen des K33

Ausnahme der Indexpaare (0,7) und (n,0). Ein Graph I' = (V, E) heifit
zusammenhdngend, wenn es zu je zwei Knoten A, B € V einen Kantenzug
mit Anfangspunkt A und Endpunkt B gibt.

Man beachte, da ein Graph I' = (V, E) schon dann zusammenhéngend
ist, wenn es einen Knoten Ay € V gibt, so daf} sich jeder andere Knoten
B € V mit Ag durch einen Kantenzug verbinden 148t.

Aus dem Warshall-Algorithmus erhélt man den folgenden Algorithmus
zur Feststellung des Zusammenhangs eines Graphen I': Man stelle die Ad-
jazenzmatrix Mr des Graphen auf und bestimme mit Hilfe des Warshall-
Algorithmus die reflexiv-transitive Hiille M} = \/,, M¥ der durch Mr ge-
gebenen Relation. Der Graph ist genau dann zusammenhéingend, wenn die
Matrix M7 nur aus Einsen besteht. Man beachte, daf dies schon dann der
Fall ist, wenn eine Zeile von M} nur aus Einsen besteht.

DEFINITION 1.5. Zwei Knoten eines Graphen I' = (V, E) heiflen dqui-
valent, wenn sie sich durch einen Kantenzug verbinden lassen. Die Aquiva-
lenzklassen dieser Aquivalenzrelation heiflen Zusammenhangskomponenten
von I

Besteht eine Zusammenhangskomponente eines Graphen nur aus einem
einzigen Knoten, so nennt man diesen Knoten einen isolierten Punkt des
Graphen.

DEFINITION 1.6. Zwei Graphen I' = (V,E) und A = (V' E') heiflen
isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung ¢: V — V' gibt, so daB fiir die
induzierte Abbildung @: P(V) — P(V') gilt ¢(E) = E'.

BEISPIEL 1.7. Man betrachte die beiden Graphen aus Abbildung 2.
Beide Graphen sind isomorph, und zwar mittels der Abbildung ¢:

A — A
B — Aj
C — A
X = A
Y & A4
Z — As

Hieraus ergibt sich fiir ¢:

AX AY AZ BX BY Bz CCX CY C(CZ

{ l 1 1 \ { 4 1 1
AjAy A1A; AjAg AsAs AsA, AsAs AsAy AsA,  AsAg
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DEFINITION 1.8. Ein Graph I' = (V, E) heifit bipartit, wenn es eine
Zerlegung V = V3 U V5 von V in disjunkte Teilmengen Vi und V5 gibt so,
daB fiir jede Kante e € E gilt e = {A;, A2} mit A; € V1, Ay € V5.

BEISPIEL 1.9. Zur graphentheoretischen Behandlung des bekannten Pro-
blems vom Fihrmann mit Wolf, Ziege und Kohl verwendet man am geeig-
netsten einen bipartiten Graphen mit den folgenden Eckpunkten:

Vi Va
A [ FWZK || |[FWZK | B
Ay | FZK |W |W | FZK | B,
A3 | FWK | Z | Z | FWK | By
A |FWZ | K | K| FWZ | B,
As | FZ |WK |WK | FZ | Bs

Der folgende Graph beschreibt die Losung des Problems:

Aq By
Ay By
As Bs
Ay By
As Bs

DEFINITION 1.10. Ein Graph ' = (V, E) heifit vollstindig, wenn E aus
allen zweielementigen Teilmengen von V' besteht. Ein Graph ' = (V, E)
heifit vollstdndig bipartit, wenn es eine Zerlegung von V in disjunkte Teil-
mengen Vi und V3 gibt, so dal E = { {41, A2} | A1 € V1 und Ay € V5 }.

Der in Abbildung 2 angegebene Garph ist vollstindig-bipartit.

Man sieht leicht, da8 je zwei vollstindige Graphen mit n Eckpunkten
isomorph sind. Es gibt also bis auf Isomorphie nur einen vollstdndigen Gra-
phen mit n Eckpunkten; er wird mit K, bezeichnet. Die ersten vollstindigen
Graphen sind

K, Ky K Ky K
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Ebenfalls sind je zwei vollstindig-bipartite Graphen mit #(V;) = n und
# (V) = m isomorph. Der bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte vollstin-
dig-bipartite Graph wird mit K, ,, bezeichnet. In Abbildung 2 ist der K33
angegeben.

2. Eulersche Wege und Zyklen

In diesem Abschnitt behandeln wir Eulersche und Hamiltonsche Wege
und Zyklen. Wir definieren den Begriff des Grads eines Knotens und geben
ein hinreichendes und notwendiges Kriterium dafiir an, dal Eulersche Wege
und Zyklen in einem Graphen existieren. Mit Hilfe der Notwendigkeit des
Kriteriums zeigen wir, daf§ das K6nigsberger Briickenproblem unlosbar ist.

DEFINITION 2.1. Ein Eulerscher Weg in einem Graphen I' = (V| F) ist
ein Weg, in dem jede Kante e € E genau einmal vorkommt. Ein Fulerscher
Zyklus ist ein Eulerscher Weg, der gleichzeitig ein Zyklus ist.

DEFINITION 2.2. Sei I' = (V, E) ein Graph. Unter dem Grad eines Kno-
tens A € V, geschrieben deg(A), versteht man die Anzahl derjenigen Kanten
e € E, die mit A inzidieren, d.h. die A als ein Element besitzen.

BEISPIEL 2.3. As

Ay A3

Ay As
Dann ist
deg(A1) = deg(A2) = 3, deg(As) = deg(A4) =4, deg(4s) = 2.

Sei I' = (V, E) ein Graph mit V = {44,...,4,} und My = (a;;) €
M(n x n,{0,1}) die Adjazenzmatrix von I'. Es ist also a;; = 1 genau dann,
wenn A; und A; durch eine Kante verbunden werden. Damit ergibt sich

deg(A;) = Anzahl der j mit a;; =1
= Zeilensumme der i-ten Zeile von M.
Ferner gibt es einen entsprechenden Zusammenhang der Gradbegriffs mit
der Inzidenzmatrix IMr von I'. Sei also noch E = {e1,...,en} und IMr =
(bij) € M(n xm,{0,1}) die Inzidenzmatrix von I'. Dann ist nach Definition
der Inzidenzmatrix b;; = 1 genau dann, wenn der Knoten A; mit der Kante
e;j inzidiert, also wieder
deg(A;) = Anzahl der j mit b;; =1
= Zeilensumme der i-ten Zeile von IMr.
LEMMA 2.4. Sei ' = (V, E) ein endlicher Graph. Dann gilt
D deg(4) =2 #(E).
AeV

Insbesondere ist also die Anzahl der Knoten A € V mit deg(A) ungerade
eine gerade Zahl.
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BEWEIS. Induktion nach der Anzahl m = #(FE) der Kanten von I'. Basis
m = 0. Dann besteht der Graph nur aus isolierten Punkten, also deg(A) = 0
fiir alle A € V. Schritt m — 1 — m. Sie I' der Graph, der aus " durch
Wegnahme einer (beliebigen) Kante e entsteht, also I = (V, E \ {e}). Fur
I gilt nach TH

> degpi(A) =2- #(B\{e}) = 2- #(E) — 2,
Sei e = {B,C}. Dann ist

degp/(B) = degp(B) — 1,
degr (C) = degr(C) — 1,

degr (P) = degp(P) fir P ¢ {B,C}.
Es folgt
> degr(4) = (D degrv(4)) +2
und damit die Behauptung. 0

LEMMA 2.5. (a) Sei a ein Eulerscher Weg in einem endlichen Graphen
' = (V, E) mit verschiedenem Anfangs- und Endpunkt A und B. Dann
gilt

deg(A) =1 (mod 2),
deg(B) =1 (mod 2),
deg(P) =0 (mod 2) fir alle P €V \{A,B}.

(b) Ist « ein Eulerscher Zyklus in einem endlichen Graphen I' = (V, E), so
18t
deg(P) =0 (mod 2) firalle PeV.

BEWEIS. (a). Beim Durchlaufen eines Knotens gibt ein innerer Punkt
einen Beitrag 2 zum Grad des Knotens, und der Anfangs- und Endpunkt je
einen Beitrag 1. Teil (b) ergibt sich mit demselben Argument. O

BEISPIEL 2.6 (Ko6nigsberger Briickenproblem). Zu finden ist ein Spazier-
gang, der jede der 7 Briicken genau einmal beniitzt und zum Ausgangspunkt
zuriickkehrt.

C

Euler 16ste dieses Problem im negativen Sinne.
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Wir haben folgenden Multi-Graphen I' (d.h. Graphen mit evtl. mehr als
einer Kante zwischen je zwei Knoten) zu betrachten:

N4

Es ist
deg(A) =5, deg(B) = deg(C) = deg(D) = 3.

Durch Einfithrung zuséitzlicher Knoten 148t sich das Problem auf eines fiir
(einfache) Graphen zuriickfithren. Sei also I der folgende Graph:

DI

Cl

i

Hier hat man dieselben Grade fiir A, B,C,D und zusitzlich deg(C’) =
deg(D') = 2. Offenbar gibt es genau dann einen Eulerschen Zyklus in T,
wenn es einen solchen in I' gibt. Aus dem vorangehenden Lemma folgt aber,
daB} es in IV keinen Eulerschen Zyklus geben kann.

Wir zeigen jetzt, daBl das in Lemma 2.5 angegebene notwendige Kriteri-
um fiir die Existenz Eulerscher Wege bzw. Zykeln auch hinreichend ist.

DEFINITION 2.7. Sei I' = (V, E) ein zusammenhingender Graph. Eine
Kante e € FE heifit Briicke, wenn der Graph IV = (V, E \ {e}), der aus T’
durch Wegnahme der Kante e entsteht, unzusammenhingend ist.

BEISPIEL 2.8.

einzige Briicke

LEMMA 2.9. Sei ' = (V, E) ein zusammenhdangender Graph und e € E.
Dann besteht der Graph T" = (V,E \ {e}) aus hichstens zwei Zusammen-
hangskomponenten.

BEWEIS. Sei e = {A, B} mit A # B. Es geniigt zu zeigen, daf} in IV =
(V,E \ {e}) jeder Knoten C' € V mit mindestens einem der Knoten A oder
B durch einen Kantenzug verbunden werden kann. Sei also C' € V. Da I’
zusammenhingend ist, kann in I" der Knoten C' mit A durch einen Kantenzug



68 5. GRAPHEN

« verbunden werden. Kommt die Kante e in « nicht vor, so sind wir fertig.
Andernfalls gibt es eine erstes Auftreten von e in o, d.h. « ist von der Form

a=(C,Dy,...,Dy,A,B,...,A) oder a=(C,Dy,...,D,, B,A,..., A).
~ ~——

€ [
Dann ist aber o' = (C,D1,...,Dy, A) bzw. o/ = (C,D1,...,D,, B) ein
Kantenzug von C nach A bzw. nach B in T'. 0

DEFINITION 2.10. Sei e = {4, B} eine Briicke im Graphen I' = (V, E),
so daf der Graph I'' = (V, E'\ {e}) den Punkt A als isolierten Punkt besitzt.
Dann heilt e hingende Kante von I' und A hdngender Knoten von I'.

BEISPIEL 2.11.

A B

LEMMA 2.12. Sei ' = (V, E) ein endlicher zusammenhdngender Graph
mit
deg(P) =0 (mod 2) firalle PeV.
Dann besitzt I' keine Briicke.
Man beachte, dal dies falsch wird, wenn man die Voraussetzung der
Endlichkeit fallen 148t. Ein Gegenbeispiel ist der Graph I' = (Z, E) mit
E={{n,n+1} |n€Z},also

—o o o o o
-2 -1 0 1 2

BEWEIS. Seie = {4, B} eine Briicke in I'. Dann zerfillt IV = (V, E\{e})
in zwei Zusammenhangskomponenten. Sei I'1 = (Vi, E;) die Zusammen-
hangskomponente von A. Es gilt dann

degr, (4) = degr(4) — 1,
degr, (P) = degr(P) fiir alle P € V1 \ {A}.

Es gibt also in I'; genau einen Knoten (ndmlich A) mit ungeradem Grad;
alle anderen haben geraden Grad. Dies widerspricht aber Lemma 2.4. 0

LEMMA 2.13. Sei I' = (V, E) ein endlicher zusammenhdngender Graph,
der genau zwei Knoten mit ungeradem Grad besitzt. Sei A € V ein Knoten

mit degp(A) ungerade und > 1. Dann gibt es mindestens eine Kante e =
{A,B} € E, die keine Briicke ist.

BEWEIS. Seie = {4, B} eine beliebige von A ausgehende Kante. Wenn e
keine Briicke ist, so sind wir fertig. Sei also e eine Briicke. Dann zerfillt T in
zwei Zusammenhangskomponenten. Sei I'y = (V4, E;) die Zusammenhangs-
komponente von A. Alle Knoten in I'; haben dann (nach Voraussetzung und
Lemma 2.4) einen geraden Grad. Aus dem vorigen Lemma 2.12 folgt, daf}
I'; keine Briicke besitzt. d

Jetzt konnen wir zeigen, dal das in Lemma 2.5 angegebene Kriterium
fiir die Existenz Eulerscher Wege und Zykeln auch hinreichend ist.

Satz 2.14. SeiT' = (V, E) ein endlicher zusammenhdangender Graph.
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(a) Sind A,B € V Knoten mit
deg(A) =1 (mod 2),
deg(B)=1 (mod 2),
deg(P) =0 (mod 2) fir alle P €V \ {A, B},

so gibt es in " einen Eulerschen Weg von A nach B.
(b) Gilt
deg(P) =0 (mod 2) firalle PeV,

so besitzt T' einen FEulerschen Zyklus.

BEWEIS. Induktion iiber die Anzahl der Kanten von I'.

(a). Fall deg(A) = 1. Dann ist A ein hingender Knoten und die einzige
von A ausgehende Kante e ist eine hingende Kante. Wir betrachten den
Graphen IV = (V' \ {A}, E'\ {e}); sei e = {4, C}.

UFall C = B. Dann haben alle Knoten in I” einen geraden Grad. Nach
IH(b) gibt es deshalb in I einen Eulerschen Zyklus mit Anfangs- und End-
punkt B. Zusammengesetzt mit der Kante e liefert dies einen FKulerschen
Weg in T" von A nach B.

UFall C # B. Dann gilt

degr(C)=1 (mod 2),
degr(B) =1 (mod 2),
degr(P) =0 (mod 2) firalle PeV\{A4,B,C}.

Nach IH(a) gibt es deshalb in I" einen Eulerschen Weg von C nach B.
Zusammengesetzt mit der Kante e liefert dies einen Eulerschen Weg in I
von A nach B.

Fall deg(A) > 3. Dann gibt es nach Lemma 2.13 eine von A ausge-
hende Kante e = {4, C}, die keine Briicke ist. Also ist IV = (V, E \ {e})
zusammenhéngend.

UFall C = B. Dann haben alle Knoten in I einen geraden Grad. Nach
IH(b) gibt es deshalb in I einen Eulerschen Zyklus mit Anfangs- und End-
punkt B. Zusammengesetzt mit der Kante e liefert dies einen FKulerschen
Weg in I" von A nach B.

UFall C # B. Dann haben in I die Knoten C und B einen ungeraden
und alle anderen Knoten (einschlieflich A) einen geraden Grad. Nach TH(a)
gibt es einen Eulerschen Weg in IV von C nach B. Zusammengesetzt mit e
liefert dies wieder einen Eulerschen Weg in I von A nach B.

(b). Wir kénnen annehmen, dafl I' mindestens eine Kante e = {4, B}
hat. Dann ist nach Lemma 2.12 diese Kante keine Briicke, also der Graph
I = (V, E \ {e}) zusammenhiingend. Es gilt

degri(A) =degp(4A) —1 =1 (mod 2),
degr(B) =degp(B) —1=1 (mod 2),
degp/ (P) = degp(P) =0 (mod 2) firalle PeV\{A,B}.

Nach TH(a) gibt es in I einen Eulerschen Weg von A nach B. Zusammen-
gesetzt mit der Kante e liefert dies einen Fulerschen Zyklus in T'. 0
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DEFINITION 2.15. Ein Hamiltonscher Weg in einem Graphen I = (V, E)
ist ein Weg, in dem jeder Knoten v € V genau einmal vorkommt. Ein Ha-
maltonscher Zyklus ist ein Hamiltonscher Weg, der gleichzeitig ein Zyklus
ist.

Es ist kein effizienter Algorithmus zur Auffindung der Hamiltonschen
Wege in einem endlichen Graphen bekannt. Effizient soll hier bedeuten. daf§
die Komplexitit hochstens polynomial in der Anzahl der Kanten ist.

DEFINITION 2.16. Sei I' = (V, E) ein Graph. Unter dem Kantengraph
(englisch line graph) L(T") zu I versteht man den Graphen

L(T)= (E,E)
mit
E' :={{e,f} CE|e+# f und es gibt einen gemeinsamen Eckpunkt
Avoneund finT}
BEISPIEL 2.17.

T L(T)
d
C e C
d e b
a a b

LEMMA 2.18. Sei I' ein Graph, der einen FEulerschen Zyklus besitzt.
Dann besitzt der zugehorige Kantengraph L(T") einen Hamiltonschen Zyklus.

BEWEIS. Sei

€1 €2 €3 €n

A Ay Ay A1 Ap =4

ein Eulerscher Zyklus in I'. Dann sind nach Definition die Kanten e; paar-
weise verschieden. Der zugehorige Hamiltonsche Zyklus in L(I") verbindet
die Knoten ey,...,e,,e; von L(I'). Dies ist ein geschlossener Weg in L(T'),
da {e;,e;+1} € E' und ebenso {e,,e1} € E'. 0

3. Abstidnde in bewerteten Graphen

Behandelt werden

e der Algorithmus von Moore zur Berechnung der Abstinde der Kno-
ten in einem Graphen von einem gegebenen Knoten vy (Komple-
xitdt O(n)),

e eine Verallgemeinerung des Warshall-Algorithmus zur simultanen
Bestimmung aller kiirzesten Abstinde in einem bewerteten Gra-
phen T' = (V, E,d) (Komplexitit O(n?)),

e der Algorithmus von Dijkstra zur Bestimmung der kiirzesten Ab-
stinde von einem festen Knoten vy in einem bewerteten Graphen

I = (V, E,d) (Komplexitit O(n?)).
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Wir beginnen mit einem einfachen Abstandsbegriff. Sei I' = (V| E) ein
Graph und A, B € V. Man setzt d(A, B) := oo, wenn A und B in verschie-
denen Zusammenhangskomponenten von I' liegen, und d(A, B) := k, wenn
A und B durch einen Weg mit k Kanten, aber durch keinen Weg mit weniger
Kanten verbunden werden konnen. Insbesondere hat man also d(A4,A) =0
fir alle A € V.

Offenbar gilt dann

d(A,B) =0 genau dann, wenn A = B,
d(A,B) =d(B,A) (Symmetrie),
d(A,C) <d(A,B)+d(B,C) (Dreiecksungleichung).

Wir verwenden sogenannte Adjazenzmengen oder Adjazenzlisten eines
Graphen I' = (V, E). Darunter versteht man die Menge Ar(v) aller Knoten
w € V mit {v,w} € E. Zur Adjazenzmatrix besteht ein einfacher Zusam-
menhang: Sei Mt = (a;;) € M(n x n,{0,1}) die Adjazenzmatrix von T
(bzgl. einer vorgegebenen Numerierung der Knoten). Dann ist

Ar(vi) = {vj | ayy =1},
#(Ar(v;)) = degr(v;) = Zeilensumme der i-ten Zeile von M.

Ferner ist )y #(Ar(v)) = >_degp(v) = 2 - #(F) nach Lemma 2.4.

Im Algorithmus von Moore benotigen wir einen Array d(v), v € V. Am
Ende steht in d(v) die Linge des kiirzesten Weges von vy nach v. Weiter
werden Mengen W (k) konstruiert, so da§ am Ende gilt W (k) = {v € V|
d(v) =k }.

d(vg) :==0; d(v) == o0 fiirv € V\ {vo };
W(0) = {uo};
for k:=1 ton do (n:= #(V))
if W(k — 1) = 0 then return end;
W (k) = 0;
forve | J{A(w) |we W(k—-1)} do
if d(v) = oo then
d(v) := k;
W (k) := W (k) U {v};
end;
end;
end;
end;

Nach dem k-ten Durchlauf der Schleife sind alle Knoten richtig bestimmt,
die von vy einen Abstand < k haben; dies zeigt man leicht durch Induktion
iiber k. Ferner ist offensichtlich, daf} der angegebene Algorithmus von Moore
eine Komplexitdt O(n) hat, also linear ist.

Den restlichen in diesem Abschnitt behandelten Algorithmen liegt ein
feinerer Abstandsbegriff zugrunde, bei dem jeder Kante e € E des betrach-
teten Graphen I' = (V, E) eine nicht negative rationale Zahl oder oo als
Abstand d(e) zugeordnet ist.

DEFINITION 3.1. Ein bewerteter Graph ist ein Tripel (V, E,d), wobei
(V,E) ein (ungerichteter) Graph ist und d eine Funktion d: E — Q" :=



72 5. GRAPHEN

{r € Q| r > 0}; d heiit Bewertungsfunktion. Wir erweitern d auf alle
{u,v} ¢ F mit u # v, indem wir setzen

d(vi,vj) == oo fiir {v;,v;} ¢ E mit ¢ # j.

Die Linge eines Weges a = (v, ..., vy,) ist
o ==Y d(vi, vig1)-
i<n

Um den Warshall-Algorithmus und seine Analyse auf diese Situation
verallgemeinern zu konnen, fithren wir zunéichst eine Halbringstruktur auf

X =Q"U{oo}={reQ|r>0}U{x}

ein. (X,V,A) wird zu einem Halbring mit Einselement 0 und Nullelement
oo, wenn man V,A: X X X — X definiert durch

iibl. Min. in Q fallsr,s € Q

. r falls r € Q5 = 00
7V s :=min(r,s) :=
s falls s € Qr = ¢
o0 falls r = s = o0,
ibl. Summe in Q fallsr,s € Q
TAS:=1+8:=
00 falls » = oo oder s = oo.

Dies 148t sich leicht beweisen.

Einem bewerteten Graphen I' = (V, E,d) mit d: E — Q' U {oc} und
V = {v1,...,v,} ordnen wir eine Matrix D = (d;;) € M(n x n,Q" U {c0})
zu durch

0 fiir + = 7,
dij = d(’U,’,’Uj) fiir {’U,’,’Uj} € E’
00 sonst.

Wir geben zunéichst eine graphentheoretische Interpretation der Poten-
zen D* der Matrix D iiber dem Halbring (Q* U {co}, min, +).

LEMMA 3.2. Sei D die dem bewerteten Graphen T' = (V, E,d) zugeord-
nete Matriz und D* = (aij) die k-te Potenz von D bzgl. der Matrizenmulti-
plikation iber dem Halbring (QT U{oco}, min, +). Dann ist aij das Minimum
der Lingen aller Wege von v; nach vj mit hochstens k Kanten (k > 1).

BEWEIS. Induktion iiber k. Der Induktionsanfang £ = 1 ist trivial. Im
Schritt &k — 1+ k haben wir D*~! = (;;) und D¥ = D¥~1. D = (a;;). Dann
gilt

aij=\/ (bwAdy)= min (by+dy;).

v=1,..,n
v=1,...,n

Offensichtlich ist also a;; die Linge des kiirzesten Weges « von v; nach v;
mit héchstens k£ Kanten. 0

LEMMA 3.3. Der folgende verallgemeinerte Warshall-Algorithmus ver-
andert die eben angegebene Mairiz D so, daf$ am Ende der Matriz-Eintrag
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dj die kiirzeste Lange eines Weges von vj nach vy ist:

fori:=1ton do
for j:=1ton do
fork:=1ton do
djk := min(djk, dji + dix)
end;
end;
end;

Die Komplexzitit ist O(n3).

BEWEIS. Sei D der Inhalt des Speicherplatzes fiir D nach dem i-ten
Durchlauf der dufleren Schleife. Wir zeigen durch Induktion iiber i, dafl
dgzk) die Liange des kiirzesten i-Weges (d.h. Weg mit Zwischenpunkten aus
{v1,...,v;}) von vj nach vy, ist.

Nach Annahme ist die Behauptung fiir ¢ = 0 richtig. Schritt 1 — 1 — 4:
Aufgrund des Algorithmus haben wir

dS) = min(d$y, D, dSY +dly ).
fir alle j,¢,k. Man betrachte einen -Weg o = vjA; ... Ayvp von v; nach
vk, der unter allen solchen i-Wegen kiirzeste Lange hat. Fall 1. v; kommt in
Aq... A, nicht vor. Dann ist

d\) = min(d$y, D, dl) +dfy )

ik g1
= dg-z;l) nach Annahme
= |a| nach TH.

Fall 2. v; kommt in A;... A, vor. Wir kbnnen annehmen, dal v; genau
einmal in Ay ... A, vorkommt. Dann hat o die Form

a=vjA1... A1V Appr .. Apuj

mit Ay,..., Am—1, Amst1, -, Ap € {v1,...,vi—1}, und nach der IH ist dann
dY = (v, Ar,. . Ay, 00)] und dY = [(vi, A, An, vk)|. Es

folgt
) = il D+ )
= dg.’;.*l) + dz(.]icfl) nach Annahme
= | nach ITH.

Damit haben wir die Korrektheit des verallgemeinerten Warshall-Algorith-
mus gezeigt; seine Komplexitit ist offenbar wieder O(n?). O

Wir behandeln jetzt den Dijkstra-Algorithmus zur Bestimmung der Ab-
stinde von einem festen Knoten. Gegeben ist ein bewerteter Graph I' =
(V,E,w) mit w: E — Q" U{oo}; wir setzen wieder w(u,v) := oo falls u # v
und {u,v} ¢ E.



74 5. GRAPHEN

Gesucht ist eine Abbildung d: V' — QT U{oo} so daf d(v) die Léinge des
kiirzesten Weges von vy nach v ist.
d(vg) :=0; d(v) ;= oo fir v € V\ {vp};
U:=V (= set of undone nodes);
while U # () do

(pick u € U such that d(u) = min,cy d(v));
forve U do
d(v) := min(d(v), d(u) + w(u,v));
end;
U:=U\{u};
end;
Die Komplexitiit ist offenbar O(n?).
Wir zeigen jetzt die Korrektheit dieses Dijkstra-Algorithmus. Es werden
der Reihe nach Knoten vy = u1,u2,...,u, aus U entfernt. Fiir v € V sei
d(v) := tatséichlicher kiirzester Abstand von vg nach v,
d(v) := Ergebnis des Dijkstra-Algorithmus,
d® (v) := Inhalt von d(v) nach dem i-tem Durchlauf der while-Schleife.
Man beachte, daf} offenbar gilt
(A7) dO () > -+ > dD () = dOD () = - = d™ () = d(wi) > d(ws),
(18) d™® (up) + w(ug, uip1) > d® (uiyy) fiir k <.
(17) ist klar, und (18) sieht man wie folgt. Im k-ten Durchlauf wird erst
uy ausgewdhlt und dann fiir u; und alle anderen unerledigten Knoten v —
insbesondere u;,; — die d¥)-Abstiinde so festgelegt, daB
d®)(v) = min{d® 1 (v), d®) (up) + w(ug, v)} < d® (ug) + wlug,v).
Wir zeigen
d(us)

durch Induktion nach 4; wegen d(u;)

d(u;)

>
< d(u;) folgt daraus die Behauptung.

BEWEIS. Basis i = 1. Es ist u; = vg und d(vg) = d(vg) = 0. Schritt

{k|k<i}—i+1. Seiu; =vg,v1,...,0mnm,ui+1 ein kiirzester Weg von v
nach w;yq.
Fall 1. Alle inneren Knoten vy, ..., vy, liegen in {ui,...,u;}. Sei etwa

U = Ug mit k < 4. Dann gilt

d(uiv1) = d(uk) + w(uk, uit1)
= d(ug) + w(ug, wit1) nach IH fir &k

= d®) (uy,) + w(ug, uis1) mnach (17)
> d(k)(uiﬂ) wegen k < ¢ nach (18)
> d(uiy1) nach (17).
Fall 2. Seien vy, ...,v; € {u1,...,u;}, aber vjy1 ¢ {u1,...,u;}. Sei etwa

vj = ug mit k < i. Annahme: d(u;;1) < d(uj41). Dann erhdlt man

d(uit1) > d(uiy1)
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= d(ug) + w(ug, vjt1) + ...

= d(ug) + w(ug,vj+1) + ... nach IH fir k

> d(ug) +w(ug, vji1)

= d® (up) + w(ug, Vj+1) nach (17)

> d(k)(vj+1) nach (18) wegen k <
und vj41 ¢ {ug,...,u;}

> d) (1) wegen k < i nach (17).

Also ist d(u;ir1) = d (uiy1) > dOH) (v41). Mit w1 & {u1,-..,u;} folgt,
dafl vj11 vor w41 aus U hitte entnommen werden miissen, und wir haben
einen Widerspruch. O

Tabelle 1 enthélt ein Beispiel fiir den Ablauf des Dijkstra-Algorithmus.

4. Ein dem Dijkstra-Algorithmus entsprechender Beweis

Wir wollen jetzt einen Weg aufzeigen, wie man den Dijkstra- Algorithmus
aus dem Beweis einer geeigneten Existenzaussage gewinnen kann. Dazu rei-
chern wir den Dijkstra-Algorithmus so an, da8 er nicht nur den kiirzesten
Abstand liefert, sondern zusétzlich noch einen entsprechenden Weg; dies
scheint in jedem Fall eine sinnvolle Erweiterung zu sein.

Der im vorangehenden Abschnitt gefithrte Beweis eignet sich nicht fiir
diesen Zweck, da er wesentlich das Minimumprinzip verwendet und des-
halb nicht konstruktiv ist: er begann (im Induktionsschritt) mit ,Sei u; =

V0, V1, .-, Um, Uit+1 €in kiirzester Weg von vy nach u; 1.
Gegeben ist also ein bewerteter Graph I' = (V, E,w) mit w: E — N.
Zur Vereinfachung nehmen wir V' = {0,1,...,N — 1} an, wobei 0 der aus-

gezeichnete Knoten sein soll. Wir setzen noch w(0,0) = 0 und — falls u,v
nicht beide 0 sind — w(u,v) := oo falls {u,v} ¢ E.

Wir zeigen: zu jedem Knoten a gibt es einen , kiirzesten Abstand“ s € N
von dem ausgezeichneten Knoten vy zu a. Schreibt man

We(m) == Z w(f(:), f(i+1)) (Abstandssumme),
i<m

so bedeutet dies

(a) Es gibt eine Folge g von n + 1 Knoten, die mit dem ausgezeichneten
Knoten 0 beginnt und mit dem Knoten a endet, deren Abstandssumme
Wy(n) gleich s ist.

(b) Fiir jede beliebige Folge f von m Knoten, die auch mit dem ausgezeich-
neten Knoten 0 beginnt und mit dem Knoten a endet, ist die Abstands-
summe Wj(m) mindestens so grofl wie s.

Mit anderen Worten:
SATz 4.1. Fir jedes a € V gibt es ein s € N mit

(a) (3g,n<N).g(0) =0Ag(n) =aAs=Wgy(n)
(b) Vf,m.f(0) =0 — f(m) =a — s < Wy(m)
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Auswahl Aktualisierung
6 @ s
©<Z>
1=0: 2 i =1: ®@ 2
6 6
© ©
i=2 ® 2 i=3: ®@ 2
6
©
i=4: 2
6 @
©
i=6: ®@ 2
6
© @)
i=8: @ 2 ®

6
©)
1 = 10: 2

TABELLE 1. Ein Beispiel fiir den Dijkstra-Algorithmus
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Zum Beweis werden wir Funktionen next: V' — V und d: V — NU {oo}
konstruieren mit folgender intendierter Bedeutung:

next(a) Nachfolger auf einem kiirzestem Weg zu 0, bzw. 0,
d(a) Linge dieses Weges.

Fiir sie werden wir die folgenden Aussagen beweisen, fiir alle a,b € V:

(19) d(0) =0

(20) a # 0 — next(a) # a

(21) d(next(a)) < oo

(22) d(a) = d(next(a)) + w(next(a), a)
(23) d(a) < d(b) + w(b,a)

Wir zeigen zunichst, dafl aus (19)-(23) der obige Satz folgt.

BEWEIS. Setze s := d(a).
(a). Sei

next(h(z)) falls h(i) #0
0 sonst.

h(0) :==a, h(i+1):= {

Im Fall A(i) # 0 ist

d(h(i + 1)) = d(next(h(7)))
< d(next(h(i))) + w(next(h(i)), h(i)) wegen (20) und (21)
= d(h(7)). wegen (22).

Es gibt also ein kleinstes n < N mit h(n) = 0. Setze g(i) := h(n — ), also
9(0) = h(n) = 0 und g(n) = h(0) = a. Wir zeigen

> wlg(k), gk +1)) = d(g(5)).
k<j

durch Induktion iiber j. Basis j = 0. Klar wegen g(0) = 0. Schritt j — j+ 1.
Wegen j < nist auchi:=n—j —1 <mn, also

h(i+1) = next(h(i))
h(n —(n—i—1)) = next(h(n — (n —1)))
g(n —i—1) = next(g(n — i))
9(j) = next(g(j + 1)).
Daraus folgt
S wlglk), gk + 1))
k<j+1
= 37 wlglk), g0k + 1)) + wlg(), oG +1)
k<j
=d(9(5)) +w(g(4),9(j +1)) nach IH

= d(next(g(j + 1)) + w(next(g(j +1)),9(j + 1)) s. o
=d(g(j +1)) nach (22).
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(b). Gegeben sei f: N — V mit f(0) = 0. Wir zeigen f(m) = a — d(a) <
Wg(m) durch Induktion iiber m. Basis m = 0. Dann ist a = f(0) = 0, also
d(a) = 0 nach (19). Schritt m — m + 1. Gelte a = f(m + 1). Dann ist
s=d(a) =d(f(m+1)) und

d(f(m+1)) <d(f(m)) + w(f(m), f(m +1)) nach (23)
<Y w(f(@), f(i+1)) +w(f(m), f(m+1)) nach IH

<m

= > w(f(), fi+1)
i<m+1
= Wf(m +1).

Damit ist alles gezeigt. O

Zur Konstruktion der Funktionen next: V.— V und d: V — N U {oo}
definieren wir, fiir jedes n < N

e cine Menge set C,, C V, die Menge der berechneten Knoten der
Stufe n,

e cine Funktion next,: V — V, die zu jedem Knoten den ndchsten
Knoten auf einem kiirzesten Weg von a zu 0 angibt, soweit dies auf
der Stufe n bekannt ist,

e eine Funktion d,: V — NU {oco}, die zu jedem Knoten den Ab-
stand von 0 auf dem durch die next-Funktion bestimmten Weg zu
0 berechnet, soweit dies auf der Stufe n bekannt ist,

e p,, der auf der Stufe n ausgewihlte (,,picked“) Knoten.

Sei
Cyp := {0}, nexto(a) := 0, do(a) := w(a,0).
Nehmen wir an, auf der Stufe n haben wir p,, gewahlt mit
(24) Pn < N App ¢ Cp AVa.dy(a) < dp(pn) = a € Cp.
Sei

Cn1 = Cp U {pn},
et () i {pn falls dy (pn) +w(pn, @) < dn(a),

next,(a) sonst,

dp+1(a) := min{d, (pn) + w(pn,a),d,(a)}.

Man beachte, dal der Algorithmus relativ zu einem anderen einfachen Such-
algorithmus pick ist, der zu einer gegebenen Menge C' C V und Abstands-
funktion d: V- — N U {oo} ein pick(C,d) € V' \ C liefert, das unter allen
a € V'\ C einen minimalen Abstand d(a) hat.
Wir werden fiir jedes n < N beweisen:

#(Cn) =n+1,

d,(0) =0,

a#0 — next,(a) # a,

next,(a) € Cp,

dy(next,(a)) < oo,

(25
(26
2

(28
(29

3
R N
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(30) dy(a) = dp(nexty(a)) + w(next,(a), a),
(31) beC,—dy(a) <dy(b) +w(b,a),
(32) beC, —dy(a) <dy(b) —acCy.

Aus (25) folgt Cny—1 = V, und (26)—(31) besagen dann gerade, daf d :=
dn_1 und next := nexty_; die Bedingungen (19)—(23) erfiillen.

Es bleibt zu zeigen, daf§ (25)-(32) gelten. Wir zeigen dies durch Induk-
tion iiber n. Der Basisfall n = 0 ist klar. Fiir den Schritt nehmen wir an,
daB (25)—(32) fiir n gelten, und daB p, entsprechend (24) gewihlt ist, also

pn <N, p,¢C,, Vady(a)<d,(p,) —acC,.

(25) fur n + 1 folgt aus p, < N und p, ¢ C,. (26) fir n + 1 ist klar, und
(27) fiir n+ 1 folgt aus der Definition mit TH(27). Ebenfalls folgt (28) sofort
aus den Definitionen. — Wir zeigen jetzt zunichst

(33) dpi1(a) = dp(a) fir alle a € C,,.

Sei also a € C,. Wegen p, ¢ C, folgt d,(a) < d,(p,) nach IH(32), also
dp+1(a) = dp(a) nach Definition.
Beweis von dpi1(nexty+1(a)) < co. Im Fall dy,(pn) + w(pn,a) < dp(a)
ist dpt1(a) = dp(pn) + w(pn, a) < 0o, also auch
dn+1(nextn+1(a)) = dn—|—1( n) = dn(pn) < 0.

Andernfalls ist next,y1(a) = next,(a), also wegen next,(a) € C, nach (33)
auch dyy1(next,11(a)) = dy(next,(a)) < oc.

Beweis von Yady11(a) = dpt1(nextyt1(a)) + w(nexty41(a),a)). Fall 1:
dp(pn) + w(pn,a) < dp(a). Man beachte, daB dpi1(pn) = dn(pn), denn
dp+1(pn) = min{d,(pn) + w(Pn, Pn), dn(pn) }- Also gilt

dn+1(a)
= dpt1(pn) + w(pn,a) nach Definition und Bemerkung
= dpy1(next,1(a)) + w(next,11(a),a) nach Definition von next,.1(a).
Fall 2: Sonst. Dann gilt nach Definition dj,1(a) = dy(a) und next,y1(a) =
next,(a). Die Behauptung folgt aus der IH und (33) wegen next,(a) € C,.
Beweis von ¥Ya,b.b € Cpy1 — dpti1(a) < dpt1(b) + w(b,a). Sei b € Cpyi.
Fall b € Cy,. Dann gilt
dpt1(a) < dp(a) nach Definition
< dp(b) + w(b,a) nach TH
=dp41(b) + w(b,a) mnach (33).
Fall 2: b = p,. Man beachte wieder dp+1(pn) = dn(pn), da dpt1(pn) =
min{d, (pn) + w(Pn,Pn),dn(pPn)}. Dann gilt
dp+1(a) < dp(pn) + w(pn,a) nach Definition
= dpt1(pn) + w(pp,a) mnach der Bemerkung
= dp41(b) + w(b, a).

Beweis von Ya,b.b € Cpi1 — dpyi1(a) < dpt1(b) = a € Cpyq. Gelte

b € Cpy1 und dpyi(a) < dpt1(b). Fall dp(pn) + w(pn,a) < dp(a), d.h.
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dp+1(a) = dp(pn) + w(pp,a), also
dn(pn) < dn(pn) + w(pn,a)

= dp+1(a) nach Definition
< dpt1(b) nach Annahme
< dy(b) nach Definition.

Unterfall b € C,. Dann folgt aus der IH und der obigen Ungleichung p,, €
Cp, also ein Widerspruch. Unterfall b = p,. Die obige Ungleichung liefert
unmittelbar den Widerspruch d,, (p,) < d,(pn).
Fall sonst, d.h. d,+1(a) = dy(a), also
dp(a) = dpy1(a) nach Definition
< dpy41(b) mnach Annahme
< dy(b) nach Definition.

Unterfall b € C,,. Aus der IH folgt dann a € C,,. Unterfall b = p,,. Die obige
Ungleichung liefert a € Cy,, nach Wahl von py,.



KAPITEL 6

Baume

Ein (ungerichteter) Graph G heifit Baum, wenn er azyklisch und zusam-
menhéngend ist. Dies ist dquivalent damit, daf} je zwei Knoten durch einen
eindeutig bestimmten Weg verbunden werden kénnen, oder auch damit, dafl
die Anzahl der Kanten um eins grofler als die Anzahl der Knoten ist.

Wir betrachten wieder bewertete Graphen, bei denen jeder Kante eine
feste rationale Zahl (oder oo) als Kantenlinge zuordnet ist. Der Kruskal-
Algorithmus bestimmt einen minimalen aufspannenden Baum zu einem ge-
gebenen zusammenhéngenden bewerteten Graphen. Im Beweis verwenden
wir das Austauschlemma der Graphentheorie, das eine einfache Folgerung
aus dem Austauschlemma der linearen Algebra ist.

1. Allgemeine Begriffe

DEFINITION 1.1. Ein Graph heifit azyklisch, wenn er keine Zykeln be-
sitzt. Ein Baum ist ein zusammenhéngender azyklischer Graph. Ein azykli-
scher Graph heifit ein Wald.

Ein Graph ist also genau dann ein Wald, wenn alle seine Zusammen-
hangskomponenten Biume sind.

LEMMA 1.2. Fiir jeden endlichen zusammenhdngenden Graphen I' =

(V. E) gilt #(E) > #(V) — 1.

BEWEIS. Induktion iiber #(E) =: n. Basis n = 0. Trivial. Schritt n —
n + 1. Sei e eine Kante, E' := E \ {e} und I := (V, E').

Fall T' zusammenhingend. Nach TH ist dann #(E’) > #(V) — 1, also
auch #(E) = #(E") + 1> #(V) - L

Fall T’ nicht zusammenhéingend. Dann besteht IV nach Kapitel 5, Lem-
ma 2.9 aus hochstens zwei Zusammenhangskomponenten, etwa I'y = (V, Eq)
und 'y = (Va, E2), und es ist V = V1 UVo und E'\ {e} = E1UE,. Auf die bei-
den Teilgraphen kann man die ITH anwenden und erhilt #(E;) > #(V;) — 1,
also #(E) = #(Bv) + #:(Ea) +1> #04) + #04) — 1= #(V) - 1. D

SAtTz 1.3. Fir einen endlichen zusammenhangenden GraphenT = (V, E)
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(a) T ist ein Baum (d.h. T ist azyklisch).
(b) Je zwei Knoten in T’ sind durch einen eindeutig bestimmten Weg ver-

bindbar.
(c) #(E) =#(V) - 1.

BEWEIS. (a) = (b). Gelte (a); wir nehmen an, daf§ (b) falsch ist. Dann
gibt es zwei verschiedene Wege

V1, W1, W2, ..., Wy, V2 und vi,ut,us,...,Un, V.

81
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Sei 49 maximaler Index mit w; = uy, w2 = ug, ..., w;, = u;,. Dann ist
V2, Wn, Wn—1y---,Wig = Ujgy---;Unm—1, Um, V2

ein Zyklus.

(b) = (a). Gelte (b); wir nehmen an, daf} (a) falsch ist. Es gibt also einen
Zyklus wy,ws, . .., w, = w; mit n > 4. Dann gibt es aber zwei verschiedene
Wege von w1 nach ws, ndmlich w, ws und w1 = wy, Wy—_1,-..,ws, Wws.

(a) = (c). Sei also I' = (V, E) ein Baum mit #(V) = n. Wir zeigen
#(E) = n — 1 durch Induktion iiber n. Fiir n = 1,2 ist die Behauptung
trivial. Schritt n — n+ 1. Durch Entfernen einer Kante aus I' = (V, E)) bilde
man IV = (V, E\{e}). Dann ist I nicht zusammenhingend, denn andernfalls
gibe es einen Zyklus in I'. Da ' zusammenhiingend ist, zerfillt T nach
Kapitel 5, Lemma 2.9 in zwei Zusammenhangskomponenten I'y = (V1, Ey)
und Ty = (V5,Ey), und es ist V. = V1 UV, und E \ {e} = E; U E,. Auf
die beiden Teilgraphen, die wieder Baume sind, kann man die TH anwenden
und erhilt #(B;) = #(V;) — L, also #(E) = #(Ey) + #(Bz) + 1 = #(V1) +
#(Va) — 1= #(V) — 1.

(c) = (a). Gelte #(F) = #(V) — 1. Annahme: T ist kein Baum. Dann
gibt es einen Zyklus in I'. Wir entfernen eine Kante e aus diesem Zyklus;
sei IV := (V, E'\ {e}). Dann ist IV zusammenhéngend. Nach Lemma 1.2 gilt
#(E') > #(V) — 1, also #(E) = #(E') + 1 > #(V) — 1+ 1 = #(V), also
4(B) £ £(V) — 1. .

DEFINITION 1.4. Ein Wurzelbaum T' = (V, E,r) besteht aus einem Baum
(V, E) mit einem ausgezeichneten Knoten r, der Wurzel genannt wird.

Man beachte, dafl es zu einem gegebenen Baum im allgemeinen mehrere
nicht isomorphe Wurzelbdume gibt. Dabei heiflen zwei Wurzelbdume I' =
(V,E,r) und I = (V', E',r") isomorph, wenn es einen Graphisomorphismus
w: V. — V' gibt (d.h. ¢ induziert eine Bijektion von E auf E'), so daf}
p(r) =r".

DEFINITION 1.5. Sei I' = (V, E,r) ein Wurzelbaum.

(a) Fiir jeden Knoten v € V wird die Tiefe definiert als die Linge des
eindeutig bestimmten Weges zur Wurzel minus 1. Unter der Hohe oder
Tiefe dp(I') des Wurzelbaums versteht man die maximale Tiefe eines
Knotens.

(b) Die partielle Ordnung auf T ist erklirt durch v; < vy genau dann, wenn
v1 auf dem eindeutig bestimmten Weg von der Wurzel nach vy liegt.

(c) Ein Knoten v € V heifit Blatt, wenn v maximales Element der in (b)
definierten partiellen Ordnung ist. Die iibrigen Knoten heiflen innere
Knoten. The Blitterzahl (engl. leaf size) Is(I') von I ist die Anzahl der
Blatter des Wurzelbaums.

(d) Seiwv € V ein Knoten. Ein Knoten v; € V heifit Kind von v, wenn v < v;
und {v, v} eine Kante des Baums ist. v heiflt dann Elternteil von v;.
Zwei Knoten heiflen Geschwister (engl. siblings), wenn sie denselben
Elternteil haben. T' heifit hochstens k-fach verzweigt (k-fach verzweigt),
wenn jeder innere Knoten hochstens k (genau k) Nachfolger hat.

Die Linge oder Grife eines endlichen Graphen I' = (V, E) ist die Anzahl
#(V) der Knoten des Graphen. Wir schreiben |I'| fiir die Gréfe von T'.



2. AUFSPANNENDE BAUME IN GRAPHEN: DER KRUSKAL-ALGORITHMUS 83

Sei I' ein hochstens k-fach verzweigter endlicher Wurzelbaum, d.h. jeder
Knoten hat hochstens & unmittelbare Nachfolger. Dann gilt offenbar
(a) |T| < 9P+ _ 1 fiir k > 2;
(b) |T'| = 2Is(I") — 1 fiir genau 2-fach verzweigte Wurzelbidume;
(c) Is(T") < |T.

2. Aufspannende Biume in Graphen: der Kruskal-Algorithmus

DEFINITION 2.1. Sei I' = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Ein
aufspannender Baum von T ist ein Baum 7' = (V,B) mit B C E, der
dieselbe Knotenmenge wie I' hat. Ist I' = (V, E) ein nicht notwendig zusam-
menhingender Graph, so versteht man unter einem aufspannenden Wald
von I' einen Wald 7' = (V, B) mit B C E, der dieselbe Knotenmenge wie I’
hat.

BEISPIEL 2.2. Man betrachte den Graphen

Aufspannende Bdume sind etwa

-

DEFINITION 2.3. Sei I' = (V, E,w) ein endlicher zusammenhingender
Graph mit Bewertungsfunktion w: E — Q. Ein minimal aufspannender
Baum ist ein aufspannender Baum 7' = (V, B) mit w*(T) := >, pw(b) <
w*(T") fiir alle aufspannenden Biume 7" = (V, B').

Aus dem nichsten Lemma wird folgen, dafl der gleich anzugebende
Kruskal-Algorithmus einen aufspannenden Baum liefert.

LEMMA 2.4. Sei I' = (V, E) ein endlicher zusammenhdngender Graph
und F C P(E) die Menge aller azyklischen Teilmengen von E. Offenbar ist
F durch C partiell geordnet. Sei Fy € F mazimales Element bzgl. C. Dann
ist (V, Fy) ein aufspannender Baum.

BEWEIS. Sei Fj ein maximales Element und nehmen wir an, da§ (V, Fp)
kein aufspannender Baum ist. Dann gibt es einen Knoten vy € V, der auf
keiner Kante von Fj liegt. Da (V, E) zusammenhingend ist, gibt es eine
Kante e = {vg,v} € E (also e ¢ Fp). Setze Fy := Fy U {e}. F; ist azyklisch,
denn da Fy nach Annahme azyklisch ist, miiite ein Zyklus e enthalten und
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deshalb ldge vy doch auf einer Kante von Fy. Damit wére aber Fj nicht
maximal. |

Wir zeigen jetzt das Austauschlemma der Graphentheorie; es ist eine
Folgerung aus dem bekannten Austauschlemma der linearen Algebra.

LEMMA 2.5. (Austauschlemma der linearen Algebra). Sei' V' ein Vektor-
raum Gber einem Kdrper K. Sei vy,...,v; ein k-Tupel linear unabhdngiger
Vektoren aus V und wy, ..., w; ein l-Tupel linear unabhdingiger Vektoren aus
V mit I > k. Dann gibt es einen Index j € {1,...,1} so daff vi,...,vg, w;
linear unabhdngig ist.

LEMMA 2.6. (Austauschlemma der Graphentheorie). Sei T' = (V, E) ein
endlicher zusammenhdngender Graph. Ferner seien Fy C E und F; C E
azyklische Teilmengen mit #(Fy) < #(F1). Dann gibt es eine Kante f €
Fy\ Fy so dafl Fy U{f} azyklisch ist.

BEWEIS. Sei V = {v1,...,vp} und E = {e1,...,en}. Die Inzidenzma-
trix IMp = (a;5) € M(n x m,{0,1}) von I" ist gegeben durch

1 falls v; € ey,
a;; 1=
* 0 sonst.

Die Koeffizienten der Matrix seien als Elemente des Korpers F, = {0, 1}
betrachtet. Jede Spalte der Matrix IM(T") hat genau zwei Komponenten mit
dem Wert 1, alle andere Komponenten sind = 0.

Wir zeigen, daf ein k-Tupel ej,...,e;, € E genau dann einen Zy-
klus enthilt, wenn die zugehdrigen Spaltenvektoren s;,...,s;, € Fy linear
abhiingig sind. Die Behauptung folgt dann aus dem Austauschlemma der
linearen Algebra.

—>. Nach einer eventuellen Umnumerierung kénnen wir annehmen, daf}
€jy5---,€j, einen Zyklus bilden. Also gibt es Knoten wg, w1, ..., w, = wp
mit e;; = {w;_1,w;}. Dann ist aber s;, +...+s;, = 0, da wir in [ arbeiten:
In der w; entsprechenden Zeile von IMr steht im Fall 1 < ¢ < p genau in
den Spalten sj; und sj,, eine 1, und im Fall ¢ = p genau in den Spalten s;,
und s;, eine 1.

<=. Sind sj,,...,s;, € Fy linear abhiingig, so gibt es eine nichttriviale
Linearkombination, die den Nullvektor darstellt. Man wéhle eine minimale
nichttriviale Darstellung des Nullvektors. Nach eventueller Umnumerierung
ist dies s;, + ...+ s;, = 0. Dann enthélt die Kantenmenge e;,, ..., e;, einen
Zyklus (wegen der Minimalitét ist sie sogar ein Zyklus). O

Insbesondere ergibt sich: Sind Fy, Fi C FE azyklische Teilmengen mit
#(Fo) = #(F1), so gibt es zu jeder Kante e € Fj eine Kante f € F; derart
daB (Fp \ {e}) U{f} azyklisch ist.

SATZ 2.7. Der folgende Kruskal-Algorithmus bestimmt einen minima-
len aufspannenden Baum in einem endlichen zusammenhdngenden Graphen
' = (V, E,w) mit Bewertungsfunktion w.

1. Ordne die Kanten nach aufsteigendem Gewicht: w(er) < w(ez) <
<L wlep).
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2. Aufbau des Baumes:
F:=0;
fori:=11ton do
if (FU{e;} is acyclic) then
F :=FU{e}
end;
end;

Beweis. Offenbar erzeugt der Kruskal-Algorithmus eine maximale azy-
klische Teilmenge von E, und nach Lemma 2.4 ist eine maximale azyklische
Teilmenge eines zusammenhéngenden Graphen ein aufspannender Baum. Zu
zeigen bleibt, dal dieser Baum minimales Gewicht hat, d.h. dafl es keinen
aufspannenden Baum von kleinerem Gewicht gibt.

Der vom Kruskal-Algorithmus gelieferte Baum habe etwa die Kanten
fiy-eos fr mit w(fi) < w(fe) < ... < w(fx). Wir nehmen an, dafl es einen
anderen aufspannenden Baum mit geringerem Gesamtgewicht gibt. Seine
Kanten seien etwa g1, . . ., g mit w(g;) < w(ge) < ... < w(gy). Man beachte,
daf man nach Satz 1.3 in beiden Féllen die Kantenzahl £ = #(V) — 1
hat. OBdA sei das Gegenbeispiel so gewahlt, dafl es eine maximale Anzahl
gemeinsamer Kanten mit dem Kruskal-Baum besitzt. Sei kg < k derjenige
Index mit

fko 7 9o und f; = g; fiir j > ko.

Fall w(fr,) < w(gk,).- Nach dem Austauschlemma kann man g, gegen
ein f; austauschen so da8 gi,...,9k,—1, fi» Gko+1,- - - » g Wieder ein aufspan-
nender Baum ist. Es gilt dann ¢ < k¢ (da man sonst kein k-Tupel hat), also
w(fi) < w(fk,) < w(gk,) nach Annahme. Der neue Baum ist also eben-
falls ein Gegenbeispiel, und er hat eine Kante mehr mit dem Kruskal-Baum
gemeinsam. Dies ist ein Widerspruch.

Fall w(gr,) < w(fk,)- Nach dem Austauschlemma kann man fj, gegen
ein g; austauschen so daf} fi,..., fro—1,9js fro+1,- - -, fx Wieder ein aufspan-
nender Baum ist. Es gilt dann j < ko, also w(g;) < w(gk,) < w(f,) nach
Annahme. Dies widerspricht aber der Wahl der f;: der Kruskal-Algorithmus
hétte schon dieses g; auswéhlen miissen.

Insgesamt haben wir also gezeigt, daf} es kein solches Gegenbeispiel geben
kann. 0

BEMERKUNG 2.8. Wie entscheidet man im Kruskal-Algorithmus effizi-
ent, ob durch Hinzufiigen einer Kante ein Zyklus entsteht? Man beachte
dazu, daf} bei der Ausfithrung des Kruskal-Algorithmus durch fortgesetztes
Hinzufiigen von Kanten stets Wilder entstehen. Sei F' ein solcher Zwischen-
wald, und e eine Kante, die nicht zu F gehort. F' besteht aus endlich vie-
len Zusammenhangskomponenten 711, ..., T,, die Biume sind. Es gilt dann:
F U {e} enthilt einen Zyklus genau dann, wenn beide Eckpunkte von e in
demselben T liegen.






KAPITEL 7

Induktive Definitionen

Viele der bisher und im folgenden untersuchten Begriffe sind ,induktiv
definiert“; Beispiele sind Terme und Formeln oder auch Herleitungen. Wir
wollen uns jetzt allgemein mit induktiven Definitionen befassen.

1. Fixpunkte

DEFINITION 1.1. Es sei U eine beliebige nicht leere Menge. Eine Abbil-
dung I': P(U) — P(U) heiit Operator iiber U. I' heifit monoton (oder auch
schwach wachsend), wenn fiir alle X, Y C U aus X C Y folgt I'(X) CI'(Y).

Ifp(l) .= {X CU|T(X)C X}

heiBt die durch I induktiv definierte Menge; Ifp(T") ist also der Durchschnitt
aller I'-abgeschlossenen Teilmengen von U. Definitionen dieser Art nennt
man (verallgemeinerte) induktive Definitionen.

SATZ 1.2. Sei I' ein monotoner Operator iber einer nicht leeren Menge
U. Dann gilt

(a) Wenn I'(X) C X, so ist Ifp(T") C X.
(b) T(ifp(I')) = Ifp(I).
Insbesondere ist also p(T') kleinster Fizpunkt von T.

BEWEIS. (a) folgt sofort aus der Definition von Ifp(T). (b). Aus I'(X) C
X folgt Ifp(T") C X nach (a), also T'(Ifp(I")) C I'(X) C X wegen der Mono-
tonie von I'. Nach Definition von Ifp(T") haben wir damit I'(Ifp(T")) C Ifp(T).
Mit der Monotonie von I' folgt weiter I'(I'(Ifp(T"))) C T'(Ifp(T")), also Ifp(T") C
['(Ifp(T")) wieder nach Definition von Ifp(T). 0

BEISPIEL 1.3. Sei 0 € U und S: U — U eine beliebige Funktion. Fiir
jede Menge X C U definieren wir

[X):={0ju{S) |ve X}
Offenbar ist I' monoton, und Ifp(I") besteht aus den Elementen 0, S(0),
S(S(0)) ... (die nicht notwendig verschieden sind).

BEISPIEL 1.4. Sei — eine zweistellige Relation auf U, also —C U x U;
wir nennen (U, —) auch ein Reduktionssystem. Fiir X C U sei

NX):={u|Vo.(u—v) >ve X}

Offenbar ist I' monoton; man nennt Ifp(T") den erreichbaren Teil von (U, ).
Gilt Ifp(T") = U, so heifit die Relation — terminierend oder auch noethersch;
die inverse Relation — ! heiit fundiert.

87
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Die im Satz 1.2(a) auftretende Pramisse I'(X) C X ist im Spezialfall des
Beispiels 1.3 dquivalent zu

Vuu =0V weX(u=Sw)) > ueX,
d.h. zu
0 € X AVveX S(v) € X),
und die Konklusion ist Vu€lfp(I') u € X. Offenbar ist also die Aussage von
Satz 1.2(a) eine Art allgemeines Induktionsprinzip. Allerdings haben wir im
yInduktionsschritt“ nicht ganz die gewiinschte Form: statt VveX S(v) € X
hitten wir gerne Vv€elfp(l') v € X — S(v) € X. Dies lifit sich jedoch leicht
erreichen. Der folgende Satz formuliert die entsprechende Aussage fiir den
allgemeinen Fall.
SATz 1.5 (Induktionsprinzip fiir induktive Definitionen).

Wenn ['(X Nifp(l')) C X, so ist Ifp(I') C X.

BEWEIS. Wegen I'( X Nifp(I")) C I'(Ifp(T")) = Ifp(T") folgt aus der Pramis-
se I'(X Nifp(T")) € X NIfp(T"). Daraus erhilt man Ifp(I") C X N Ifp(I") nach
Definition von Ifp(T’), also Ifp(T") C X. 0

Man beachte, daf sich wegen I'(X N Ifp(T")) C T'(ifp(I")) = Ifp(T") die
Priamisse des Satzes noch abschwichen lafit zu Ifp(I') N T'(X N Ifp(T)) C X.
Dies ist jedoch so offensichtlich, daff wir es nicht in die Formulierung des
Satzes aufgenommen haben.

Im Beispiel des erreichbaren Teils einer Relation +— schreibt sich die
Pramisse I'(X N Ifp(T")) € X des Induktionssatzs als

Vu.Vo.(u = v) 5> v e XNIfp(l)] - u e X.
BEISPIEL 1.6. Sei 0 € U und S: U — U sowie sup: UN — U beliebige
Funktionen. Fiir jede Menge X C U definieren wir
INX):={0}U{S(v) |veX}U{sup(f)|VneN f(n) € X }.
Offenbar ist I' monoton, und p(T") besteht aus den Elementen
0,5(0),S5(5(0))...w,S(w), S(S(w)),...w-2,S(w-2),...

(die nicht notwendig verschieden sind). Hierbei steht w fiir sup(fy), wobei
fo: N = U definiert ist durch fy(n) := S™(0).

2. Approximation von Fixpunkten

Der kleinste Fixpunkt Ifp(I") des monotonen Operators I' war sozusagen
,von oben* definiert, als Durchschnitt aller Mengen X mit I'(X) C X. Wir
wollen jetzt zeigen, dafl man ihn auch durch schrittweise Approximation
»,von unten“ erhalten kann. In der hier betrachteten allgemeinen Situation

miissen wir dazu eine transfinite [teration der Approximationsschritte lings
der Ordinalzahlen durchfiihren.

DEFINITION 2.1. Es sei I' ein monotoner Operator iiber einer nicht leeren
Menge U. Wir definieren durch transfinite Rekursion iiber alle Ordinalzahlen
a:

e .=,
reth.=(re),
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M o=Jre,

E<A
wobei ) fiir eine Limeszahl steht.

LEMMA 2.2. Ist T ein monotoner Operator iber einer nicht leeren Menge
U, so gilt fiir alle Ordinalzahlen «a:

(a) T C Poe-}-l'
(b) T C fp(T).
BEWEIS. (a). Durch transfinite Induktion nach «. Der Fall @ = 0 ist
trivial. Im Nachfolgerfall haben wir
r*=rr*!) crre) =ret.

Hierbei haben wir die IH und die Monotonie von I' benutzt. Im Limesfall
erhilt man

M"=Jrec et = (Jrad cr(ré) =l
E<A E<A E<A E<A
Hierbei haben wieder wir die IH und die Monotonie von I' benutzt.

(b). Durch transfinite Induktion nach «. Der Fall = 0 ist trivial. Im
Nachfolgerfall haben wir nach TH T'*~! C Ifp(T). Daraus folgt wegen der
Monotonie von I’

re = T(r*~1) C T(fp(T)) = Ifp(T).
Im Limesfall erhilt man fiir alle £ < A aus der IH I'¢ C Ifp(T"). Daraus folgt
™ = | ¢ C ifp(D).
E<A
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Weiter zeigen wir, dafl der kleinste Fixpunkt erreicht ist, sobald der
néchste Iterationsschritt keine neuen Elemente mehr liefert.

LEMMA 2.3. IstT' ein monotoner Operator tber einer nicht leeren Menge
U, so gilt fir alle Ordinalzahlen o:
Wenn T® = T2*! 50 Ifp(T") =T°.

BEWEIS. Sei I'* = T'%*! also I'* = ['(T'®). Dann ist I'* ein Fixpunkt
von T', also Ifp(I") C I'*. Die umgekehrte Inklusion folgt aus Teil (b) des
vorangehenden Lemmas. 0

Das néchste Satz sagt aus, dal der kleinste Fixpunkt immer nach hin-
reichend vielen Iterationsschritten erreicht wird.

SATZ 2.4. Ist T ein monotoner Operator tGber einer nicht leeren Menge
U, so gibt es eine Ordinalzahl o mit
re = Iifp(T).

Die kleinste Ordinalzahl o mit T'® = Ifp(T") bezeichnet man als die Abschlul-
zahl von T

BEWEIS. Giébe es kein derartiges «, so hitte man stets T & retl. Die
Abbildung On — P(U), a — I'* wire also injektiv, was aus Kardinalitits-
griinden unméglich ist. 0
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Wir betrachten jetzt den wichtigen Spezialfall von stetigen Operatoren
I', mit denen wir es im folgenden ausschliefllich zu tun haben werden.

DEFINITION 2.5. Sei U eine nicht leere Menge. Eine Teilmenge Z C
P(U) heiit gerichtet, wenn fiir jedes endliche Zy C Z ein X € Z existiert
so daB gilt Y C X fiir alle Y € Z;. Ein Operator I': P(U) — P(U) heift
stetig, wenn fiir jede gerichtete Teilmenge Z C P(U) gilt

N J2z) = {T(x)| x ez}

LEMMA 2.6. Sei I' ein Operator iber einer nicht leeren Menge U. Ist T’
stetig, so ist I' auch monoton.

BeEweis. Fir X, Y C U mit X CY gilt wegen der Stetigkeit von I’
NY)=T(XUY)=T(X)UL(Y)
und damit I'(X) CT'(Y). 0
Bei stetigen Operatoren bricht die transfinite Approximation des Fix-

punkts schon nach w Schritten ab. Wir haben also in diesem Fall eine iiber-
schaubare Charakterisierung des kleinsten Fixpunkts ,,von unten® erreicht.

SATZ 2.7. Sei I' ein stetiger Operator iber einer nicht leeren Menge U.
Dann gilt
Ifp(T") = T'“.
BEWEIS. Nach Lemma 2.3 geniigt es, [“t! =T zu zeigen.
r“tt=pre)=r(yrm=Jram =t =rv
n<w n<w n<w

wobei wir in der drittletzten Gleichung die Stetigkeit von I benutzt haben.
d

3. Induktive Definitionen mit endlich vielen Vorgéngern

Wir betrachten jetzt induktive Definitionen einer besonders einfachen
Art, in der der monotone Operator I wie folgt durch eine Relation R C
U* x U bestimmt ist: fiir jede Menge X C U sei

Fr(X):={uweU]|3zeX*(zRu) }.
Offenbar ist I'g monoton. Wir schreiben Ifp(R) statt Ifp(I'g). Die Bedingung
F'r(X) C X aus Satz 1.2(1) ist dann dquivalent zu
VuVzeX™*. zRu — u € X.

Mengen X mit dieser Eigenschaft heiflen R-abgeschlossen.

Wir zeigen, daf} jeder solche Operator I'g stetig ist; nach Satz 2.7 folgt
daraus fp(R) = T¢,.

SATz 3.1. Fir jede Relation R C U* x U ist I'p stetig.

BEWEIS. Sei Z C P(U) gerichtet. Zu zeigen ist Tr(|J Z) = U{Tr(X) |
X € Z}. D ist klar wegen der Monotonie von I'g. C. Sei u € T'r(lJ 2).
Dann gilt 3(u,...,un)e(U2Z)*((u1,...,un)Ru). Man wihle X;,..., X, €
Z mit u; € X1,...,u, € X,. Da Z gerichtet ist, gibt es ein X € Z mit
X1,..., X, C X. Daher ist (u1,...,up) € X*, also u € Tr(X). 0
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Fiir die speziellen Operatoren I'p ist es niitzlich, die grundlegenden
Sétze 1.2 und 1.5 wie folgt umzuformulieren und zusammenzufassen.

SATZ 3.2 (Charakteristische Eigenschaften von Ifp(R)). Fir jede Rela-
tion RCU* x U gilt
(a) [VuY(u1,...,un)Efp(R)*. (u1,...,up)RuAu,...,up € X > u € X]—

Vuelfp(R)(u € X).

(b) Hp(R) ist R-abgeschlossen, d.h. YuVzelfp(R)*. xRu — u € Ifp(R).
(c) Vuelfp(R)Izelfp(R)* (zRu).

Man beachte, daf Teil (a) dieses Satzes ein Induktionsprinzip ausdriickt.
Um zu zeigen, daf alle Elemente u € Ifp(R) in der Menge X liegen, gentigt
es, den folgenden ,, Induktionsschritt“ zu beweisen:

Sei (u1,...,un)Efp(R)* ein R-Vorgianger von u (und da-
mit u € Ifp(R)). Sind dann wuy, ..., u, Elemente von X, so
auch u.

BEWEIS. (a). Die Pramisse I'r(X N fp(I'g)) C X des allgemeinen In-
duktionsprinzips fiir induktive Definitionen (Satz 1.5) ist zur Primisse der
Behauptung dquivalent.

(b) und (c) sind nur Umformulierungen von I'g(Ifp(R)) C Ifp(R) bzw.
Ifp(R) C I'r(Ifp(R)), was nach Satz 1.2(b) gilt. 0

Statt ,, X ist kleinster Fixpunkt von I'g“ sagt man meist: Sei X induktiv
definiert durch die Klausel

Wenn z € X* und zRu, so ist u € X.
Hat insbesondere R die Form Ry U---U Ry, mit R; C U™ x U, so sagt man
auch: Sei X induktiv definiert durch die Klauseln
1. Wenn uq,...,u,, € X und (uy,...,un, )Riu, so ist u € X.

m. Wenn uq,...,up,, € X und (u1,...,un,, )Rnu, so ist u € X.

In vielen Féllen werden die Relationen R; C U™ x U sogar Funktionen sein,
d.h. zu jedem (u1,...,un;) € U™ existiert genau ein u mit (u1, ..., un;)Riu;
man schreibt dann R;(uq,...,u,,;) fiir u. In diesem Fall sagt man: Sei X
induktiv definiert durch die Klauseln

1. Wenn uy,...,u,, € X, s0ist Ry(ug,...,u,,) € X.

m. Wenn uq,...,u,, € X, so ist Ry (u1,...,un,) € X.

Beispiele dazu sind in dieser Vorlesung in grofler Zahl aufgetreten.

4. Rekursion

Oft ist es notwendig, auf einer mittels einer Relation R induktiv definier-
ten Menge eine Funktion durch ,, Rekursion“ zu erkldren. Damit dies moéglich
wird, miissen wir eine weitere Annahme iiber R machen.

DEFINITION 4.1. Eine Relation R C U* x U heifit eindeutig, wenn es zu
jedem u € U hochstens ein & € U* gibt mit zRu.

Der néchste Satz sagt aus, daf rekursive Definitionen im Fall eindeutiger
Relationen stets moglich sind.
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SATZ 4.2 (Rekursionssatz). Sei R C U* x U eindeutig und G: Ifp(R) X
V* — V. Dann gibt es genau eine Funktion F: fp(R) — V so daf fir alle
ULy ..oy Up,u € Ifp(R) mit (uq,...,u,)Ru gilt

F(u) = G(u, F(u1),..., F(uy))-

BEWEIS. Findeutigkeit. Angenommen, es gibt noch eine weitere Funkti-
on F': Ifp(R) — V so daB fiir alle uq,...,uy,u € fp(R) mit (u1,...,u,)Ru
ebenfalls gilt

Fl(u) = G(’U,, Fl(ul)a s aFI(Iu’n))
Wir zeigen Yu€lfp(R)(F(u) = F'(u)) durch Induktion ,iiber Ifp(R)“ oder
genauer ,nach der induktiven Definition von Ifp(R)“, also aus Satz 3.2(a)
mit X := {u € U | F(u) = F'(u)}. Seien also ui,...,u, € p(R) mit
F(u;) = F'(u;) gegeben und gelte (uq, ..., u,)Ru. Dann folgt

F(u) = Gu, F(uy),-..,F(up)) = G(u, F'(u1), ..., F'(uy)) = F'(u).

Ezistenz. Wir werden die gesuchte Funktion induktiv definieren. Sei also
eine Relation S C (Ifp(R) x V)* x (Ifp(R) x V) definiert durch

((ug,v1)5- oy (Un,vp))S(u,v) <= (ug,...,up)RuAv=G(u,v,...,0,).

Wir wollen zeigen, da§ die durch S induktiv definierte Menge Ifp(S) C
Ifp(R) x V die gesuchte Funktion ist. Dazu zeigen wir zunéchst, daf Ifp(S)
iiberhaupt eine Funktion Ifp(R) — V ist, also da8

Vuelfp(R)IweV ((u,v) € Ifp(S)),

und zwar durch Induktion iiber Ifp(R). Seien also uq,...,u, € Ifp(R) und
u € U mit (uq,...,u,)Ru gegeben. Nach IH kénnen wir annehmen, daf}
es eindeutig bestimmte v1,...,v, gibt mit (u;,v;) € Hp(S). Zu zeigen ist
AweV ((u,v) € Ifp(S)). Die Existenz ist einfach: Sei v := G(u,v1,...,v,);
dann folgt (u,v) € fp(S) aus der S—Abgeschlossenheit von Ifp(S). Zum Be-
weis der Eindeutigkeit sei noch (u,v’) € Ifp(S). Nach Satz 3.2(c) existieren
dann (uy,v1), - -, (U, V) € ¥p(S) mit ((ug,v1), ..., (up, v7,))S(u, v'), also
(uh,...,ul ) )Ru Av' = G(u,v],...,v.,). Aus der vorausgesetzten Eindeutig-
keit von R folgt zunéchst m = n und w; = u;. Dann folgt aus (u;, v;) € Ifp(S)
mit der IH v; = v}, also v' = G(u,v},...,v},) = G(u,v1,...,v,) = v.

Zu zeigen bleibt, daf die Funktion Ifp(S) die im Satz formulierten Ei-
genschaften von F' hat. Seien also uq,...,u,,u € fp(R) mit (uy,...,uy)Ru
gegeben. Setze v; = Ifp(S)(u;) und v := G(u,v1,...,v,). Nach Definiti-
on von S gilt dann ((u1,v1),..., (un,vn))S(u,v) , also (u,v) € Ifp(S) we-
gen der S-Abgeschlossenheit von Ifp(S) und damit auch Ifp(S)(u) = v =

G(u, fp(S)(u1), ..., p(S)(un))- 0

Auch fiir rekursive Definitionen haben wir in dieser Vorlesung Beispiele
in grofler Zahl behandelt.
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Endliche Approximation unendlicher Objekte

1. ¥;-Formeln und Berechenbarkeit

In Kapitel 3 haben wir die Logik freier Algebren entwickelt. Insbesondere
wurden in Abschnitt 1 Terme und in Abschnitt 2 Formeln definiert. Ferner
waren rekursive Definitionen moglich.

Als Beispiel und zur Erinnerung betrachten wir den Typ N der natiirli-
chen Zahlen und den Typ L(N) der Listen natiirlicher Zahlen, mit den Kon-
struktoren nil und cons. Wir kénnen dann rekursiv definieren die Funktionen
hd und tl, die das erste Element bzw. den Rest einer Liste liefern:

hd(nil) =0 tl(nil) = nil
hd(cons(n,l)) :=n  tl(cons(n,l)) :=1
Die Lingenfunktion Ih kénnen wir definieren durch
Ih(nil) =0
Ih(cons(n, 1)) :=lh(n) + 1
und die Funktion (/);, die das i-te Element einer Liste [ berechnet, durch

(nil); =0

(cons(n,l)); :== {

DEFINITION 1.1. Beschrdnkte Formeln werden aus Primformeln aufge-
baut durch

e Implikation A — B,
e Konjunktion A A B,
e beschrinkte Allquantifikation

VN < M — A und VI Ih(1) < M — A
e beschrinkte Existenzquantifikation
InN.n < M A A und 3™ |h(l) < M A A.

DEFINITION 1.2. ¥;-Formeln werden aus beschrinkten Formeln aufge-
baut durch (unbeschrinkte) Existenzquantifikation iiber finitire Algebren,
haben also die Form 3z ...3z,A mit einer beschrinkten Formel A.

DEFINITION 1.3. Eine partielle Funktion f: N — N heif}t berechenbar,
wenn ihr Graph 3;-definierbar ist.

BEISPIEL. Die Fakultatsfunktion ist definiert durch
ol:=1
m+1):=(Mn+1)-n!

93

n falls i =0
(I)i—1 sonst
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Thr Graph 148t sich durch die folgende 3;-Formel definieren:
A =n+1ADo=1A{)p=mAVii<Ih({l) = ()iz1 =G +1)-();

Wir wollen in diesem Kapitel einen allgemeineren Begriff der Berechen-
barkeit entwickeln, in dem nicht nur Zahlen und allgemeiner Elemente fi-
nitdrer Algebren als Argumente zugelassen sind, sondern auch Funktionen,
Funktionale etcetera. Unseren Begriff der Berechenbarkeit stiitzen wir auf
zwei Prinzipien: endliche Approximation und Monotonie.

Eine grundlegende Eigenschaft von Berechnungen ist, dafl sie endlich
sein miissen. In einer Berechnung etwa von ®(¢) kann also die Argument-
funktion ¢ nur endlich oft aufgerufen werden, d.h. der Wert — falls definiert
— muf} schon durch eine endliche Teilfunktion von ¢ bestimmt sein. Dies
nennen wir das Prinzip der endlichen Approximation.

Wir wollen dis Diskussion etwas weiter treiben und die Situation auf ei-
ner um eins hoheren Typenstufe betrachten. Sei H ein partielles Funktional
vom Typ drei, das Funktionale ® vom Typ zwei auf natiirliche Zahlen abbil-
det. Nehmen wir an, dafl #(®) fiir ein gegebenes ® einen definierten Wert
hat. Wieder muf} die Berechnung endlich sein. Also kann das Argument ®
nur mit endlich vielen Funktionen ¢ aufgerufen worden sein. Weiter mu#f je-
des solche ¢ an @ in einer endlichen Form iibergeben worden sein (explizit,
etwa als Menge geordneter Paare). Mit anderen Worten, H und ebenso jedes
ihm iibergebene Argument ® vom Typ zwei mufl das Prinzip der endlichen
Approximation erfiillen. Dies gilt entsprechend auch fiir hhere Typen.

Um dieses Prinzip genauer beschreiben zu kénnen, benétigen wir den
Begriff einer endlichen Approximation ®( eines Funktionals ®. Darunter
verstehen wir eine endliche Menge X von Paaren (yg,n) so dal (i) o eine
endliche Funktion ist, (ii) ®(pg) definiert ist mit dem Wert n, und (iii) falls
(po,n) und (¢f,n') zu X gehéren und ferner ¢y und ¢ ,konsistent* sind,
so gilt n = n'. Die wesentliche Idee hier ist, daB ® als die Vereinigung seiner
endlichen Approximationen angesehen werden soll. Mit Hilfe dieses Begriffs
der endlichen Approximation formulieren wir das

Prinzip den endlichen Approzimation. Ist H(®) definiert
mit dem Wert n, so gibt es eine endliche Approximation
®y von ® so daBl H(Py) definiert ist mit dem Wert n.

Das Monotonieprinzip formalisiert die einfache Idee, dafl ein definierter
Wert einer Berechnung von 7(®) sich bei Erweiterung des Arguments &
nicht mehr dndert. Der hierfiir nétige Begriff der Erweiterung ist wie folgt
erklirt: ® erweitert @, wenn fiir jedes Datenobjekt (g, n) in ® ein anderes
Datenobjekt (¢p,n) in @' existiert so dafl ¢y die Funktion ¢ erweitert (man
beachte die Kontravarianz!). Das zweite gundlegende Prinzip ist dann das

Monotonieprinzip. Ist H(®) definiert mit Wert n und ist
®' eine Erweiterung von @, so ist auch H(®') definiert mit
Wert n.

Eine unmittelbare Folgerung aus diesen beiden Prinzipien ist, daf} jedes
Funktional durch sein Verhalten auf endlichen Approximationen bestimmt
ist. Haben némlich ® und @’ dieselben endlichen Approximationen und ist
H(®) definiert mit Wert 7, so ist nach dem Prinzip der endlichen Approxi-
mation H(®Pg) bereits definiert mit Wert n fiir eine endliche Approximation
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®y von P, also aufgrund des Monotonieprinzips auch H(®’) definiert mit
Wert n. Also gilt H(®) = H(P'), fiir alle H.

Diese Beobachtung erlaubt es uns, einen abstrakten Berechenbarkeits-
begriff zu formulieren:

Effektivitdtsprinzip. Ein Objekt ist genau dann berechen-
bar, wenn die Menge seiner endlichen Approximationen
Y.1-definierbar ist.

BEMERKUNG. Dies ist ein ,externer“ Begriff der Berechenbarkeit, und
es liegt nahe zu fragen, ob man eine dquivalente, aber ,interne“ Definition
finden kann. Dies ist moglich mit Hilfe von Fixpunktoperatoren, die in die-
sem Kontext zuerst von PLATEK betrachtet wurden. Das Aquivalenzresultat
stammt von PLOTKIN [6].

2. Informationssysteme

Wir geben eine abstrakte, axiomatische Formulierung der obigen Prin-
zipien mit Hilfe von sogenannten Informationssystemen. Die Grundidee von
Informationssystemen ist es, einen axiomatischen Rahmen bereitzustellen,
innerhalb dessen man Approximationen abstrakter Objekte durch konkrete,
endliche beschreiben kann. Wir machen hier keinen Versuch, den Begriff der
,Konkretheit“ oder ,Endlichkeit“ zu analysieren, sondern gehen stattdes-
sen von einer beliebigen abzdhlbaren Menge A von ,Daten“ oder ,Daten-
objekten“ aus, deren Eigenschaften axiomatisch festgelegt werden. Um aus
solchen Datenobjekten abstrakte Objekte bilden zu kénnen, brauchen wir
den Begriff der ,Konsistenz“, der festlegt, wann die Elemente einer endli-
chen Menge von Datenobjekten miteinander vertriglich sind. Wir brauchen
ferner den Begriff einer , Folgerungsrelation® zwischen konsistenten Mengen
X von Daten und einzelnen Datenobjekten a, der intuitiv ausdriickt, dafl
die in X enthaltene Information ausreicht, den Informationsbaustein a zu
erschlieffen.

Die folgenden Axiome stammen — bis auf eine geringfiigige, auf LARSEN
und WINSKEL [5] zuriickgehende Anderung — von ScoTT [8].

DEFINITION 2.1. Ein Informationssystem ist eine Struktur (A, Con,t),
wobei A eine abzihlbare Menge ist (die Datenobjekte), Con eine nichtleere
Menge von endlichen Teilmengen von A ist (die konsistenten Mengen), und
F eine Teilmenge von Con x A ist (die Folgerungsrelation), so daf§ gilt

(a) Wenn X CY € Con, so X € Con;
(b) Wenn a € A, so {a} € Con;
(c) Wenn X F a, so X U{a} € Con;
(d) Wenn X € Conund a € X, so X F q;
(e) Wenn X,Y € Con und VbeY (X Fb) und Y ¢, s0 X I c.
BEZEICHNUNG. Sei Y Cfi" A, d.h. endliche Teilmenge von A. Gilt X b
fiir alle b € Y, so schreiben wir kurz X Y. Mit z,y, z will bezeichnen wir
beliebige Teilmengen von A
LEMMA 2.2. Sei A = (A, Con,F) ein Informationssystem. Dann gilt
(a) Wenn X FY, soist X UY € Con;
(b) Wenn X FY, X CX' €ConundY' CY, so gilt auch X' +Y";
(c) Wenn X FY undY - Z,s0 X+ Z.
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BewEIs. Ubung. O

DEFINITION 2.3. Die Objekte oder Ideale eines Informationssystems A =
(A, Con, ) sind Teilmengen z von A mit den Eigenschaften
(a) X Cfin 2 impliziert X € Con (z ist ,konsistent*);
(b) X Cfi" z und X + @ implizieren a € z (z ist ,deduktiv abgeschlossen®).
Die Menge aller Objekte von A bezeichenen wir mit |A|.

Offenbar ist ein beliebiger Durchschnitt von Idealen wieder ein Ideal.

BEISPIELE 2.4.
(a) Jede abzdhlbare Menge A 148t sich zu einem flachen Informationssystem
machen, indem man A als Menge der Datenobjekte auffafit, und setzt

Con:={@}U{{a}|ac A} und XFa <= acX.
Fir A = N haben wir das folgende Bild der Con-Mengen:
{0} {1} {2}

&

In diesem Fall sind also die Objekte gerade die Elemente von Con.

(b) Ein besonders wichtiges Beispiel betrifft Approximationen von Funk-
tionen auf einer abzidhlbaren Menge A mit Werten in einer abzidhlbaren
Menge B. Datenobjekte sind dann die Paare (a,b) mita € Aund b € B,
und

Con := {{(ao,bo), caey (akfl,bkfl)} ‘ Vi, ji,] <k —a; = a;j — b;, = bj },
X F (a,b) <= (a,b) € X.

Man iiberzeugt sich leicht, dafl damit ein Informationssystem definiert
wird, dessen Objekte die (Graphen der) partiellen Funktionen von A in
B sind.

(c) Sei S eine nicht leere abzihlbare Menge. Wir fassen die Elemente der
Menge S* U SN der Strome iiber S auf als Objekte eines geeigneten
Informationssystems (A4, Con,t). Die Menge A der Daten ist S*, d.h.
ein Datenobjekt ist eine endliche Liste von Elementen aus S. a C b fiir
a,b € S* bedeute, da} a ein Anfangsstiick von b ist. Offenbar ist C
is reflexiv, transitiv und antisymmetrisch (also eine partielle Ordnung),
und erfiillt

(34) a,bCc—albVbLCa.

Eine endliche Menge X von Datenobjekten ist konsistent, wenn fiir alle
a,b € X gilt a C b oder b C a. Die Folgerungsrelation X F a ist
definiert durch a C b fiir ein b € X. Man beweist leicht, daf} damit ein
Informationssystem definiert wird: wir behandeln hier nur Axiom (c) von
Definition 2.1, fiir das (34) bendtigt wird. Gelte also X Fa, dh. a T b
fiir ein b € X. Zu zeigen ist X U {a} € Con. Sei also ¢ € X; zu zeigen ist
dann a C ¢ oder ¢ C a. Fall ¢ C b. Wegen a,c C b gilt die Behauptung
wegen (34). Fall b C c. Wegen a C b erhalten wir a C ¢. — Statt mit
SN glle Folgen von Elementen aus S zu betrachten, kann man sich auch
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auf spezielle Folgen aus SN beschrinken und deren Anfangsstiicke als
Datenobjekte verwenden.

(d) Wir betrachten CAUCHY-Folgen (gi)ien rationaler Zahlen mit einem
speziellen, festen Modul: es soll stets gelten

lgi — q;] < 107 fiir 4 < 3.
Sei @*™9 die Menge der endlichen Anfangsstiicke solcher (fest) ,mo-
dulierter CAUCHY-Folgen. Wir definieren ein Informationssystem zur
Darstellung reeller Funktionen wie folgt. Datenobjekte sind Paare (a, b)
mit a,b € Q*™°¢. Eine Menge {(ag, bo),-- -, (ax_1,bx_1)} ist konsistent,
wenn fiir alle 7,7 < k mit a; C a; die Datenobjekte b; und b; konsistent
sind. Schliefilich

X F (a,b) :<= esgibt ein (a’,b') € X mit ¢’ Caund b Cb'.

Man iiberzeugt sich leicht, dafl damit ein Informationssystem definiert
wird, dessen Objekte die (Graphen der) reellen Funktionen sind.
DEFINITION 2.5. (D, C, 1) hei$t vollstindige partielle Ordnung (englisch
complete partial ordering, kurz cpo), wenn C eine partielle Ordnung (also
reflexiv, transitiv und antisymmetrisch) auf D ist mit kleinstem Element L,
und ferner jede gerichtete Teilmenge S C D ein Supremum | | S in D besitzt.
LEMMA 2.6. Sei A = (A,Con,t) ein Informationssystem. Dann ist
(|A],C, @) eine vollstindige partielle Ordnung mit Supremumsoperator .

BEwEIS. Ubung. 0

DEFINITION 2.7. Sei (D, C, 1) eine vollstindige partielle Ordnung. Ein
z € D heifit kompakt, wenn es zu jeder gerichteten Teilmenge S C D mit
z C||S ein z € S gibt so dal z C z. Die Menge aller kompakten Elemente
von D bezeichnen wir mit D..

LEMMA 2.8. Sei A = (A, Con,t) ein Informationssystem. Die kompak-
ten Elemente der vollstandigen partiellen Ordnung (|A|, C, D) lassen sich
darstellen in der Form

|[Al.={X | X € Con},
wobei X :={a € A| X Fa} der deduktive Abschlufl von X ist.

BEWEIS. 1. Sei z € |A| kompakt. Zu zeigen ist z = X fiir ein X € Con.
Das Mengensystem { X | X Cfi" 2} ist gerichtet (denn firr X, Y Cfin z ist
X UY obere Schranke von X und Y), und es gilt z C Uycm, X- Da z
kompakt ist, gilt z C X fiir ein X Cf" 2. Da z auch deduktiv abgeschlossen
ist, folgt X C z.

2. Sei X € Con. Zu zeigen ist X € |A|.. Offenbar ist X € |A|. Zu zeigen
bleibt, da X kompakt ist. Sei also S C |A| eine gerichtete Teilmenge mit
X CUS. Mit X ={a1,...,a,} haben wir a; € 2; € S. Da S gerichtet ist,
gibt es ein z € S mit z1,...,2, C 2, also X Cf" 2 und damit X C 2. O

DEFINITION 2.9. Eine vollstindige partielle Ordnung (D,C, 1) heifit
algebraisch, wenn jedes x € D das Supremum seiner kompakten Approxi-
mationen ist, also

xz'_l{uEDc|uE$}.
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LEMMA 2.10. Sei A = (A, Con,t) ein Informationssystem. Dann ist
(|A],C, @) algebraisch.

BEWEIS. Sei z € |A|. Offenbar ist z = J{ X | X Cfin 2 }. 0

DEFINITION 2.11. Eine vollstindige partielle Ordnung (D,C, L) heifit
Bereich (auch SCOTT-ERSOV-Bereich), wenn
(a) sie algebraisch ist, und
(b) je zwei Elemente u,v € D, die konsistent sind in dem Sinn, daf} sie eine
obere Schranke u,v C w € D besitzen, ein Supremum « v in D haben.
Jetzt k6nnen wir zeigen, dal die Objekte eines Informationssystems stets
einen Bereich bilden:

SATz 2.12. Fiir jedes Informationssystem A = (4, Con, ) ist (|A|, C, @)
ein Bereich mit den kompakten Elementen |A|. ={X | X € Con }.

BEWwEIs. (JA|,C, @) ist eine vollstindige partielle Ordnung nach Lem-
ma 2.6 und algebraisch nach Lemma 2.10. Seien jetzt z,y € |A| konsistent
sind in dem Sinn, daf sie eine obere Schranke z,y C z € |A| besitzen. Dann
ist x Uy das Supremum. Die Charakterisierung der kompakten Elemente
wurde in Lemma 2.8 bewiesen. 0

BEMERKUNG. Auch die Umkehrung ist richtig: man kann leicht zeigen,
daf} jeder Bereich sich in der angegebenen Weise als die Menge der Objekte
eines geeigneten Informationssystems konstruieren 1ift.

3. Abbildungen zwischen Informationssystemen

Wir definieren zu zwei Informationssystemen A und B ein neues In-
formationssystem A — B, mit dem wir die Funktionen von A nach B
approximieren wollen.

DEFINITION 3.1. Seien A = (A4,Conyg,F4) und B = (B, Cong,Fp) In-
formationssysteme. Die Struktur A — B = (C, Con,}) wird wie folgt defi-
niert:

(a) Die Menge C der Datenobjekte ist C' = Cony x B.
(b) Con besteht aus allen endlichen Mengen {(X1,b1),...,(X,,b,)} C C
derart daf fiir jede Indexmenge I C {1,...,n} gilt

Uier Xi € Cony impliziert {b; |i € I} € Conp.

(c¢) Fiir die Definition der Folgerungsrelation I ist es hilfsreich, zunéchst
den Begriff der Anwendung von W := {(X1,b1),...,(Xpn,bn)} € Con
auf X € Cony zu definieren:

{(X1,b1)y oy (Xpy b))} X :={b; | X Fa X; }.
Aus der Definition von Con ergibt sich, dafl diese Menge in Conp liegt.
Wir definieren jetzt W + (X,b) durch WX kg b.

BEMERKUNG. Offenbar ist die Anwendung momnoton im zweiten Ar-
gument, in dem Sinn dafl aus X k4 X' folgt (WX’ C WX, also auch)
WX kg WX'. Die Anwendung ist auch monoton im ersten Argument, d.h.

W+ W' impliziert WX Fp W'X.
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Sei etwa W = {(Xj,b;) | i € I} und W' = {(X],b}) | j € J}. Nach
Definition ist W'X = { b} | X 4 X} }. Sei j fest gewdhlt mit X 4 X}; zu
zeigen ist WX tp . Nach Annahme gilt W F (X7,5}), also WX Fp b,
also {b; | X; F X; } Fp b}. Es folgt
WX ={b;| XFaX;} nach Definition
D {b| X;— FaX;} wegen X 4y XJ’-
Fp b wie eben gezeigt wurde.
LEMMA 3.2. Sind A und B Informationssysteme, so auch A — B.
BEWEIS. Sei A = (A,Cony,F4) und B = (B,Conpg, ). Die Axiome
(a), (b) und (d) aus Definition 2.1 sind offenbar erfiillt. Zum Beweis von (c)
nehmen wir an, dafl

{(X1,b1), ..., (Xn,bp)} H(X,0), dh. {bj| XFaX;}Fpb

Zu zeigen ist {(X1,b1),...,(Xn,bpn),(X,0)} € Con. Sei also I C {1,...,n}
und es gelte
XU UXZ € Cony.
i€l
Zu zeigen ist bU{b; |1 € I} € Conp. Sei J C {1,...,n} die Menge aller j
mit X F4 X;. Dann gilt auch
XUUXZ’U UX]' € Cony.
i€l jeJ
Wegen
UX,L'U UXj € Cony,
i€l jeJ
folgt aus der Konsistenz von {(X1,b1),-..,(Xn,bn)}, daBl
{bi|iel}uU{bj|jeJ} € Cong.
Nun gilt aber {b; | j € J } Fp b nach Annahme. Also
{bi|iel}U{b;j|jeJ}uU{b}e Cong.
Zum Beweis von (e) nehmen wir an, dafl
W {(X1,b1),...,(Xpn,bp)} und {(X1,b1),...,(Xn,bn)} F (X,0).
Zu zeigen ist W F (X, b), also WX Fp b. Man erhilt

WX bp | J{WX; | X4 X;} (Monotonie im zweiten Argument)

|_B{bz |X|—A Xz} wegenWl—(Xi,bi),also WXZ' I_B bz
|_B b wegen {(Xlabl)a' Tt (men)} - (X7 b)
Das war zu zeigen. 0

Wir geben jetzt eine alternative Charakterisierung des Funktionenraums,
und zwar als Menge der ,,approximierbaren Abbildungen®. Die Idee hierfiir
ist es, nur solche Abbildungen zwischen A und B zu betrachten, die in einem
gewissen Sinn den ,, Informationsgehalt“ respektieren. Eine solche Abbildung
ist gegeben durch eine Relation r zwischen Con 4 und B, wobei r(X, b) intui-
tiv bedeutet, dafl immer dann, wenn wir die Information X € Con 4 iiber das
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Argument zur Verfiigung haben, der Wert als Informationsgehalt mindestens
das Datenobjekt b haben soll.

DEFINITION 3.3. Seien A = (A4,Cong,4) und B = (B, Cong,Fp) In-
formationssysteme. Eine Relation » C Con 4 x B heifit approrimierbare Ab-
bildung, wenn gilt
(a) Wenn r(X,b1),...,r(X,by), so {b1,...,b,} € Conp;

(b) Wenn 7(X,b1),...,7(X,b,) und {b1,...,b,} Fp b, so (X, b);

(c) Wenn 7(X',b) und X F4 X', so r(X,b).

Die Schreibweise 7: A — B soll bedeuten, dafl r eine approximierbare Ab-
bildung von A nach B ist.

SATZ 3.4. Seien A und B Informationssysteme. Die Objekte von A — B
sind genau die approzimierbaren Abbildungen von A nach B.

BEWEIS. Seien A = (A, Cony,t4) und B = (B, Conp,tpg). Wenn r €
|A — B, so ist 7 C Conyg X B konsistent und deduktiv abgeschlossen. Zu
zeigen ist, dal r die Axiome fiir approximierbare Abbildungen erfiillt.

(a). Gelte 7(X,b1),...,7(X,by); zu zeigen ist {b1,...,b,} € Conp. Dies
folgt aber offensichtlich aus der Konsistenz von r.

(b). Gelte r(X,b1),...,7(X,b,) und {by,...,b,} Fp b. Zu zeigen ist
r(X,b). Wir haben

{(X,b1),...,(X,b)} F (X,b)

nach Definition der Folgerungsrelation - in A — B, also r(X,b) wegen der
deduktiven Abgeschlossenheit von r.
(c). Gelte X F4 X' und (X', b). Zu zeigen ist 7(X,b). Wir haben

{(X",0)} - (X, D)

wegen {(X’',0)}X = {b} (dies folgt aus X F4 X'), also wieder r(X, b) wegen
der deduktiven Abgeschlossenheit von r.

Fir die andere Richtung sei 7: A — B eine approximierbare Abbildung.
Zu zeigen ist r € |A — B|.

Konsistenz von r. Gelte 7(X1,b1),...,7(Xpn,bp) und X = UY{X; | 7 €
I} € Cony firein I C{1,...,n}. Zu zeigen ist {b; | 2 € I} € Conp. Aus
r(X;, b)) und X F4 X; folgt r(X,b;) nach Axiom (c) fiir jedes ¢ € I, also
{b; | i € I} € Cong nach Axiom (a).

Deduktive Abgeschlossenheit von 7. Gelte 7(X1,b1),...,7(Xp,b,) und

{(Xla b1)7 Tt (Xna bn)} t (Xa b)'

Zu zeigen ist (X, b). Nach Definition von F fiir A — B haben wir WX Fp b
mit W := {(X1,b01),-..,(Xn,bn)}, also {b; | X Fa X;} Fp b. Weiter gilt
nach unserer Annahme r(X;,b;) auch r(X,b;) fiir alle 4 mit X F4 X;, und
zwar nach Axiom (c). Also r(X,b) nach Axiom (b). 0

Wir definieren jetzt eine Topologie auf dem Bereich der Objekte eines
Informationssystems, geben verschiedene Charakterisierungen ihrer offenen
Mengen und untersuchen den zugehorigen Begriff der Stetigkeit. Es wird
sich zeigen, daf die beziiglich dieser Topologie stetigen Abbildungen von |A|
nach |B| in einer natiirlichen Korrespondenz zu den Objekten von A — B
stehen.
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Sei A = (A, Con,F) ein Informationssystem. Wir definieren die Mengen
Ux C |A| durch

Ux ={zel|A|Xxcinz}.
Man beachte, dal wegen der deduktiven Abgeschlossenheit der Objekte = €
|A| fir z € Ux stets gilt X C z.
LEMMA 3.5. Das System aller Ux mit X € Con bildet die Basis einer
Topologie von |A|; sie wird als SCOTT-Topologie bezeichnet.

BEWEIS. Seien X,Y € Con und z € Ux NUy. Zu finden ist ein Z € Con
mit z € Uz CUx NUy. Wahle Z =X UY. O

LEMMA 3.6. Sei A ein Informationssystem und U C |A|. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

(a) U ist offen in der ScoTT-Topologie.
(b) U erfillt

e Wennxz €U undxz Cy, soisty € U (ALEXANDROV-Bedingung).

e Wenn z €U, soist X € U fiir ein X Cf" z (ScoTT-Bedingung).
(c) U= UYEU Ux.

Offene Mengen U kann man also ansehen als bestimmt durch ein (mogli-

cherweise unendliches) System endlich beobachtbarer Eigenschaften, namlich
aller X mit X € U.

BEWEIS. (a) = (b). Ist U offen, so ist U die Vereinigung einiger Ux
mit X € Con. Da jedes Ux nach oben abgeschlossen ist, ist es auch U; damit
ist die ALEXANDROV-Bedingung bewiesen. Fiir die SCOTT-Bedingung gelte
x € U. Dann ist £ € Ux C U fiir ein X € Con. Man beachte, da X € Uy,
also X € U, und X Cfin ¢ wegen z € Ux.

(b) = (c). U C | A]| erfiille die ALEXANDROV- und SCOTT-Bedingungen.
Sei z € U. Nach der ScoTT-Bedingung ist X € U fiir ein X Cfi" z, also
z € Uy fiir dieses X. Sei umgekehrt x € Uy fiir ein X € U. Dann gilt
X C z. Jetat folgt z € U aus X € U nach der ALEXANDROV-Bedingung.

(¢) = (a). Die Ux sind die Basismengen der ScoTT-Topologie. 0

Wir geben jetzt einige einfache Charakterisierungen der stetigen Funk-

tionen f: |A| — |B|. f heiit monoton,wenn aus z C y folgt f(z) C f(y).
LEMMA 3.7. Seien A and B Informationssysteme und f: |A| — |B].

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) f ist stetig beziiglich der SCOTT-Topologie

(b) f ist monoton und erfillt das ,Prinzip der endlichen Approximation®
(Principle of Finite Support, kurz PFS): Wenn b € f(x), so gilt auch
be f(X) fiir ein X Cfin g

(c) f ist monoton und kommutiert mit gerichteten Vereinigungen: fir jede
gerichtete Menge D C |A]|

f(J=»=U f@.
z€D z€D

Man beachte, daf in (c) die Menge { f(z) | € D } wegen der Monotonie
von f gerichtet ist; also ist ihre Vereinigung ein Objekt in |A|. Ferner beachte
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man, daf§ sich aus PFS folgendes ergibt: wenn Y Cfi" f(z), so gilt Y cfin
f(X) fiir ein X Cfin 2.

Stetig sind also genau diejenigen Abbildungen f: |A| — |B]|, die sich
aus der Sicht endlicher Approximationen der abstrakten Objekte z € |A|
und f(z) € |B| wie folgt beschreiben lassen: Hat man eine endliche Ap-
proximation Y des Wertes f(x), so gibt es eine endliche Approximation X
des Arguments = derart daB schon f(X) die Information in Y enthilt. Man
beachte, da8 wegen der Monotonie gilt f(X) C f(z).

BEWEIS. (a) = (b). Sei f stetig. Dann ist fiir jede Basismenge Uy €
|B| (also Y € Cong) die Menge f~'[Uy] = {z | Y Cfi" f(z)} offen in |A|.
Zum Beweis der Monotonie nehmen wir z C y an; zu zeigen ist f(z) C f(y).
Sei also b € f(z), d.h. {b} Cf" f(z). Die offene Menge FHUmy) = {7 |
{b} Cfi" f(2)} erfiillt die ALEXANDROV-Bedingung, also aus z C y konnen
wir schliefen auf {b} Cfi" f(y), d.h. b € f(y). Fiir PFS nehmen wir b € f(z)
an. Die offene Menge { z | {b} Cfi" f(2)} erfiillt die ScoTT-Bedingung, also
fiir ein X Cfin z gilt {p} Cfir f(X).

(b) = (a). f sei monoton und erfiille PF'S. Zu zeigen ist, daf} f stetig ist,
d.h. daB fiir jedes feste Y € Conp die Menge f~'[Uy] = {z | Y Cfi" f(z)}
offen ist. Wir zeigen

{z|Y "™ f(z)} = J{Ux | X € Cons und ¥ Cfin f(X) }.

Sei Y Cfin f(z). Nach PFS gilt dann Y Cfi" f(X) fiir ein X € Cony mit
X cfin ¢ und X Cfi" z impliziert z € Ux. Sei umgekehrt z € Ux fiir ein
X € Cong mit Y Cfin #(X). Dann gilt X C z, also Y Cfi" f(z) wegen der
Monotonie.

Fiir (b) <= (c) nehmen wir, dafl f monoton ist. f erfiille PFS, und
D C |A| sei gerichtet. f(U,cpz) 2 Uzep f(z) folgt aus der Monotonie.
Fiir die umgekehrte Inklusion sei b € f({U,cp z). Nach PFS ist b € f(X) fiir
ein X Cfi" (.., . Aus der Gerichtetheit von D und der Endlichkeit von X
folgt X Cfin 2 fiir ein z € D. Aus b € f(X) und der Monotonie folgt b € f(z).
Fiir die umgekehrte Richtung kommutiere f mit gerichteten Vereinigungen,
und es gelte b € f(z). Dann folgt

vef@=fJ ©= U 1®,
nginl. nginm
also b € f(X) fiir ein X Cfin 2. 0
SATz 3.8. Seien A und B = (B, Cong,Fp) Informationssysteme. Die

Objekte von A — B stehen in einer natirlichen bijektiven Korrespondenz
mit den stetigen Funktionen von |A| nach |B|, und zwar wie folgt:

e Jeder approzimierbaren Abbildung r: A — B konnen wir eine ste-
tige Funktion |r|: |A| — |B| zuordnen durch

Ir|(2) := {b € B | r(X,b) fir ein X Cfir 2}.

o Umgekehrt konnen wir jeder stetigen Funktion f: |A| — |B| eine
approzimierbare Abbildung f: A — B zuordnen durch

f(X,b) <= be f(X).
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Diese Zuordnungen sind invers zueinander, d.h. es gilt f = |f| und r = |r|.

BEWEIS. Sei 7 ein Objekt von A — B; nach Satz 3.4 ist dann r eine
approximierbare Abbildung. Wir zeigen zunéchst, da§ |r| wohldefiniert ist.
Sei also z € |A|.

I7|(2) ist konsistent: Gegeben seien b1,...,b, € |r|(z). Dann hat man
X1,..., X, Cfi" 2 50 daB 7(X;, b;). Also ist X := X; U---UX,, Cfi" 2 und es
gilt (X, b;) nach Axiom (c) fiir approximierbare Abbildungen. Aus Axiom
(a) erhalten wir {b1,...,b,} € Conp.

|7|(2) ist deduktiv abgeschlossen: Gegeben seien by,...,b, € |r|(z) und
es gelte {b1,...,b,} Fp b. Zu zeigen ist b € |r|(z). Wie eben findet man ein
X cfin 2 mit r(X, ;). Axiom (b) impliziert r(X,b), also b € |r|(2).

Zum Beweis der Stetigkeit von |r| sei Y € Conpg. Wir miissen zeigen, daf}
|r|~1[Uy] offen ist. Nun gilt fiir jedes z € |A|

z € |r| 7 Uy] <= |r|(z) € Uy
< {be B|r(X,b) firein X Cin 2} € Uy
— Y cfi"{be B|r(X,b) fir ein X Cfi" 2}
< VbeYIX. X Cfi" 2 A (X, D)
< VbeY3IX. z € Ux Ar(X,D)
= ze (V| JUx |r(X,b)}
bey

Da Y endlich ist, folgt hieraus, da8§ |r|~![Uy] offen ist.

Sei jetzt f: |A| — |B| stetig. Es ist leicht zu sehen, da$ dann f eine
approximierbare Abbildung ist. Ferner gilt

bel|fl(z) = f(X,b) fiirein X Cfin »
< be f(X) firein X Cfinz
< be f(z) wegen der Monotonie und PFS.
Schliefllich gilt fiir jede approximierbare Abbildung r: A — B
r(X,b) < JYC"X r(V,b) nach Axiom (c)
< ber|(X)
= Irl(x,0),
also r = |/7"\| O

BEMERKUNG. Im folgenden schreiben wir meist r(z) fiir |r|(z), und auch

A

f(X,b) fir f(X,b).
4. Kartesische Produkte

Wir definieren ein Informationssystem A x B = (C,Con,I) aus A und
B so, daf§ die Inklusionsordnung C auf den Objekten von |A x B| isomorph
ist zu dem kartesischen Produkt der Inklusionsordnungen auf |A| und |B].
Ferner zeigen wir, dafl die Informationssysteme zusammen mit den steti-
gen Abbildungen zwischen ihnen eine , kartesisch abgeschlossene Kategorie®
bilden, in der sich auch kleinste Fixpunkte bilden lassen.
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Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, da§ A
und B disjunkt sind. Dann 1#8t sich jedes Paar (z,y) von Objekten z € |A|
und y € |B| in jeder Komponente separat approximieren. Als Menge der
Datenobjekte in A x B koénnen wir deshalb die Vereinigung C := AU B
wihlen. Die Begriffe der Konsistenz und der Folgerungsrelation iibertragen
sich in der erwarteten Weise von A und B:

XeCon < XNAecCongund X N B € Conp,
Xte<+= (ceA=>XNAkFtsc)und (ce B=XNBFpec).

Offenbar haben wir dann

LEMMA 4.1. Seien A und B Informationssysteme mit ANB = @. Dann
ist auch A X B ein Informationssystem. Die Objekte von A X B sind genau
die Vereinigungen x Uy von Objekten z € |A| und y € |B|. U

Beim Aufbau von Informationssystemen mit Hilfe von — und X nehmen
wir an, dafl x stirker bindet als —. Etwa A x B — C bedeutet also (A X
B) - C.

BEMERKUNG. Offenbar stehen die Paare (z,y) € |A| x |B| in einer
natiirlichen Korrespondenz zu den Objekten zUy von | A X B|. Aus Griinden
der Lesbarkeit schreiben wir deshalb meist z,y anstelle von x Uy. Aus dem
Kontext sollte es immer klar sein, wo ein Komma durch ein Vereinigungs-
zeichen zu ersetzen ist.

Die Projektionen m;: A1 X As — A;, definiert durch m;(z1, z2) := z; fir
1 = 1,2, sind offenbar stetig.

LEMMA 4.2 (Universelle Eigenschaft kartesischer Produkte). Seien A,
B und C Informationssysteme mit AN B = &. Fiir jedes Paar f: C —
A und g: C — B stetiger Funktionen gibt es genau eine stetige Funktion
h:C —>AXxBsodaf§ f=mn10h und g=m10h.

A
/ ]
C h Ax B
x 7T2

B

BEwEIs. Die Eindeutigkeit folgt daraus, daf fiir jedes solche h gelten
mufl h(z) = (f(z),g(x)) fir z € |C|. Zum Beweis der Existenz definieren
wir h(z) := (f(z),g(z)) fir z € |C|. Zu zeigen ist, daBl h stetig ist. Die
Monotonie ist klar; fiir PFS nehmen wir b € (f(z), g(z)) an. Wegen ANB =
& liegt das Datenobjekt b in genau einer Komponente, etwa B. Also b € g(z),
daher b € g(X) fiir ein X Cfi" z und deshalb b € h(X) = (f(X),g9(X)). O
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Als Anwendung konstruieren wir das Produkt f x g zweier stetiger Funk-
tionen f: A — C und g: B — D (mit AN B = @):

C
V ‘7T1
AxB —1*9 C x D
D

fx g erfiillt (f x g)(z,y) = (f(x),9(y)) fir z € |A[ und y € |B].

LEMMA 4.3. Seien A, B und C Informationssysteme mit ANB = .
FEine Funktion f: A x B — C ist stetig genau dann, wenn sie in jedem
Argument stetig ist, d.h. alle Schnitte f{: A — C, f{(z) := f(z,y) fir
festes y € |B| und ebenso f3: B — C, f3(y) == f(z,y) fir festes z € |A]
stetig sind.

BEWEIS. Die Funktion, die fiir festes y jedem x das Paar (z,y) zuordnet,
ist offenbar stetig, also (als Komposition zweier stetiger Funktionen) auch
fi; fiir ¢ argumentiert man entsprechend. Seien umgekehrt alle f/ und f§
stetig. Zum Beweis der Monotonie von f nehmen wir an, dafi z C z’ und
y Cy' mit 7,7’ € |A| und y,y' € |B|. Dann gilt f(z,y) C f(z',y) C f(z',y")
wegen der Monotonie der Schnitte. Zum Beweis von PFS fiir f seic € f(z,y).
Dann gilt ¢ € f{(y), also

ce fi(Y) = f(2,Y) = f3 (z)
fiir ein Y Cfi" 4 nach PFS fiir f7, und auch

c€ fy (X)=fX,Y) = f(XUY)
fiir ein X Cfi" 2 nach PFS fiir fz? 0

LEMMA 4.4. Seien A und B Informationssysteme. Dann ist die Funk-
tion
eva: (A—>B)xA— B
eval(f,z) := f(z) fir fe|A— B|, x € |A]

stetig.

BEWEIS. Aus Griinden der Klarheit schreiben wir r anstelle von f, und
verwenden auch die korrekete Bezeichnungsweise |r|(z) anstelle von r(z).

Nach dem vorangehenden Lemma, geniigt es, die Stetigkeit in jeder Kom-
ponente separat zu beweisen. Fiir die zweite Komponente ist dies klar. Fur
die erste Komponente folgt die Monotonie aus der Definition von |r|. Fiir
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PFS sei b € eval(r,z) = |r|(z). Dann gilt r(X,b) fiir ein X C"" 2, also mit
W = {(X,b)} gilt W Cfir r und

eval(W,z) = |[W|(z) = {c € B|W(Y,¢) fireinY Cfi"z}>b
nach Definition von W. a

LEMMA 4.5. Seien A, B and C Informationssysteme mit AN B = @.
Dann ist die Funktion

curry: (AxB —-C) = (A— (B—C))
curry(f)(@)(y) := f(x,y) fir f € |[AxB = C|, z€|Al undy € |B|

wohldefiniert und stetig.

BEWEIS. Wir schreiben wieder r anstelle von f, und verwenden die kor-
rekete Bezeichnungsweise |r|(z) anstelle von r(z).

Sei r € |A x B — C|. Dann ist fiir festes z € |A| die Funktion &k :=
7|3 stetig, da sie jedem y € |B| das Element |r|(z,y) € |C| zuordnet und
deshalb ein Schnitt von |r| ist. Wir zeigen jetzt, daf auch die Funktion h
stetig ist, die jedem z € |A| das Element k € |B — C| zuordnet. Fiir die
Monotonie nehmen wir  C 2’ an. Sei ¥’ = h(z'). Zu zeigen ist k C k'
Es geniigt zu zeigen, daB aus k(Y,c) folgt £'(Y,c), d.h. daB aus ¢ € k(Y)
folgt ¢ € K'(Y). Aber k(Y) C ¥'(Y) gilt wegen der Monotonie von |r|. Fiir
PFS sei (Y,c) € h(z) = k. Gesucht ist ein X Cfi" z so daB (Y,¢) € h(X).
Wegen (Y,¢) € kist ¢ € k(Y) = |r|(z,Y). PFS fiir den Schnitt |r|} liefert
ein X Cfin ¢ mit ¢ € |r|(X,Y) = |W(X)|(Y), d.h. (Y,c) € h(X).

Zu zeigen bleibt die Stetigkeit der Funktion g, die jedem r das Element
h zuordnet. Die Monotonie folgt aus der Definition von |r|. Fiir PFS gelte
(X, (Y,c)) € g(r), fiir ein X € Cong, Y € Conp und ¢ € C. Man zeigt dann
leicht (X, (Y,¢)) € g(W) fiir W := {(X UY,¢)} Ccfinr. 0

Die Aussage des Lemmas 148t sich auch wie folgt formulieren: Zu jedem
stetigen f: A x B — C gibt es ein stetiges c;: A — (B — C) so da8
evalo (¢y x id) = f:

B-C)xB —a | &
Cind
\ e
AxB

Ferner ist ein solches c; offenbar eindeutig bestimmt. Dies zusammen mit der
Tatsache, da§ wir kartesische Produkte A x B bilden kénnen (mit der uni-
versellen Eigenschaft aus Lemma 4.2) und der Existenz eines ,terminalen®
Informationssystems (&, {2}, @) (derart daf§ es fiir jedes A ein eindeutiges
f: A— (2,{@}, o) gibt), beinhaltet, da die Informationssysteme mit den
stetigen Abbildungen zwischen ihnen eine kartesisch abgeschlossene Katego-
rie bilden.
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Fiir das beabsichtigte Studium der Berechenbarkeit ist es wichtig, dafl
wir in dieser Kategorie auch kleinste Fixpunkte behandeln kénnen. Dies
wollen als néchstes tun.

Der wesentliche Begriff beim Studium der Berechenbarkeit ist die Rekur-
sion, und Lésungen fiir rekursive Definitionsgleichungen lassen sich als klein-
ste Fixpunkte gewisser hoherstufiger Operatoren konstruieren. Zum Beispiel
kann man die Addition definieren durch

m+n=YnoN(ApAz. if x = 0 then m else p(z — 1) + 1 fi)n,

wobei Yno,N jedem Funktional vom Typ (N — N) — (N — N) seinen
kleinsten Fixpunkt vom Typ N — N zuordnet; wir werden gleich sehen,
daf} ein solches Y immer existiert. Dieser Ansatz 1at sich unmittelbar auf
hohere Typen erweitern: man betrachtet dann Y, vom Typ (p — p) — p.

Sei A ein Informationssystem und f: A — A. Ein Objekt z € |A] ist
ein Fizpunkt von f, wenn f(z) = z. Es heifit kleinster Fixpunkt von f, wenn
fiir jedes andere y € |A| mit f(y) =y gilt z C y.

SATz 4.6 (Fixpunktsatz). Sei A ein Informationssystem und f: A — A.
Dann hat f einen kleinsten Fizpoint Y(f), und zwar

Y(f) = | @)

néeN

Ferner ist Y stetig.

BEWEIS. Aus @ C f(@) erhilt man f*(3) C f**1(&) durch Induktion,
da f monoton ist. Also ist z := |J,, f" (&) € |A|. Ferner ergibt sich aus der
Charakterisierung der Stetigkeit in Lemma 3.7(c)

@) =rJr@)=Jre ==«

Ist y ein weiterer Fixpunkt, so folgt aus & C y wieder durch Induktion
(@) Cy, also

z=J @) Cy.

Schliefllich zeigen wir noch, dal Y stetig ist. Die Monotonie folgt unmittelbar
aus der Definition. Fiir PFS gelte b € Y(f), d.h. b € f™(@) fiir ein m. Da
nun die Auswertung stetig ist, ist fiir jedes feste m auch das Funktional
f = f™(@) stetig. Also ergibt sich aus PFS fiir unser b € f™ () die Existenz
eines W Cfi" f mit

be W" (D) CY(W).

Das war zu zeigen. 0

5. Partielle stetige Funktionale

Eine wichtige Konsequenz des Arbeitens in einer kartesisch abgeschlos-
senen Kategorie ist es, daB jede ezplizite Definition (die auch héhere Typen
enthalten darf) tatsichlich ein Objekt definiert.

Unter einer expliziten Definition verstehen wir einen reinen A-Term, wie
dies in Kapitel 3, Definition 1.2 erklart war. Der Einfachheit halber nehmen
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wir an, dafl nur ein Grundtyp ¢ gegeben ist, etwa der Typ N der natiirlichen
Zahlen. Die Stufe lev(p) eines Typs p wird induktiv erklirt durch

lev(e) =0
lev(p — o) := max(lev(p) + 1, lev(0))
lev(p x o) := max(lev(p),lev(o)).
Wir verwenden die Klammerkonventionen aus Kapitel 3. Man beachte, dafl

jeder Typ ohne X sich eindeutig schreiben 148t in der Form p; — -+ —
pn — t, und dafBl seine Stufe gegeben ist durch max(lev(py),...,lev(p,)) + 1.

DEFINITION 5.1. Fiir jeden Typ p definieren wir das Informationssystem
C, = (C,,Con,,tF,) durch Induktion iber p:

C, =N (etwa als flaches Informationssystem; s. Beispiel 2.4(a))

Coo =C,—C,

CpXO' = C,U X CO"
Die partiellen stetigen Funktionale (iber N) vom Typ p — o sind die stetigen
Funktionen von |C )| nach |C,|.

LEMMA 5.2. Fir jeden A\-Term MP und jede Liste z/*,...,zh", die alle
in M freien Variablen enthdilt, kénnen wir [M]: C,, x ---x C,, = C, so
definieren, daf fir alle uy € |Cp,|,...,un € |C)p,| gilt

[zi](ui,- .-, up) = u;
[MN](u,...,up) = [M](u1,-..,un)([N](u1,-..,um))

[AeM](u1,...,un)(v) = [M](u1,.-.,un,v).

BEWEIS. Durch Induktion iiber den Term M. Ist M eine Variable z;,
so sei [z;] = 7', wobei 7' die Projektion eines n-Tupels auf seine i-te
Komponente ist. Formal definieren wir 7} aus den Projektionen 7, o (siehe
oben) wie folgt (man beachte, da8 A x B x C := (A x B) x C): n} = id,
Wz_ﬂ =my, Mt =7l om fiiri=1,...,n.

Fiir einen Anwendungsterm definieren wir [M N] := eval o ([M] x [N]).

Dies ist eine stetige Funktion, und es gilt
[MN](u1,...,un) = eval(([M] x [N])(u1,...,us))
= eval([M](u1,...,un), [N](u1,...,u,))
= [M](u, .., un)([N](u1,--.,um)).

Im Fall einer A-Abstraktion setzen wir [AzM] := curry([M]). Dann gilt
aufgrund der Eigenschaften von curry

[AeM](ui,...,up)(v) = curry([M])(u1,-..,un)(v) = [M](u1,...,un,v).

Das war zu zeigen. 0

6. Berechenbare Funktionale

In unseren Funktionenrdumen C, kénnen wir jetzt eine Theorie der Be-
rechenbarkeit entwickeln. Die Datenobjekte und daraus gebildete endliche
Mengen lassen sich etwa durch natiirliche Zahlen kodieren. Es ist dann leicht
zu sehen, dafl die Begriffe X € Con, der Konsistenz und X F, a der Folge-
rungsrelation berechenbare (sogar ,elementare“) Relationen sind.
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DEFINITION 6.1. Ein partielles stetiges Funktional ¢ vom Typ p heifit
be berechenbar wenn es — angesehen als Menge von (Kodenummern von)
Datenobjekten — X1-definierbar ist.

LEMMA 6.2. Fir alle Typen p,o, T sind die Funktionale
eval,,: (C, =+ C,) xC, = C,
curry, 5.2 (Cp x Cyp = C;) = (Cp — (Cy, = C))
berechenbar.

BEWEIS. Die Datenobjekte von eval, , sind von der Form (W, X, a) mit
W € Con,,5, X € Con, und a € Cy, und es gilt

(W,X,a) €eval < a e W(X) < a € WX < WX ta.

Hierbei ist WX die in Definition 3.1 eingefithrte Anwendungsoperation fiir
endliche Approximationen, und wir haben die (einfach zu beweisende) Tat-
sache verwendet, daB WX = W (X). Also haben wir eine ¥;-Definition von
eval, ;. Fiir curry erhalten wir

(W,X,Y,a) Ecurry <= a€ W(XUY)
<= acW((XUY)
— W((XUY)F aq,

was wieder eine ¥1-Definition ist. O

LEMMA 6.3. (a) Sind ¢: C, - C, und 9: C, — C; berechenbar, so
auch ¢ o .

(b) Sind ®: C, = C, und ¢ € |C,| berechenbar, so auch ®(yp).

(c) Sind ¢: C, = C, und p: C, — C, berechenbar, so auch ¢ x 1.

(d) Die Projektionen m: C, x C; — C, und mp: C, x C; — C, sind
berechenbar.

BEWEIS. (a). Die Datenobjekte von 9 o ¢ sind von der Form (X, b) mit
X € Con, und b € C7, und es gilt

(X,b) €pop < IYCY[(Y,b) € 1 AVa€Y (X, a) € ¢].

Dies ist eine X;-Definition, da ¢ und % berechenbar sind.
(b). Da eval stetig ist, haben wir wegen PFS

a€d(p) «— IWC"PIXC"p(a € W(X))
— Iwcireaxclirp(wx +a).

Dies ist wieder eine X1-Definition.
(c) und (d) beweist man dhnlich. a0

LEMMA 6.4. Fir jeden \-Term MP und jede Liste z',...,z5" von Va-
riablen, die alle in M freien Variablen enthdlt, ist das wie oben definierte
Funktional [M]: C,, x --- x C,, = C, berechenbar.

BEWEIS. Die Berechenbarkeit folgt aus der Konstruktion von [M] in
Lemma 5.2 (durch Induktion iiber M) und dem vorangehenden Lemma. [



110 8. ENDLICHE APPROXIMATION UNENDLICHER OBJEKTE

Man kann ferner leicht zeigen, dafl die Fixpunktoperatoren Y, berechen-
bar sind, sowie auch die Funktionale pcond vom Typ ¢t = ¢ — ¢+ — ¢ und 3
vom Typ (v — ¢) — ¢, die definiert sind durch

z fallsp=1
falls p=10

peond(p, z,y) = ¢ 0 °F
z fallsz=y

1 sonst,

0 fallsp(Ll)=0
(p) :=<1 falls p(n) =1 firein n
1 sonst.

DEFINITION 6.5. Ein partielles stetiges Funktional ® vom Typ p; —
-+ = pp — ¢ heilt rekursiv in pcond und 3 wenn es explizit durch einen
A-Term definierbar ist, der aus Variablen und Konstanten fiir 0, den Nach-
folger, den Vorgénger, die Fixpunktoperatoren Y,, pcond und 3 aufgebaut
ist.

SATZ 6.6 (PLOTKIN). Ein partielles stetiges Funktional ist berechenbar
genau dann, wenn es rekursiv in pcond und 3 ist.

BEWEIS. Die obigen Beispiele zusammen mit den Tatsachen, daf§ (1) A-
Terme berechenbar sind (siehe Lemma 6.4) und (2) berechenbare Funktio-
nale abgeschlossenen sind unter Anwendungen (siehe Lemma 6.3(a)) ergibt
sich, daf} jedes in pcond and 3 rekursive Funktional berechenbar ist. Fiir die
Umkehrung sei auf die Literatur [6] verwiesen. 0



ANHANG A

MPC-Beweis zum Warshall-Algorithmus

Als ein Beispiel fiir eine nicht mehr ganz einfache logische Herleitung
wollen wir jetzt den in Kapitel 4, Abschnitt 4 informal gefiihrten Beweis fiir
die dem Warshall-Algorithmus entsprechende Existenzaussage formalisieren.
Das ist notwendig, wenn man anschlielend ein Programm automatisch ex-
trahieren mochte.

Wir verwenden den Beweispriifer MPC zur formalen Darstellung des
Beweises. Erreicht wird damit, dafl der Beweis maschinell auf Korrektheit
iiberpriift ist.

Wir stellen zunichst Dateien nat.scm und 1ist. scm bereit; dies sind Bi-
bliotheksdateien, die Grundmaterial fiir natiirliche Zahlen und Listen enthal-
ten, einschlieBllich den Namen n,m, k fiir Zahlvariablen, den Bezeichnungen
++4 fiir den Nachfolger und der Infixbezeichnung :: fiir cons. Ferner legen
wir weitere Namen fiir Variablen fest, die iiber natiirliche Zahlen bzw. Li-
sten von natiirlichen Zahlen laufen, und auch einen Namen r fiir zweistellige
booleschwertige Funktionen iiber natiirlichen Zahlen:

MPC;
INCLUDE "nat.mpc";
INCLUDE "list.mpc";

nat . abcdeij;
(list nat) . Xy z;
nat=>nat=>boole . r; // the relation, mostly supressed

SYNTAX nil CONST (Nil nat);

In Kapitel 4, Abschnitt 4 haben wir die folgenden Pridikaten- und
Funktionssymbole verwendet. Zugrunde lag eine zweistellige Relation R auf

{0,1,...,n—1}, deren transitive Hiille zu bestimmen war.
kex k kommt im Pfad z vor,
Rf(z) z ist ein wiederholungsfreier Pfad,

Pi(z,j,k) = ist ein R-Pfad von j nach k mit inneren Elementen < 1,

x|y Verkettung.

Die Verkettungsfunktion z | y leistete folgendes. Sind z und y Pfade mit
gleichem End- bzw. Anfangspunkt, so ist | y der durch Aneinanderhingen
entstehende Pfad, wobei der gleiche End- und Anfangspunkt nur einmal auf-
gefithrt wird. Sind End- und Anfangspunkt verschieden, so ist das Ergebnis
die leere Liste e.
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Wir haben damals keine Definitionen dieser Relationen und Funktio-
nen angegeben; dies miissen wir jetzt nachholen. Aus den oben genannten
Griinden schreiben wir die Definitionsgleichungen als Termersetzungsregeln.

FUNCTION boole . In(nat (list nat))

// k in x: k occurs in the path x
{ SYNTAX in RELOP In;

a in nil -> False;

a in (b::x) -> [if (a=b) True (a in x)];
};

FUNCTION boole . Rf(list nat)

// Rf x : x is a repetition free path
{ Rf nil -> True;
Rf(a::x) —> [if (a in x) False (Rf x)];
};

FUNCTION boole . Path(nat=>nat=>boole nat (list nat) nat nat)
{ SYNTAX P CONST (Path r);
// we use P and suppress the notation of r
P i nil b ¢ -> False;
P i (a::nil) b ¢ -> [if (a=b) (b=c) Falsel;
P i (a::d::nil) b ¢ —>
[if (a=b) [if (d=c) (r a d) False] Falsel;
Pi(a::d::e::x) bc —>
[if (a=b)
[if (r a d)
[if (d<i) (P i (d::e::x) d c) False]
False]
False];
};

FUNCTION list nat . Dot((list nat) (1list nat))
{SYNTAX | PAIROP Dot;
nil | x -> x;
(a::nil) | nil -> a:;
(a::nil) | (b::x) -> [if (a=b) (b::x) nill;
(a::d::x) | y => ar:(d::x | y);
};
Wir hatten einige Eigenschaften (,Lemmata“) ohne ,rechnerischen Ge-
halt“ zugrunde gelegt. Sie werden in MPC als Annahmen aufgelistet:
all r,i,x,j,k . Pix jk->P++ix jk. // O
all r,x,j,k . PO x jk ->not j=k ->r jk. // 1
all r,i,x,y,j,k . Pix ji->Piyik->
P ++i (xly) j k. // 2
all r,i,x,y,j,k . Pix ji-> REx->Piyik->Rfy->
all z not Piz jk ->Rf(xly). // 3

all r,i,x,j,k . P++i x jk ->not Pix jk ->
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(exyPiyji&exzPizik).// 4

Ferner benétigen wir im formalen Beweis noch zwei weitere Aussagen,
die sich ebenfalls und sogar besonders leicht beweisen lassen, deren Beweis
wir der Kiirze halber aber iibergehen méchten.
all j,k . (not j=k) -> Rf(j::k::nil). // 5
all r,i,x,j,k . Pix j k -> not x=nil. // 6

Diese Annahmen werden von MPC mit den Nummern 0—6 versehen und
im folgenden Beweis verwendet.

{r.

// induction on i

//

// base i =0

//

{j. {k. // given j and k
// cases j=k or not j=k
{ j=k.

// let x be j::nil

{ (G:nil)=nil. {y . { POy jk . F; }}};
{ not (j::nil)=nil.
P O (j::nil) j k; // from j=k we have P 0 (j::nil) j k;
Rf(j::nil); // trivial
(PO (j::nil) j k & Rf(j::nil));
}
((j::nil)=nil -> all ynot POy j k) &
(not (j::nil)=nil -> (P 0 (j::nil) j k & Rf(j::nil)));

ex x . (x=nil -> all ynot POy j k) &
(not x=nil -> (P 0 x j k & Rf x));
}
{ not j=k.
// cases r j kornot r j k
{rjk.
// let x be j::k::nil
{ (j::k::nil)=nil. { y. { P Oy j k. F;}}}
{ not(j::k::nil)=nil.
P O (j::k::nil) j k; // since r j k.
// we use proposition 5
all k . (mot j=k) -> Rf(j::k::nil);
(not j=k) -> Rf(j::k::nil);
Rf(j::k::nil);
PO (j::k::nil) j k & REf(j::k::nil);
}
((j::k::nil)=nil -> all ynot POy j k) &
(not (j::k::nil)=nil -> (P O (j::k::nil) j k &
Rf(j::k::nil)));
ex x . (x=nil -> all ynot POy j k) &
(not x=nil -> (P 0 x j k & Rf x));
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}
{ not r j k.
// let x be nil.
{ nil=nil. { y. {P Oy j k.
// we use proposition 1
all x,j,k . PO x j k -> not j=k -> r j k;
all j,k . POy jk ->mnot j=k ->r j k;
allk . POy jk ->not j=k ->r j k;
POy jk ->mnot j=k ->r j k;
not j=k -> r j k;
r jk;
F;
33}
{ not nil=nil.
nil=nil;
P 0 nil j k;
Rf nil;
P 0 nil j k & Rf nil;
X

(nil=nil -> all ynot POy j k) &
(not nil=nil -> (P 0 nil j k & Rf nil));

ex x . (x=nil -> all ynot POy j k) &
(not x=nil -> (P 0 x j k & Rf x));
} ex x . (x=nil -> all ynot POy j k) &
(not x=nil -> (P 0 x j k & Rf x));
}
ex x . (x=nil -> all ynot POy j k) &
(not x=nil -> (P 0 x j k & Rf x));
1}
//
// step i —> ++i
//
{i. { all j,kex x . (x=nil -> all ynot Piy j k) &
(not x=nil -> (P i x j k & Rf x)).

{j. {k.
// by induction hypothesis we have x1
all k ex x . (x=nil -> all ynot Piy j k) &
(not x=nil -> (P i x j k & Rf x));
ex x . (x=nil -> all ynot Piy jk) &
(not x=nil -> (P i x j k & Rf x));
{x1. { (x1=nil -> all ynot P iy j k) &
(not x1=nil -> (P i x1 j k & Rf x1)). // IH for x1
// cases x1=nil or not x1=nil
{ x1=nil.
x1=nil -> all y not P i y j k;
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all ynot Piy jk; // by IH
// now we get by IH a path x2 from j to i

all k ex x . (x=nil -> all ynot Piy j k) &
(not x=nil -> (P i x j k & Rf x));
ex x . (x=nil -> all ynot Piy j i) &
(not x=nil -> (P i x j i & Rf x));

{x2. { (x2=nil > all ynot Piy j i) &
(not x2=nil -> (P i x2 j i & Rf x2)).
// cases x2=nil or not x2=nil
{ x2=nil.
x2=nil -> all y not P iy j i;
// then we have
all ynot Piy j i,
// let x be nil
{ nil=nil. { y. { P ++i y j k.
// we use proposition 4
all i,x,j,k . P ++i x jk ->not Pix jk ->
(exyPiyji&exzPizik);
all x,j,k . P ++i k ->notPixjk->
(exyPiyj ex zPizik);
all j,k . P ++i y -=>not Piyjk->
(ex z1 P izl & ex z2 P i z2 i k);
all k . P ++i y j ->notPiyjk->
(ex z1 Pizl ji&exz2Piz2ik);
P++tiyjk->notPiyjk->
(exz1 Pizl ji&exz2Piz2ik);
not Piyjk->
(exz1 Pizl ji&exz2Piz2ik);
not P iy j k;
exzl Pizl ji&exz2P iz2ik;
ex z1 P izl ji; // hence a contradiction
{zl. {Pizlji.
not P izl j ij;
F;
}}
F;

> LS P S Py
PRoRe G

1}
{ not nil=nil.
nil=nil;
P ++i nil j k;
Rf nil;
P ++i nil j k & Rf nil;
}
(nil=nil -> all y not P ++i y j k) &
(not nil=nil -> P ++i nil j k & Rf nil);
ex x . (x=nil -> all y not P ++i y j k) &
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(not x=nil -> (P ++i x j k & Rf x));

not x2=nil.
// now we get by IH a path x3 from i to k

all k ex x . (x=nil -> all y not Pi y ik) &
(not x=nil -> (P i x ik & Rf x));
ex x . (x=nil -> all ynot P iy ik) &
(not x=nil -> (P i x ik & Rf x));
{ x3. { (%x3=nil -> all ynot Piyik) &
(not x3=nil -> (P i x3 i k & Rf x3)).
// cases x3=nil or not x3=nil
{ x3=nil.
x3=nil -> all y not P iy i k;
all ynot P iy ik;
// let x be nil
{ nil=nil. {y. { P ++i y j k.
// we again use proposition 4

all i,x,j,k. P ++i x jk ->mnot Pix j k ->

(exyPiyji&exzPizik);

all x,j,k . P++i x jk ->not Pix jk->

(exyPiyji&exzPizik);
all j,k . P++iy jk->not Piyjk->
(ex z1 Pizl ji&exz2Piz2ik);
allk . P++iy jk->notPiyjk->

(ex z1 Pizl ji&exz2Piz2ik);
P++tiyjk->notPiyjk—>

(exz1 Pizl ji&exz2Piz2ik);
not Piy jk ->

(exz1 Pizl ji&exz2Piz2ik);
not Piy j k;
exzl Pizl ji&exz2P iz2ik;

1
ex z2 P i z2 i k; // and again contradiction
{z2. {Pi=z21ik.
not P i z2 i k;

F;
}r
F;
1}
{ not nil=nil.
nil=nil;
P ++i nil j k;
Rf nil;
(P ++i nil j k & Rf nil);

}

(nil=nil -> all y not P ++i y j k) &

(not nil=nil -> (P ++i nil j k & Rf nil));
ex x . (x=nil -> all y not P ++i y j k) &
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X
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(not x=nil -> (P ++i x j k & Rf x));

not x3=nil.

// now let x be x2]|x3.

// We first prove not (x2 | x3)=nil
// about x2 and x3 we know

not x2=nil -> (P i x2 j i & Rf x2);
Pix2 jié&Rf x2;

P ix2 j i; Rf x2;

not x3=nil -> (P i x3 i k & Rf x3);
Pix3 ik & Rf x3;
P i x3 i k; Rf x3;

// we use proposition 2
all i,x,y,j,k . Pixji->Piyik->
P ++i (xly) j k;
all x,y,j,k . Pix ji->Piyik->
P ++i (xly) j k;
all y,j,k . Pix2 ji->Piyik->
P ++i (x2]|y) j k;
all j,k . Pix2ji->Pix3ik-->
P ++i (x2[x3) j k;
allk . Pix2ji->Pizx3ik->
P ++i (x2[x3) j k;
Pix2 ji->Pix31ik->P++i (x2[x3) j k;
Pix3ik->P++i (x2|x3) j k;
P ++i (x2]x3) j k;

// we use proposition 6

all i,x,j,k . P i x j k -> not x=nil;

all x,j,k . P ++i x j k -> not x=nil;

all j,k . P ++i (x2]x3) j k -> not(x2|x3)=nil;
all k . P ++i (x2]x3) j k -> not (x2|x3)=nil;
P ++i (x2x3) j k -> not (x2|x3)=nil;

not (x2]x3)=nil;

{ (x21x3)=nil. { y. { P ++i y j k.
F;
11}

{ not (x2]x3)=nil.

// we use proposition 3
all i,x,y,j,k . Pix j i -> Rf x —>
Piyik->Rfy >
all z not P i z j k -> Rf(x|y);
all x,y,j,k . Pix ji-> Rfx->



A. MPC-BEWEIS ZUM WARSHALL-ALGORITHMUS

Piyik->Rfy->
all znot P iz jk ->RE(xly);
all y,j,k . Pix2 ji-> Rf x2 ->
Piyik->Rfy->
all z not P i z j k -> Rf(x2ly);
all j,k . P ix2 ji-> Rf x2 ->
Pi=x3 ik ->Rf x3 >
z not P iz j k -> Rf(x2]x3);
Pix23ji-> Rfx2 >
Pi=x31ik ->Rfx3 >
all z not P iz j k -> Rf(x2]x3);
Pix23ji-> Rf x2 >
Pix3ik->Rf x3 ->
all z not P i z j k -> Rf(x2]x3);
Rf x2 -> P i x3 ik -> Rf x3 >
all z not P i z j k -> Rf(x2]x3);
Pi=x31ik->Rfx3 ->
all znot Piz jk -
Rf x3 ->
all z not P i z j k -> Rf(x2x3);
all z not P i z j k -> Rf(x2[x3);
all z not P i z j k;
Rf(x2|x3);

all
all k .

Vv

Rf (x2[x3);

P ++i (x2[x3) j k & Rf(x2]x3);
}
((x21%x3)=nil -> all y not P ++i y j k) &
(not (x2|x3)=nil -> (P ++i (x2[x3) j k &
Rf (x2]x3)));
ex x . (x=nil -> all y not P ++i y j k) &
(not x=nil -> (P ++i x j k & Rf x));

ex x . (x=nil -> all y not P ++i y j k) &
(not x=nil -> (P ++i x j k & Rf x));
1}
ex x . (x=nil -> all y not P ++i y j k) &
(not x=nil -> (P ++i x j k & Rf x));

ex x . (x=nil -> all y not P ++i y j k) &
(not x=nil -> (P ++i x j k & Rf x));
1}

ex x . (x=nil -> all y not P ++i y j k) &
(not x=nil -> (P ++i x j k & Rf x));
}
{ not x1=nil.
// let x be x1
not x1=nil -> (P i x1 j k & Rf x1);
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Pixl1l jk&REf x1;

Rf x1;

Pixl1ljk;

// we use proposition O to conclude P ++i x1 j k.
all i,x,j,k. Pix j k->P ++i x j k;
all x,j,k. Pix jk ->P ++i x j k;
all j,k. Pixl jk ->P ++i x1 j k;
all k. Pix1l jk ->P ++i x1 j k;
Pixl jk->P++i x1 j k;

P ++i x1 j k;

P ++i x1 j k & Rf x1;

{not x1=nil. (P ++i x1 j k & Rf x1);}
{ x1=nil. { y. { P ++i y j k. F;}}}
(x1=nil -> all y not P ++i y j k) &
(not x1=nil -> (P ++i x1 j k & Rf x1));

ex x . (x=nil -> all ynot P ++i y j k) &
(not x=nil -> (P ++i x j k & Rf x));
}
ex x . (x=nil -> all y not P ++i y j k) &
(not x=nil -> (P ++i x j k & Rf x));
}}
ex x . (x=nil -> all ynot P ++i y j k) &
(not x=nil -> (P ++i x j k & Rf x));
3}
1}
// final formula
all i,j,k ex x . (x=nil -> all ynot Piy j k) &
(not x=nil -> (P i x j k & Rf x));
}
END;
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