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Ubungen zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen*

Auf diesem Blatt sind A, B kommutative Ringe mit 1.

Aufgabe 21. Sei f: A — B Ringhomomorphismus. Man zeige

(a) Wenn b C B Ideal von B ist, so ist auch f~!(b) Ideal von A.
(b) Ist a € A Ideal von A und f surjektiv, so ist auch f(a) Ideal von B.

Beweis. (a). Nach einem Lemma iiber Gruppenhomomorphismen ist f~!(b)
Untergruppe von (4, +). Noch zu zeigen ist Af~1(b) C f~1(b). Seien dazu
y€ Aund z € Amit f(x) € b. Dann gilt f(yz) = f(y)f(z) € b,da f(x) € b
und b ein Ideal ist. Damit folgt yz € f~1(b). (b). Nach dem Lemma iiber
Gruppenhomomorphismen ist f(a) Untergruppe von (B, +). Noch zu zeigen
ist Bf(a) C f(a). Seien dazu x € a und y € B. Da f surjektiv ist, existiert

ein z € A mit f(z) = y. Dann gilt yf(x) = f(2)f(z) = f(zz) € f(a), da
zx € a. (]

Aufgabe 22. Ein Ideal p C A mit p # A heifit Primideal, wenn fiir alle
x,y € A gilt
Aus zy € p folgt x € p oder y € p.
(a) Seip C A ein Ideal mit p # A. Man zeige:
p ist Primideal genau dann, wenn A/p ein Integritétsring ist.

(b) Sei A =7Z, p =pZ mit p € N, p > 2. Man zeige, dafl pZ genau dann ein
Primideal ist, wenn p Primzahl ist.

Beweis. (a). Folgende Aussagen sind dquivalent.
p Primideal
Voyealry €p — x € p oder y € p)
Vayea(xy ~p 0 — x ~p 0 oder y ~; 0)
A/p Integritétsring
(b). Folgende Aussagen sind dquivalent.
pZ Primideal

Veyez(p | vy — p |z oder p | y)
p Primzahl
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Aufgabe 23. Fiir Ideale a,b C A und Teilmengen M C A definiert man
a+b:={z+ylrecayecb}, anb:={z|zxcazrecb},
(M) :={z1a1 4+ +zpan | n>0,a1,...,anp € M,2z1,...,2, € A}.

Wir schreiben (a1, ...,ay) fur({ai,...,a,}). Man zeige
(a) a+ b und an b sind Ideale von A.
(b) (M) ist das kleinste M umfassende Ideal von A, d.h. es gilt
(i) (M) ist ein Ideal.
(ii) (M) 2> M.
(iii) Ist a O M Ideal von A, so ist a D (M).
(c) Fir a,be Aist (a) + (b) = (a,b).
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Beweis. (a). Unter Beniitzung des Untergruppenkriteriums 148t sich leicht
zeigen, dal a+ b und aNb Untergruppen von (A, +) sind. Seien nun a € A,
wE a+b, z€ anb. Dann existieren x € a und y € b so, dafl w = x +y und
es gilt aw = a(x+y) =ar+ay € a+b,daar € aund ay € b (a und b sind
Ideale), sowie az € aNb, da az € a und az € b. Damit folgt, daf a + b und
a N b Ideale von A sind.

(b). Wieder folgt nach dem Untergruppenkriterium sofort, dafi (M) Un-
tergruppe von (A, +) ist. Seien a € A und x = z1a1 + -+ + zpa, € (M).
Dann folgt ax = (azi)a; + - - + (axy)an, € (M), da ax; € A fur alle 4, also
ist (M) ein Ideal. (M) D M ist klar. Sei a O M Ideal von A. Dann folgt
a D AM(:={yx |y € A,x € M }), da a Ideal ist, und damit a O (M), da a
Untergruppe von (A, +) ist.

(c). Seien a,b € A. Es gilt (a) C (a,b) und (b) C (a,b), also (a) + (b) C
(a,b), da (a,b) Untergruppe von (A, +) ist. Nach (a) ist (a) + (b) ein Ideal
und damit (a) + (b) 2 (a,b) nach (b). Also gilt (a) + (b) = (a,b). O

Aufgabe 24. Man zeige

(a) Fiir a,b € Z und m € N, m > 0 sind &quivalent
(i) a und b haben denselben Rest bei der Division durch m.
(i) m | a—0.
Bezeichnung: ¢ =b mod m; ,,a ist kongruent zu b modulo m*.
(b) Fiir a,b,¢,d € Z und m € N, m > 0 gelte a = b mod m und ¢ = d
mod m. Man zeige
(i) a+c=b+d mod m,
(il) —a = —b mod m,
(iii) ac = bd mod m.

Beweis. (a). Seien a = mp +r und b = mqg + s mit p,q € Z und r,s € N,
r,s < m. —. Gelte r = s. Dann ist a —b = m(p — ¢), also m | a — b. —. Es
ista—b=m(p—q)+ (r—3s). Aus m | a — b folgt also m | r — s. Wegen
0<r,s<mfolgt r=s.

(b). Gelte m | (a—b) und m | (¢—d). Dann folgt (i) m | ((a—b)+ (c—d)),
alsom | ((a+c¢) — (b+d)). (ii). Klar. (iii). Es folgt m | (a(c —d) + (a — b)d),
also m | (ac — bd). O
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