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Programm fiir das Proseminar
Matrizgruppen und ihre Darstellungen

im Wintersemester 2002/2003

Ziel, Inhalt, Stil

Es ist das Ziel des Proseminars, an wichtige Aspekte der Symmetriegruppen
der Physik heranzufiithren. Dabei wird weniger eine Vollstédndigkeit der behandelten
Themen angestrebt als eine Herausstellung der wichtigsten Tatsachen und Metho-
den.

Das sind:

. Bekannte Symmetriegruppen in der Physik
. Matrixgruppen - wovon sprechen wir? Die klassischen Gruppen
. Wie kommt es zu (unitéren) Darstellungen von Matrixgruppen in der Physik?
. Irreduzible Darstellungen, die ’Atome’ einer Darstellung einer Gruppe
. Problem: Aufzédhlung aller irreduziblen Darstellungen
. Das Beispiel der Permutationsgruppen S,
. Das Beispiel SU(2) bzw. SO(3)
. Die Exponentialabbildung
9. Die infinitesimale Version einer Matrixgruppe: Ihre Lie-Algebra
10. Beziehung zwischen der Darstellungstheorie einer Matrixgruppe und der Dar-
stellungstheorie der zugehorigen Lie-Algebra
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Inhalt:

Der Inhalt ist demzufolge: Grundtatsachen zur Darstellungstheorie von Gruppen,
Matrixgruppen als topologische Gruppen, Exponentialabbildung und Lie-Algebren.
Soweit moglich auch: Einfach zusammenhéngende Matrixgruppen und universelle
Uberlagerung, Darstellungstheorie von Lie-Algebren.

Minimalziel ist die Beschreibung der ausgesprochen effizienten Methode, ein vor-
gegebenes Problem einer Matrixgruppe mittels ihrer zugehorigen Lie—Algebra er-
folgreich zu behandeln. Das entspricht dem Vorgehen, infinitesimal an die jeweiligen
Probleme heranzugehen und ist in der Physik in vielen Bereichen wohlbekannt und
erfolgreich.

Stil:

Es soll im Proseminar von Beispielen ausgegangen werden, die Theorie lasst sich
in den verschiedenen Biichern nachlesen. Jeder Teilnehmer hat zwei Vortrége: Einen



Kurzvortrag (20 Minuten) mit einem beispielhaften Charakter und den eigentlichen
Vortrag (60 — 90 Minuten). Die Kurzvortrage werden in der Regel zu Beginn des
Semesters gehalten, und es soll hier viel Zeit zu Diskussionen gelassen werden.

Nicht alle Vortrdge miissen gehalten werden, es handelt sich um Vorschlage. In
einem minimalen Durchlauf allerdings sind die mit ** gekennzeichneten Vortriage aus
meiner Sicht notwendig, die mit * gekennzeichneten sind dann die nichste Wahl. Es
geht nicht darum, durch dieses Proseminar mit einem recht anspruchsvollen Stoff
eine weitere Biirde im Physikstudium zu schaffen. Daher ist ausnahmsweise ein Mut
zur Liicke erlaubt. Das heifit im einzelnen, dass der Vortragende ganze Beweisschritte
auslassen kann und dass er auch den Stoff verkiirzen kann. Lieber wenig sehr gut
verstanden als vieles nur halb.

Die Zuordnung der Vortrage kann auf Wunsch geédndert werden, aber bitte diesen
Wunsch sehr bald duflern.

Vorkenntnisse:

Zusatzlich zum Stoff der Grundvorlesungen benétigen wir noch das Tensorpro-
dukt von Vektorrdumen, das duflere Produkt und das symmetrische Produkt. Dazu
bin ich nicht gekommen im Laufe der Vorlesung Lineare Algebra II. Jeder Teilneh-
mer ist angehalten, sich ein Basiswissen dariiber anzueignen, wenigstens im Umfang
der Beschreibung in [HE, S. 151-153]. Ich habe im iibrigen einen entsprechenden
Paragrafen in Ergidnzung zur Vorlesung fiir das Internet geschrieben.

Termin:

Termin fiir das Seminar: Vorschlag meinerseits ist Montag nachmittag, 16 bis 18
Uhr.

Die Kurzvortrige:
Die meisten Informationen zu den Kurzvortrigen findet man in [He].

A ** Topologische Gruppen und Komponente der Eins

Der Begriff der topologischen Gruppe, Zusammenhang und Wegzusammenhang.
Die Komponente der Eins ist wieder eine topologische Gruppe. Das Beispiel GL(n, K)
(K ist R oder C oder auch der Schiefkérper H der Quaternionen). Matrixgrup-
pen (das sind bei uns per definitionem die abgeschlossenen Untergruppen von
GL(n,K) !) sind topologische Gruppen. Die Gruppen O(p, q), U(p, q), O(n,K) und
dasselbe mit 'S’ davor.

B.** Der Fall SO(2)

Vergleich mit R/Z und S' (S" ist die n—Sphire). Die Darstellungen 2™ von S',
2"(Qw = "w, ¢ €S, we C. SO(2) ist die Komponente der Eins von O(2).



Der Torus in beliebiger Dimension: T™ = R™/Z".
C.* Der Fall SO(1,1)

SO™(1,1) als Einskomponente von SO(1,1). Vergleich mit O(1,1). Blick auf die
Definition der Lorentzgruppe.

D.** SU(2) und SO(3)

SO(3) ist Komponente der Eins von O(3). SU(2) und U(2)? SU(2) und H! SU(2)
ist einfach zusammenhéngend. SU(2) und S*. SU(2) ist 2-1-Uberlagerung von SO(3).

E.** SL(2,C) und Lorentzgruppe L

Definition der Lorentzgruppe L (vgl. Vortrige C und D). "Boosts’. SL(2,C) als
2-1-Uberlagerung von L.

F.* Euklidische Gruppe, Galileigruppe und Lorentzgruppe

Beschreibung als semidirekte Produkte von Gruppen und damit als Matrixgrup-
pen

G.* Darstellungen von Matrixgruppen in KM und QM

Durch Symmetrien induziert. Beispiel SO(3): Wenn SO(3) eine Symmetrie in KM
beziiglich eines Phasenraumes P ist, dann wird automatisch eine (rechtsreguléire wie
auch eine linksregulire) Darstellung auf £(P) induziert. Analog in QM. Physikali-
sche Beispiele!

H. Der Fall SU(3): Quarks

The eightfold way [LF, S. 323]: Nur einen Eindruck vermitteln!

I. Der Fall SO(4)

SU(2) x SU(2) ist eine 2-1-Uberlagerung von SO(4). Weitere 2-1-Uberlagerun-
gen [LF, S. 278]: SU(1,1),SU(1,1)xSU(1,1),SU(4),SL(4,R), SU(2,2). ,Oben* stets
einfach zusammenhéngende Gruppen.

J. Die symplektischen Gruppen

Zur Vervollstandigung: Sp(2n,K), Sp(2n) wie in [He], vgl. [FH]. Lokale Isomor-
phismen fiir kleine n zu bereits bekannten Matrixgruppen [LF, S. 278|.



Die Vortrage:

Die ersten beiden Vortridge bereiten die Basisdefinitionen und -Resultate auf.
Vor allem der Stoff von Vortrag 1 kommt im folgenden stdndig vor. Die Einzelheiten
zu den ersten zwei Vortragen kann man aus [He, S. 139-183], [BD, S. 66-84], [Su,
verstreut auf S. 1-50] und anderswo finden. Wir teilen den Stoff auf entsprechend
der Darstellung in [He].

Vortrag 1**: Darstellungen, unitire Darstellungen, irreduzible Dar-
stellungen

Nach [He, S. 140-155]: Aquivalenz von Darstellungen in endlicher und in unend-
licher Dimension.

Unitére Darstellungen von topologischen Gruppen (Achtung, die Definition in
[He] ist nur fiir endlichdimensionale Darstellungen giiltig, fiir den unendlichdimen-
sionalen Fall vgl. [Su].]

Beispiele: S3, natiirliche Darstellungen der Matrixgruppen, Rechtsdarstellung,
2" als Darstellungen von S!.

Reduzibilitdt, vollstandige Reduzibilitat. Morphismen, Lemma von Schur.

Diverse neue Darstellungen aus alten: Direkte Summe, Tensorprodukt, symmetri-
sches Produkt, alternierendes (dufleres) Produkt, kontragrediente (duale) und kon-
jugierte Darstellung.

Gegebenenfalls: Die irreduziblen Darstellungen von S! und S3. Gegebenenfalls
mehr Beispiele, vgl. [FH].

Vortrag 2**: Invariante Integration, Charaktere, Orthogonalititsrela-
tionen.

Haar-Ma#f}, speziell fiir SU(2) explizit. Satz von Peter-Weyl (das Resultat wie in
[Su] oder [Si] nur zitieren!).

Die irreduziblen Darstellungen von S! und Sz (soweit nicht in Vortrag 1 bereits
behandelt).

Clebsch-Gordan-Koeffizienten.

Nach [He, S. 171-179], [Su] und [BD]: Orthogonalitétsrelationen und Charaktere
von Darstellungen. Weiteres aus [He, S. 156-169].

Vortrag 3*: Die irreduziblen Darstellungen von S,

Beispiele Ss3, 5y, S5 [FH und Vortrag 1]. Young-Rahmen, Young-Tableaus, und
dann der Satz [FH, S. 44 ff], [He, S.184-188], [Si, S. 95-108], [Ki, S. 262-264].

Vortrag 4**: Die Liste aller irreduziblen Darstellungen von SU(2)
Nach [Su, S. 47-58]. Vgl. auch [BD, S. 84-92].

Vortrag 5**: Exponentialabbildung und Lie-Algebren



Zum Beispiel nach [He, S. 95-120]. Diese Darstellung allerdings ist zu umfang-
reich, kiirzer ist [Su, S. 59-75]. Vgl. auch [HN] und [BD].
Campbell-Hausdorff-Formel ohne Beweis.

Vortrag 6*: Die irreduziblen Darstellungen von SO(3) und wie eine
Darstellung eine infinitesimale Darstellung induziert

Etwa nach [Su, S. 82] fiir SO(3). Allgemein z.B. nach [He, S. 210 ff]. Auerdem
evtl. [He, S. 121 ff]. Ist Thema in fast allen genannten Biichern.

Vortrag 7*: Young-Tableaus und Brauer-Weyl-Ansatz zur Ermittlung
der irreduziblen Darstellungen klassischer Gruppen

Z.B. in [He, S. 189 ff], siehe auch [We3].
Vortrag 8: Lie-Algebren und Wurzelsysteme
Zum Beispiel nach [He, S. 220-234]. Auch: [BD S. 183 ff], [Si, S. 177 ff].

Vortrag 9: Darstellungen von Lie-Algebren mittels Wurzelsystemen
und der Unitire Trick

Wie in [He, S. 235 ff]. Der unitdre Trick auch in [Kn, S. 28], [FH, S. 129] und
anderswo.

Literaturhinweise:

Die Literaturliste habe ich in Gruppen aufgeteilt. Zu jedem Buch kann man eine
Menge erklaren. Hier in Kiirze:

Wiinschenswert wére es gewesen, nur nach einem Buch vorzugehen. Ich habe
leider keines gefunden, dass alle Anforderungen erfiillt, wie sie etwa in ,,Ziel, Inhalt,
Stil“ formuliert worden sind.

Am néchsten im Inhalt und in der Darstellung kommt dem Anspruch des Pro-
seminarthemas das Buch von Ludwig und Falter [LF|. Es bringt viele interessante
Beispiele aus der Physik und es ist auch aus mathematischer Sicht sehr gut ge-
schrieben. Die Physik allerdings erscheint mir zu schwer, wir kénnen die jeweiligen
Theorien nicht voraussetzen. Eine Behandlung des Themas nach [LF] im Proseminar
miisste sich mehr mit der Physik als mit der Darstellungstheorie von Matrixgruppen
auseinandersetzen.

Dasselbe gilt fiir das Buch von Simms [Sim], das sich im wesentlichen auf die
Darstellungstheorie von SL(2,C) und Anwendungen in der Quantenphysik konzen-
triert.

Teilweise gilt das auch fiir [BR].

Die anderen beiden Biicher mit direktem physikalischen Bezug, [Tu] und [Wal,



sind mir nicht tiefgehend genug oder nicht ausreichend prézise und systematisch aus
mathematischer Sicht.

SchlieBlich sind die Biicher [We2], [Wage|, [Wi] bahnbrechend und interessant, al-
lerdings etwas veraltet in der Sprechweise und in den Notationen. Auch im Hinblick
auf die einfachen und wichtigen Resultate sind diese Werke nicht mehr ganz optimal.

Daher habe ich mich nach ldngerem Suchen auf die beiden Biicher von Hein [He]
und Sugiura [Su] als Hauptquellen festgelegt in der Einschétzung, dass diese beiden
Biicher elementar und ausfiihrlich und doch geniigend allgemein und systematisch
sind. Dabei ist [He] eine Spur algebraischer mit Blick auf die klassischen Gruppen
und [Su] ist analytischer mit Blick auf die Harmonische Analysis.

Die anderen mathematischen Biicher, die ich aufgezihlt habe, sind als (wichtige
Ergénzung) gedacht, vor allem im Hinblick auf Beispiele. Im einzelnen:

[FH] gefdllt mir sehr gut, es passt auch insofern zu unserem Anliegen, als es
sich sehr stark an vielen Beispielen orientiert. Ich halte das Buch bzw. den Teil,
der unser Proseminar betrifft, aber ein wenig zu abstrakt und zu schwierig. Wenn
dieses Urteil nach Meinung der Teilnehmer gar nicht zutrifft, bin ich gerne bereit,
das ganze Proseminar auf [FH] auszurichten.

[Kn] orientiert sich ebenfalls an Beispielen, ist aber mit Sicherheit zu sehr auf
grofle Resultate ausgerichtet, die wir nicht erreichen wollen und kénnen.

[BD] ist ein sehr schones Buch, aber eine Spur allgemeiner als unser Thema,
und es geht eine Spur abstrakter und ziigiger an die fiir uns wesentlichen Dinge.

[Si] &hnlich zu beurteilen wie [BD], wenn auch mit anderer Ausrichtung.

[Ki] ist in vieles Hinsicht viel allgemeiner und stellt die Darstellungstheorie der
Matrixgruppen in einen Rahmen von allgemeiner Darstellungstheorie.

[HN] handelt gar nicht von Darstellungen, ist eine ausfiihrliche und griindliche
Beschreibung der Matrixgruppen (und allgemeinerer Lie-Gruppen).

Die , historischen* Biicher und die , philosophischen* sind in der untenstehenden
Literaturliste aufgelistet, um zu zeigen, dass die Anwendung der Darstellungstheorie
eine langere und erfolgreiche Geschichte hat und dass das Thema Symmetrie von
iibergeordnetes Interesse ist.
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