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Abstract

Die kanonische Ubertragung des altbekannten quadratischen Reziprozititsgeset-
zes auf den Fall der vierten Potenz ergibt sich, indem man Z verldsst und stattdes-
sen die Gauschen Zahlen Z[i] betrachtet. In diesem Vortrag soll das biquadratische
Reziprozitéitsgesetz fiir diesen Fall bewiesen werden. Hierbei wird eine Idee von Ei-
senstein aufgegriffen, dies mit elliptischen Funktionen durchzufiihren; jedoch wird
hier der modernere Zugang iiber die Weierstrasche Theorie den urspriinglichen Be-
rechnungen auf der Lemniskate vorgezogen.

1 Vorbereitung

Sei Ok der Ganzheitsring eines Zahlkorpers K, der die n-ten Einheitswurzeln pu, =
{1,Cay -, ¢t} enthélt und p J nOfg ein Primideal. Weil O ein Dedekindring ist, d.h.
alle Primideale maximal sind, ist Og/p ein (endlicher) Korper. Fiir jedes zu p teilerfrem-
de Element o € Oy gilt also a¥?~! =1 mod p, wenn N die Normfunktion bezeichnet.
Weil die von (, mod p erzeugte Untergruppe von (O /p)* die Méchtigkeit n besitzt, gilt
n| Np—1

Deswegen ldsst sich definieren:

Definition 1 Das n-te Restklassensymbol ist definiert durch

<%)n =a % mod p

Hierbei werden die Finheitswurzeln als Reprdsentanten gewdhlt.

Proposition 2 FEs gilt:
1. o= 3 impliziert (%)n :(%})n'

2 (), =55,

3. (%)n =1 gilt genau dann, wenn es ein & € Og\p gibt, das o = £" mod p erfillt.



Beweis: 1) und 2) sind offensichtlich. Fiir 3) sei zundchst angenommen, dass o = £"
mod p ist. Potenzieren ergibt

ot = el — .
Fiir die andere Richtung sei (%)n = 1 angenommen. Weil (O /p)* zyklisch ist, sei a = 77
mod p dargestellt. Es gilt

p—1

_§]N

also Np—1 | j%. Daraus folgt n | 7, indesbesondere ist & = ™ mod p fiir ein m € Z.

1=«

Definition 3 Sei a ein zu nOy teilerfremdes Ideal; der kanonische Homomorphismus
pn — (Og/a)*, Coy,— ¢, mod a

ist dann injektiv. Ein Reprisentantensystem A = o, ..., 0, von (Og/a)*/p, wird -
System mod a genannt. Ist a ein Primideal, so ist m notwendigerweise NC‘ L

Analog zum klassischen Beweis des quadratischen Reziprozitidtsgesetzes gelten zwei
Lemmata:

Lemma 4 Sei A = {aq,...,a,} ein %—System mod p. Dann gibt es eine Permutation
m e Sym(m) und eine Funktion a : {1,...,m} — {0,...,n — 1}, so dass

ac; = (EDagq modp (Vi)

Weiterhin gilt mit p = Y, a(i):

Beweis: (Es wird im folgenden nicht strikt zwischen o und dem Représentanten o mod
p unterschieden).
Fiir jedes «; ist auch ay; € (Og/p)*, und liegt deswegen in genau einer p,,-Nebenklasse.
Also gibt es solche Funktionen a und 7. 7 ist zudem injektiv (und damit auch bijektiv):
Angenommen, (i) = 7(j). Dann ist ac;¢y “? = aa; G *0) und somit a; = Cﬁ(“‘“(”aj.
Weil die a, Repréasentanten von pu,,-Klassen sind, folgt 1 = j. Die Behauptung folgt aus:

¢ Dany = ¢ [ ey
i=1

Lemma 5 Sei pOg ein Hauptprimideal mit pOg f nOg und f : K — C eine Og-
periodische Funktion mat

1. f(Cnz) = Cuf(2) fiir alle z € K\Og;
2. f(5) # 0 fir alle a € Og\pOk.

m m m

i=1 i=1 i=1

Dann gilt fiir jedes %-System A mod pOg :

(), -5y



Beweis: Seien a, 7 wie in Lemma 4 gewahlt.

f<7§z’> _ f<g;j(i>mg) + /\p) _ f<CZ(i);m(i)> _ CS“V(%)

Vom gesamten Produkt bleibt also nur noch folgendes iibrig, und das ist nach Wahl von
a:

[T =¢=(2) .

ol psmn

2 Elliptische Funktionen - Allgemeines

Zur Erinnerung: eine elliptische Funktion ist eine meromorphe Funktion, die doppelt-
periodisch beziiglich einem Gitter A = wZ + wsZ < C ist. definiert. Desweiteren:

Definition 6 Das Fundamentalparallelogramm eines Gitters A ist
F = FA = wl[O, 1) + CLJQ[O, 1)

Der Divisor (f) einer elliptischen Funktion f ist definiert als die formale (endliche) Sum-

(f) = 2, m(p).

peF

Satz 7 (1. und 2. Liouvillescher Satz)

1. Elliptische Funktionen ohne Pole sind konstant. Aus (f) = (g) folgt f = c- g fir ein
konstantes c.

2. Elliptische Funktionen haben nur endlich viele Pole in F, die Summe der Residuen
st 0. Insbesondere hat jede mindestens zwei Pole, Vielfachheiten eingerechnet.

Beweis: Zu 1): Hat f keine Pole in F', so ist f auf ganz C beschrénkt, weil nur die Werte
aus dem Kompaktum F angenommen werden. Nach dem allgemeinen Satz von Liouville
ist f damit konstant. Ist (f) = (g), dann ist der Divisor von § leer, da sich die iiberall
gleichen Vielfachheiten die Null- und Polstellen wegheben.

Zu 2) Integration auf 0F mit dem Residuensatz (evtl wird der den endlich vielen
Polstellen "passend’ ausgewichen):

0= f(z) =2mi Z res, f
oF e F
Wire genau ein Pol vorhanden, so wére das Residuum nur dort # 0.

Satz 8 Die Weierstrafische o-Funktion ist fiir ein vorgegebenes Gitter A definiert durch

2

o(z) ==z H (1 - ;) exp(§ + %)



Sie konvergiert, wie sich zeigen ldsst, normal und hat damit offensichtlich Nullstellen bei
jedem Gitterpunkt X € A. Es gibt desweiteren fiir jedes A € A Konstanten a,b mit

o(z+)\) =e*o(z) (VzeC).

Satz 9 (von Abel) Seienuy, ..., upv1,...,0,€ C,my,....mpny,....,ns € Nund ) m; =
Y. n;. Genau dann gibt es eine elliptische Funktion f mit (f) = > m;(u;) — > ni(v;), wenn

Zmiui = anvj mod A.

Beweis: Wir bendtigen nur die Riickrichtung. Seien a4, ... a, die evtl. mehrfach vorkom-
menden Null- und by, ..., b, die evtl. mehrfach vorkommenden Polstellen. Nach Annahme
darf 0.B.d.A

Dlag =D b =0

angenommen werden, da man z.B. a; passend abandert, wenn notig. Man definiere:

(z+A—ar)  1yexplalz —ax) +b)o(z — ax)
B H exp(a(z — bg) +b)o(z — bg)

— f(2) exp (aé(z —ap— (2 — b)) + i(bk - bk)) — f(2)exp (a Zn:(bk - ak))

j=1
Letzterer Faktor ist 1. Weil die o-Funktion Nullstellen auf A hat, folgt nach Konstruktion,
dass die Null- und Polstellen passend liegen.

3 Biquadratisches Reziprozititsgesetz

Nun wird mit der Theorie der elliptischen Funktionen das biquadratische Reziprozitéts-
gesetz bewiesen, d.h. das Restklassensymbol fiir den Fall n = 4 in K = Q[i].

Statt der expliziten geometrischen Uberlegungen, die zu einer elliptischen Funktion
mit den folgenden Eigenschaften fithren, benutzen wir die bisher aufgebaute Theorie.
Die Losung kann aber nicht auf Restklassensymbole hoheren Grades iibertragen werden;
lediglich im kubischen Fall n = 3 kann man recht analog vorgehen.

Proposition 10 Es gibt eine elliptische Funktion ® mat:

1. ® hat Periodengitter Z|[i] und Divisor (®) = (0) + () — (3) — (3).

2 2

2. B(iz) = i®(2), D(H) = 1,8(2)P(z — ) =i



3. Sei v € Z[i] mit gcd(2,v) = 1, und sei € die eindeutig bestimmte Einheitswurzel, so
dass v =€ mod 2 — 2i. Dann ist

O(vz) = EH(I)(Z— %),

a

wobet av ein vollstindiges Restklassensystem mod v lduft.

Beweis: Zu 1): Wegen
141 1 1
S Z[i
0+ 5 57 mod Z|i]

gibt es nach 9 eine Funktion zum gewiinschten Divisor.
Zu 2): Es kann nach Satz 7(1) festgelegt werden, dass ®(4) = 1 ist. Nach Wahl des
Divisors von ®(z) hat ®(iz) den selben, also ist der Quotient konstant. Taylorentwicklung

um 0 ergibt:
c®(z) = 2 ancz"

n=0

D(iz) = 2 a,i"z"
n=0
Somit gilt ¢ = " falls a,, # 0.Weil die Nullstelle in 0 einfach ist, ist a; # 0, also ¢ = 1.
Nach Wahl des Gitters ist (z — ®(2)) = —(z — ®(z — 1)), das Produkt also konstant.

Und: Lo L Ltine
q)< +@)(D<— +z> ziCID( +z> _
4 4 4
Zu 3): Die Funktion W(z) = ®(rz) hat den Divisor (¥) = >(2) + X(¢ + 1) —
(% +3)—2(2+ 1), wenn « ein vollstéindiges Repriisentantensystem mod v durchliuft
(wegen ged(1 +i,v) = 1 kommt dabei keine Uberlappung zustande). Das gleiche gilt fiir

[1®(z—2). v bezeichne £, Mit 2) gilt:

(oo §)o(r- ) = 0(r o+

1
v 2 v

WEeil ein Halbsystem so wéhlbar ist, dass fiir jeden Représentanten entweder o oder —ic
darin liegt, folgt [ [, ¢(v + %) = 1, somit auch [T, ¢(y — £). Somit kann die Quotienten-
Konstante an der Stelle vy bestimmt werden:

() = Bley + (v —e)p) = B(en) = eB(y) = ¢
Hierbei wurde benutzt, dass (2 — 2i)y € Z[i] und dass ® Z[i]-peridiosch ist.

Satz 11 Fir primdre (d.h. =1 mod 2 — 2i) Primelemente gilt:

(), =0 ),



Beweis: Zu solchen p, v bezeichne A, bzw A, jeweils }l—Systeme, sowie R, ein Reprisen-
tantensystem mod v. Weiterhin definiere man

P(z,y) = H d(z + i*y)

k=1

und bemerke P(x,y) = —P(y,x). Dann ist nach Lemma 5 und Proposition 10(3):

(z) B 1—[ d(va/p) _ 1—[ [Lser, ®(a/n—B/v)

pla ax @/ L ®(a/p)
= [T T1 ®/n=58/w)=1] ] Pla/us/v)
acA, BeR,\O acA, feay

Vertauscht man v und p, so erhélt man das gleiche Ergebnis, allerdings mit |A,| - |A,|
mal dem Faktor (—1). Daraus folgt die Behauptung.

Die Einschriankung 'primér’ vereinfacht lediglich die Notation, da sich jede Nichteinheit
a mit 1 4+ ¢ f a nur um eine Einheit davon unterscheidet.

Fiir das kubische Reziprozititsgesetz im Ring der Eisensteinzahlen Z[(3] kann man ein
dhnliches ® konstruieren, mit dem man sehr analog vorgeht.

Literatur

[1] F. Lemmermeyer, “Reciprocity Laws” Springer-Verlag Berlin Heidelberg (2000)
2] E. Freitag, R. Busam, “Funktionentheorie” Springer-Verlag Berlin Heidelberg (1993)

[3] K. Ireland, M. Rosen, “A Classical Introduction to Modern Number Theory” Spring-
Verlag New York (1990)

[4] T. Kubota, “Some arithmetical applications of an elliptic function” J. Reine Angew.
Math. 214/215 (1964), 141-145

[5] G. Eisenstein, “Application de I'algebre a 'arithmétique transcendante” J. Reine An-
gew. Math. 29 (1845), 177-184



