DIRICHLET-L-RETHEN UND SATZ VON DIRICHLET UBER
PRIMZAHLEN IN ARITHMETISCHEN PROGRESSIONEN

MARIN GENOV

ZUSAMMENFASSUNG. Die nachfolgende Ausarbeitung hat sich zum Ziel gesetzt,
einen moglichst kurzen, zugleich aber mit minimalen Anforderungen an Vor-
wissen, Beweis des wohlberithmten Satzes von Dirichlet iiber Primzahlen in
arithmetischen Progressionen zu geben. Als zweiter Leitfaden versucht der
Text, entlang der Beweisfithrung auch einige elementare Eigenschaften und
Methoden aus der Theorie der Dirichlet-L-Reihen in Vordergrund zu bringen.

Fiir komplexe Zahlen s € C benutzen wir die Standardnotation s = o + it.
AuBlerdem bezeichnen wir G,,, := U(Z/mZ) (reduziertes System des Restklassen
(mod m)) und p, := {z € C: 2" = 1} fir n € N. Mit p € N meinen wir stets
Primzahl.

1. DIRICHLET-CHARAKTERE UND DIRICHLET-L-REIHEN
Definition 1. Ein Dirichlet-Charakter (mod m) ist ein Charakter x : G, — S*.

Ein Dirichlet-Charakter x induziert auf natiirliche Art und Weise seine eigene
Fortsetzung auf Z durch

(n) x(n) in G, (“abuse of notation”), falls (n,m) =1
n) =
0, sonst.

Definition 2. G,, := {x Dirichlet-Charakter auf G} heifit Dualgruppe von G,.
Der Dirichlet-Charakter xo € Gy, mit

X%) )1, falls (n,m) =1
o 0, sonst

heifst Hauptcharakter oder trivialer Charakter (mod m) (Indikatorfunktion der gan-
zen Zahlen paarweise prim mit m).

Theorem 1. (Eigenschaften von Dirichlet-Charakteren) Es gilt:

(1) x € G = X 1s vollstindig multiplikativ und periodisch mit Periode m;
(2) Orthogonalitit in Gy, :

Y (o) = {@(m),fall8X=Xo @

v 0, sonst;

(3) Orthogonalitit in G, :

Va,beZ: Y x(a)x(b) =

{(p(m), fallsa=b (mod m)
XEGm

0, sonst;
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Statt \chi_0 habe ich in meinem Vortrag eine dicke 1 benutzt. Ich habe es jetzt geändert, um mögliche Zweideutigkeit zu vermeiden.
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Beim Vortrag habe ich die beiden Fälle vertauscht, was mich auch beim Beweis zur Konvergenzabszisse von L(s,\chi) durcheinander gebracht. Danke an Herrn Gerkmann, der mich auf diesen Fehler hingewiesen hat. Außerdem habe ich jetzt in diesem Zusammenhang auch den Beweis zur Konvergenzabszisse von L(1,\chi) ausgebessert.
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(4) Findeutigkeit: Ist x eine vollstindig multiplikative arithmetische Funktion
mit Periode m € N und x(n) =0 < (n,m) # 1, dann ist x € Gp;
(5) Sei(n,m) =1 und sei w € fiorqm). Dann:

{X € G : x(n) = w} =[G : (M)
Definition 3. Sei x € G,,,. Dann heiﬁt die Dirichlet-Rethe

X . L) = Lix. )

n>1

Dirichlet-L-Reihe zu x. Falls vorhanden, heifst ihre analytische Fortsetzung Dirichlet-
L-Funktion zu x. é

2. ALLGEMEINE VORBEREITUNGEN

Lemma 1. (Landau) Sei F(z) = Y., o, ane~*** Dirichlet-Reihe mit a, > 0,
n €N, und sei o9 € R fest. Angenommen, dass F fiir alle R(z) > oo als Dirichlet-
Reihe konvergiert, und dass F holomorphe Fortsetzung in einer Umgebung von
z = og besitzt. Dann gibt es ein € > 0 so, dass F(z) fir alle ®(z) > o9 — € als
Dirichlet-Reihe konvergiert. (In anderen Worten: Die Konvergenz einer Dirichlet-
Reihe F' mit positiven reellen Koeffizienten kann nur durch eine Singularitdt von F
eingeschrinkt sein.)

Beweis. OBdA sei 0g = 0 (sonst betrachte z — o statt z). Dann ist ' nach Vor-
aussetzung holomorph fiir ®(z) > 0 sowie auch in einer Umgebung von 0. Damit
ist F holomorph auch in einer Kreisscheibe |z — 1| < 1 + ¢ fiir ein € > 0. Taylor-
Entwicklung von F' um 1 liefert

F® (2 Zan An)ke ™2 R(z) > 0,

n>1
(k) Z an = (—1)* Z Mg, e
n>1 n>1
1
= F(-e) =) 1+ (-D'"FP ) =3 'Z)\kan An =
k>0 k>0 n>1
= Z k'( +e)k ”—Zan A Z A AE - (abs. Konv. wg. a,, > 0)
n>0,k>1 n>0 E>1
— Z ane—)\neAn(1+e) — Z ane>‘”5,
n>0 n>0
wobei der letzte Ausdruck gerade unsere Dirichlet-Reihe an der Stelle z = —¢
ist, d.h. F'(z) konvergiert als Dirichlet-Reihe fiir z = —¢ und somit auch fiir ganz
R(z) > —e. O

Theorem 2. (Zeta-Funktion)

(1) ((s) besitzt meromorphe Fortsetzung zu R(s) > 0 mit einfacher Singularitdt
m Sog = 04 = 1, und zwar

1 —1)n+t
((s) = 1_2“;( n) , R(s) > 0.
n>1

(2) Fiir s> 1 reell ist ((s) =

(1).
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Auf Hinweis von Christian betone ich an dieser Stelle den kleinen begrifflichen Unterschied zwischen L-Reihe und L-Funktion.
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B S.
eves s : - -y
Zu (1): Betrachte die Dirichlet-Eta-Funktion n(s) := >~ <, . Nach der For-

ns

mel fiir o, hat die Eta-Funktion die Konvergenzabszisse 0. = 0. Die Behauptung
folgt nun mit der Betrachtung der Summe n(s) +3_, 5, L fiir R(s) > 1.
Zu (2): Die Eulersche Summationsformel liefert:

1 T dt e
DY B R IR N
ns 1 ts 1 ts+1 xs

n<x
s—1 1 T I
N A WA 153
1—-s 1-s e xs
wobei {x} := z — [z] den Bruchteil von z bezeichnet. Nun mit z — oo folgt fiir
R(s) > 1:
1 < {t} 1  {t}s
= — - dt+1=——+1-— dt
¢(s) 1—s 5/1 s+l + s—1+ , tstiY
:=Ro(s)
und limsup,_, ., Ro(s) @naeh Fatou. ]

Theorem 3. (Dirichlet-L-Reihen) Sei x € G,,. Dann:

(1) Fir x # xo hat L(s,x) die Konvergenzabszissen o. = 0 und o, = 1, und
fiir R(s) > 1 gilt die Produktdarstellung:

L(s,x) = [ = x)p~) "

p

(2) L(s,x0) = C(s) [ I}, (1—p™*) fiir R(s) > 1. Insbesondere lisst sich L(s, xo)
meromorph zu R(s) > 0 fortsetzen, mit einfacher Singularitit in so = 1.

eweis. Zu (1): Wegen der Orthogonalitit von x in G,, folgt, dass die Summen
1<j<n X(J) fiir n € N uniform beschrinkt sind. Damit folgt unmittelbar, dass
0. = 0. Rest der Behauptung ist klar. O

3. DAS NICHT-VERSCHWINDEN VON L(1,x)
Sei ¢ € N mit (¢,m) = 1. Wir definieren die Grofien f(q) := Ord(q) in G,, und
9(q) = 52 =[G : ()]
Lemma 2. Fir (¢,m) = 1 wie oben gilt:

H (1—x(q)2) = (1 — 2/ @)9@ - e .

XeG;n

Beweis. Betrachte ., fiir beliebiges n € N. Es gilt die Identitéat
H (1-wz)=1-2",
WE n

da beide Polynome gleiche Nullstellen iiber C mit Vielfachheit 1 haben und sich
somit nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, der sich mit z = 0 als 1 ergibt.
Nun, mit n = f(q), gibt es zu jedem w € ps(4) genau [Gy, : (7)] = g(q) Charaktere

x € G, mit x(q) = w. |
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Die Abschätzung in der Aussage gilt eigentlich nicht nur für reelle s, sondern auch für komplexe s mit einem beliebigen festen Imaginärteil. Der O(1)-Term hängt dann aber vom Imaginärteil ab!
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Das ist auch der Beweis, der beim Vortrag ausgefallen ist, da ich infolge des Fehlers in der Aussage der Orthogonalitätsrelation, auf den mich Herr Gerkmann aufmerksam gemacht hat, durcheinander gekommen bin... 
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Definition 4.

IT ZGs0

XEGm
Theorem 4. Fir R(s) > 1 gilt:

Cm(s) - H !

L \9@
ptm (1 - W)

ist Dirichlet-Reihe mit positiven Koeffizienten.

Beweis.
Cm(s) = HLSX HHl_ -
XEGm XEGm P
1
= H H = (wegen x(p) = 0, falls p|m)
1—x(pp—
XEGm :Dfm

1 1
=11 H 1—x(p— l;ln Mece, T —x@p)

pim xeG,, P
g(p)

1 _ .
_H (1—p sf g(p) H ZW ) (Lemma 2. mit z = p )

pfm ptm \ k>0

wobei der letzte Ausdruck endliches Produkt von Dirichlet-Reihen mit nicht-negativen
reellen Koeffizienten ist. Damit folgt auch die Behauptung. (I
Theorem 5.

(1) G hat einfaches Pol in sg = 1;

(2) ¥x # xo: L(1,x) # 0.

Beweis. (2)=(1): Wenn Vx # xo : L(1,x) # 0, so folgt, dass (,, gerade die Singu-
laritdt von ¢ vererbt durch

L(s,1) = ¢(s) [T —p7).
plm
Zu(2): Angenommen, dass L(1, x) = 0 fiir ein x # xo. Dann wiire (,,, holomorph in
so = 1 und damit auch in £(s) > 0 als endliches Produkt holomorpher Funktionen

in (s) > 0. Nach dem Lemma von Landau folgt nun, dass die Dirichlet-Reihe von
(m auch fiir R(s) > 0 konvergiert. Mit s reell gilt fiir den p-ten Term von (,:

g(p)

1
- - *f(P)S m)s
T = | L2 21+ ("

k>1 k>1

da f(p) < p(m) und g(p) > 1. AuBerdem gilt offenbar:

IT (S ot @Z p—e(m)s.

ptm \ k>0 (n,m)=1

Mit s = ﬁ wird also die letzte Dirichlet-Reihe zu divergenter Minorante der
Dirichlet-Reihe von (,,,. Widerspruch. (]
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Für die Ungläubigen: Absolute Konvergenz liefert natürlich Umordnungsinvarianz.
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Es gilt sogar ">", denn das Produkt auf der linken Seite produziert kombinatorisch noch viel mehr zusätzliche Terme als die auf der rechten Seite!
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4. DIRICHLET THEOREM UBER PRIMZAHLEN IN ARITHMETISCHEN
PROGRESSIONEN

Lemma 3. Fir Re(s) > 1 gilt:

(1) L(s, x) # 0;
(2) log L(s,x) =2, X(p) + O(1) fiir passenden Zweig von log.

Beweis.
Zu (1): folgt unmittelbar aus der Produktdarstellung von L(s, x) (vgl. Theorem 3.).
Zu (2): Definiere

)= ) %x(pk)p”“, R(s) > 1

p k>1

Wegen |% x(p* )p"“’ < p~*7 folgt die gleichmiBlige Konvergenz der Dirichlet-Reihe
G auf Streifen R(s) > 1+ > 1 (vgl. die elementare Theorie der (-Funktion).
Insbesondere ist G also stetig fiir R(s) > 1. Nun fiir |z]| < 1 gilt:

AR 1
exp Z? =(1-2)

k>1

(vgl. Potenzreihe von log ( )) Mit z = x(p)p—* folgt:

exp | Y L@ | = (1= x(p)p) !
E>1

=expG(s,x) =exp | D> %x(pk)p*’” HeXp Zf (")~ | = L(s,x), R(s) > 1,

p k>1 k>1

d.h. G(s, x) ist Log-Zweig von L(s, x). Auflerdem bekommt man fiir R(s) = o > 1:

SEDI) DEAUEEED L B) BRI

p k>1 p p k>2
=:Ry(s)
und
k —20 1 5
> = 1_ D et
P k>2
dh. Ry (s) = O(1). O

Theorem 6. (Dirichlet) Seien a,m € N fest mit (a,m) = 1. Dann gibt es unendlich
viele Primzahlen p = a(modm).

Beweis. Sei x € Gy, und betrachte L(s, x). Nach Lemma 3. gilt fiir R(s) > 1

log L(s,x) = Zx p)p~°+ O(1)
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Mit Orthogonalitédt der Charaktere in Cfm bekommt man dann:

> x(@)logL(s,x) = > x(a) > x(p)p~° +0(1) =

XEGm X€Gm

=31 D x@xp) |pe+01)= D emp*+0(1) =
P XEGm p=a(modm)
—pm) Y~ o)

p=a(modm)

1 1 _
= > > = 20 Xg;;mX(a) log L(s, x) + O(1).

p=a(modm)

Die letzte Summe zerlegen wir fiir x = xo und x # xo. Ab jetzt sei s reell. Wegen
L(s,x0) = ¢(8) [I,n(1 —p~°) fiir s > 1 folgt, dass

1 1
——log L(s, xo @—logg s)+0(1), s> 1.
) (s, x0) () (s) +0(1)
Wegen Vx # xo: 0 < |L(1, x)| < oo (vgl. 0. = 0) gilt aber lim,_,1 |log L(s, x)| < oc.
Insgesamt folgt aufgrund der Singularitéit von ¢ in s = 1:

1
Z — | 2 oo,wenn s =1, s> 1.

s
p=a(modm)
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