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Zusammenfassung. Die nachfolgende Ausarbeitung hat sich zum Ziel gesetzt,

einen möglichst kurzen, zugleich aber mit minimalen Anforderungen an Vor-

wissen, Beweis des wohlberühmten Satzes von Dirichlet über Primzahlen in
arithmetischen Progressionen zu geben. Als zweiter Leitfaden versucht der

Text, entlang der Beweisführung auch einige elementare Eigenschaften und

Methoden aus der Theorie der Dirichlet-L-Reihen in Vordergrund zu bringen.

Für komplexe Zahlen s ∈ C benutzen wir die Standardnotation s = σ + it.
Außerdem bezeichnen wir Gm := U(Z/mZ) (reduziertes System des Restklassen
(mod m)) und µn := {z ∈ C : zn = 1} für n ∈ N. Mit p ∈ N meinen wir stets
Primzahl.

1. Dirichlet-Charaktere und Dirichlet-L-Reihen

Definition 1. Ein Dirichlet-Charakter (mod m) ist ein Charakter χ : Gm → S1.

Ein Dirichlet-Charakter χ induziert auf natürliche Art und Weise seine eigene
Fortsetzung auf Z durch

χ(n) :=

{
χ(n̄) in Gm (“abuse of notation”), falls (n,m) = 1

0, sonst.

Definition 2. Ĝm := {χ Dirichlet-Charakter auf Gm} heißt Dualgruppe von Gm.

Der Dirichlet-Charakter χ0 ∈ Ĝm mit

χ0(n) :=

{
1, falls (n,m) = 1

0, sonst

heißt Hauptcharakter oder trivialer Charakter (mod m) (Indikatorfunktion der gan-
zen Zahlen paarweise prim mit m).

Theorem 1. (Eigenschaften von Dirichlet-Charakteren) Es gilt:

(1) χ ∈ Ĝm ⇒ χ is vollständig multiplikativ und periodisch mit Periode m;
(2) Orthogonalität in Gm:∑

a∈Gm

χ(a) =

{
ϕ(m), falls χ = χ0

0, sonst;

(3) Orthogonalität in Ĝm:

∀a, b ∈ Z :
∑
χ∈Ĝm

χ̄(a)χ(b) =

{
ϕ(m), falls a ≡ b (mod m)

0, sonst;
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(4) Eindeutigkeit: Ist χ eine vollständig multiplikative arithmetische Funktion

mit Periode m ∈ N und χ(n) = 0⇔ (n,m) 6= 1, dann ist χ ∈ Ĝm;
(5) Sei (n,m) = 1 und sei ω ∈ µord(n̄). Dann:

|{χ ∈ Ĝm : χ(n) = ω}| = [Gm : (n̄)]

Definition 3. Sei χ ∈ Ĝm. Dann heißt die Dirichlet-Reihe

Dχ(s) =
∑
n≥1

χ(n)

ns
=: L(s, χ) ≡ L(χ, s)

Dirichlet-L-Reihe zu χ. Falls vorhanden, heißt ihre analytische Fortsetzung Dirichlet-
L-Funktion zu χ.

2. Allgemeine Vorbereitungen

Lemma 1. (Landau) Sei F (z) =
∑
n≥1 ane

−λnz Dirichlet-Reihe mit an ≥ 0,

n ∈ N, und sei σ0 ∈ R fest. Angenommen, dass F für alle <(z) > σ0 als Dirichlet-
Reihe konvergiert, und dass F holomorphe Fortsetzung in einer Umgebung von
z = σ0 besitzt. Dann gibt es ein ε > 0 so, dass F (z) für alle <(z) > σ0 − ε als
Dirichlet-Reihe konvergiert. (In anderen Worten: Die Konvergenz einer Dirichlet-
Reihe F mit positiven reellen Koeffizienten kann nur durch eine Singularität von F
eingeschränkt sein.)

Beweis. OBdA sei σ0 = 0 (sonst betrachte z − σ0 statt z). Dann ist F nach Vor-
aussetzung holomorph für <(z) > 0 sowie auch in einer Umgebung von 0. Damit
ist F holomorph auch in einer Kreisscheibe |z − 1| ≤ 1 + ε für ein ε > 0. Taylor-
Entwicklung von F um 1 liefert

F (k)(z) =
∑
n≥1

an(−λn)ke−λnz, <(z) > 0,

F (k)(1) =
∑
n≥1

an(−λn)ke−λn = (−1)k
∑
n≥1

λknane
−λn

⇒ F (−ε) =
∑
k≥0

1

k!
(1 + ε)k(−1)kF (k)(1) =

∑
k≥0

1

k!

∑
n≥1

λknane
−λn =

=
∑

n≥0,k≥1

an
1

k!
(1 + ε)kλkne

−λn =
∑
n≥0

ane
−λn

∑
k≥1

1

k!
(1 + ε)kλkn (abs. Konv. wg. an ≥ 0)

=
∑
n≥0

ane
−λneλn(1+ε) =

∑
n≥0

ane
λnε,

wobei der letzte Ausdruck gerade unsere Dirichlet-Reihe an der Stelle z = −ε
ist, d.h. F (z) konvergiert als Dirichlet-Reihe für z = −ε und somit auch für ganz
<(z) > −ε. �

Theorem 2. (Zeta-Funktion)

(1) ζ(s) besitzt meromorphe Fortsetzung zu <(s) > 0 mit einfacher Singularität
in s0 = σa = 1, und zwar

ζ(s) =
1

1− 21−s

∑
n≥1

(−1)n+1

ns
, <(s) > 0.

(2) Für s > 1 reell ist ζ(s) = 1
s−1 +O(1).
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Beweis.
Zu (1): Betrachte die Dirichlet-Eta-Funktion η(s) :=

∑
n≥1

(−1)n+1

ns . Nach der For-
mel für σc hat die Eta-Funktion die Konvergenzabszisse σc = 0. Die Behauptung
folgt nun mit der Betrachtung der Summe η(s) +

∑
n≥1

1
ns für <(s) > 1.

Zu (2): Die Eulersche Summationsformel liefert:∑
n≤x

1

ns
=

∫ x

1

dt

ts
− s

∫ x

1

{t}
ts+1

dt+ 1− {x}
xs

=

=
xs−1

1− s
− 1

1− s
− s

∫ x

1

{t}
ts+1

dt− {x}
xs

,

wobei {x} := x − [x] den Bruchteil von x bezeichnet. Nun mit x → ∞ folgt für
<(s) > 1:

ζ(s) = − 1

1− s
− s

∫ ∞
1

{t}
ts+1

dt+ 1 =
1

s− 1
+ 1−

∫ ∞
1

{t}s
ts+1

dt︸ ︷︷ ︸
:=R0(s)

,

und lim supσ→∞R0(s) = 0 nach Fatou. �

Theorem 3. (Dirichlet-L-Reihen) Sei χ ∈ Ĝm. Dann:

(1) Für χ 6= χ0 hat L(s, χ) die Konvergenzabszissen σc = 0 und σa = 1, und
für <(s) > 1 gilt die Produktdarstellung:

L(s, χ) =
∏
p

(1− χ(p)p−s)−1.

(2) L(s, χ0) = ζ(s)
∏
p|m(1−p−s) für <(s) > 1. Insbesondere lässt sich L(s, χ0)

meromorph zu <(s) > 0 fortsetzen, mit einfacher Singularität in s0 = 1.

Beweis. Zu (1): Wegen der Orthogonalität von χ in Gm folgt, dass die Summen∑
1≤j≤n χ(j) für n ∈ N uniform beschränkt sind. Damit folgt unmittelbar, dass

σc = 0. Rest der Behauptung ist klar. �

3. Das Nicht-Verschwinden von L(1, χ)

Sei q ∈ N mit (q,m) = 1. Wir definieren die Größen f(q) := Ord(q̄) in Gm und

g(q) := ϕ(m)
f(q) = [Gm : (q̄)].

Lemma 2. Für (q,m) = 1 wie oben gilt:∏
χ∈Ĝm

(1− χ(q)z) = (1− zf(q))g(q), z ∈ C.

Beweis. Betrachte µn für beliebiges n ∈ N. Es gilt die Identität∏
ω∈µn

(1− ωz) = 1− zn,

da beide Polynome gleiche Nullstellen über C mit Vielfachheit 1 haben und sich
somit nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, der sich mit z = 0 als 1 ergibt.
Nun, mit n = f(q), gibt es zu jedem ω ∈ µf(q) genau [Gm : (q̄)] = g(q) Charaktere

χ ∈ Ĝm mit χ(q) = ω. �
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Definition 4.
ζm(s) :=

∏
χ∈Ĝm

L(s, χ)

Theorem 4. Für <(s) > 1 gilt:

ζm(s) =
∏
p-m

1(
1− 1

pf(p)s

)g(p)
ist Dirichlet-Reihe mit positiven Koeffizienten.

Beweis.

ζm(s) =
∏
χ∈Ĝm

L(s, χ) =
∏
χ∈Ĝm

∏
p

1

1− χ(p)p−s
=

=
∏
χ∈Ĝm

∏
p-m

1

1− χ(p)p−s
= (wegen χ(p) = 0, falls p|m)

=
∏
p-m

∏
χ∈Ĝm

1

1− χ(p)p−s
=
∏
p-m

1∏
χ∈Ĝm(1− χ(p)p−s)

=

=
∏
p-m

1

(1− p−sf(p))g(p)
=
∏
p-m

∑
k≥0

1

(pkf(p))s

g(p)

, (Lemma 2. mit z = p−s)

wobei der letzte Ausdruck endliches Produkt von Dirichlet-Reihen mit nicht-negativen
reellen Koeffizienten ist. Damit folgt auch die Behauptung. �

Theorem 5.

(1) ζm hat einfaches Pol in s0 = 1;
(2) ∀χ 6= χ0 : L(1, χ) 6= 0.

Beweis. (2)⇒(1): Wenn ∀χ 6= χ0 : L(1, χ) 6= 0, so folgt, dass ζm gerade die Singu-
larität von ζ vererbt durch

L(s, 1) = ζ(s)
∏
p|m

(1− p−s).

Zu(2): Angenommen, dass L(1, χ) = 0 für ein χ 6= χ0. Dann wäre ζm holomorph in
s0 = 1 und damit auch in <(s) > 0 als endliches Produkt holomorpher Funktionen
in <(s) > 0. Nach dem Lemma von Landau folgt nun, dass die Dirichlet-Reihe von
ζm auch für <(s) > 0 konvergiert. Mit s reell gilt für den p-ten Term von ζm:

1

(1− p−f(p)s)g(p)
=

1 +
∑
k≥1

(p−f(p)s)k

g(p)

≥ 1 +
∑
k≥1

(p−ϕ(m)s)k,

da f(p) ≤ ϕ(m) und g(p) ≥ 1. Außerdem gilt offenbar:

∏
p-m

∑
k≥0

(pk)−ϕ(m)s

 ≥ ∑
(n,m)=1

n−ϕ(m)s.

Mit s = 1
ϕ(m) wird also die letzte Dirichlet-Reihe zu divergenter Minorante der

Dirichlet-Reihe von ζm.Widerspruch. �
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4. Dirichlet Theorem über Primzahlen in arithmetischen
Progressionen

Lemma 3. Für Re(s) > 1 gilt:

(1) L(s, χ) 6= 0;

(2) logL(s, χ) =
∑
p
χ(p)
ps +O(1) für passenden Zweig von log.

Beweis.
Zu (1): folgt unmittelbar aus der Produktdarstellung von L(s, χ) (vgl. Theorem 3.).
Zu (2): Definiere

G(s, χ) :=
∑
p

∑
k≥1

1

k
χ(pk)p−ks, <(s) > 1

Wegen
∣∣ 1
kχ(pk)p−ks

∣∣ ≤ p−kσ folgt die gleichmäßige Konvergenz der Dirichlet-Reihe
G auf Streifen <(s) ≥ 1 + δ > 1 (vgl. die elementare Theorie der ζ-Funktion).
Insbesondere ist G also stetig für <(s) > 1. Nun für |z| < 1 gilt:

exp

∑
k≥1

zk

k

 = (1− z)−1

(vgl. Potenzreihe von log
(

1
1−z

)
). Mit z = χ(p)p−s folgt:

exp

∑
k≥1

1

k
χ(pk)p−ks

 = (1− χ(p)p−s)−1

⇒ expG(s, χ) = exp

∑
p

∑
k≥1

1

k
χ(pk)p−ks

 =
∏
p

exp

∑
k≥1

1

k
χ(pk)p−ks

 = L(s, χ), <(s) > 1,

d.h. G(s, χ) ist Log-Zweig von L(s, χ). Außerdem bekommt man für <(s) = σ > 1:

G(s, χ) =
∑
p

∑
k≥1

1

k
χ(pk)p−ks =

∑
p

χ(p)

ps
+
∑
p

∑
k≥2

1

k
χ(pk)p−ks︸ ︷︷ ︸

=:Rχ(s)

und

|Rχ(s)| ≤
∑
p

∑
k≥2

p−kσ =
∑
p

p−2σ

1− p−σ
≤ 1

1− 2−σ

∑
p

p−2σ ≤ 2ζ(2),

d.h. Rχ(s) = O(1). �

Theorem 6. (Dirichlet) Seien a,m ∈ N fest mit (a,m) = 1. Dann gibt es unendlich
viele Primzahlen p ≡ a(modm).

Beweis. Sei χ ∈ Ĝm und betrachte L(s, χ). Nach Lemma 3. gilt für <(s) > 1:

logL(s, χ) =
∑
p

χ(p)p−s +O(1)
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Mit Orthogonalität der Charaktere in Ĝm bekommt man dann:∑
χ∈Ĝm

χ̄(a) logL(s, χ) =
∑
χ∈Ĝm

χ̄(a)
∑
p

χ(p)p−s +O(1) =

=
∑
p

 ∑
χ∈Ĝm

χ̄(a)χ(p)

 p−s +O(1) =
∑

p≡a(modm)

ϕ(m)p−s +O(1) =

= ϕ(m)
∑

p≡a(modm)

1

ps
+O(1)

⇒
∑

p≡a(modm)

1

ps
=

1

ϕ(m)

∑
χ∈Ĝm

χ̄(a) logL(s, χ) +O(1).

Die letzte Summe zerlegen wir für χ = χ0 und χ 6= χ0. Ab jetzt sei s reell. Wegen
L(s, χ0) = ζ(s)

∏
p|m(1− p−s) für s > 1 folgt, dass

1

ϕ(m)
logL(s, χ0) =

1

ϕ(m)
log ζ(s) +O(1), s > 1.

Wegen ∀χ 6= χ0 : 0 < |L(1, χ)| <∞ (vgl. σc = 0) gilt aber lims→1 | logL(s, χ)| <∞.
Insgesamt folgt aufgrund der Singularität von ζ in s = 1: ∑

p≡a(modm)

1

ps

→∞,wenn s→ 1, s > 1.

�
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