
C. Selbstadjungierte und normale Operatoren

In diesem Abschnitt sei H wieder ein Hilbertraum, und es sei K ∈ {R,C}.

(46.8) Beispiele:
1◦ Die Beispiele aus 44.3 sind Beispiele für den Fall dimH <∞.
2◦ Es gilt wie zuvor: Selbstadjungierte und unitäre Operatoren sind normal.
3◦ Für jede beschränkte Folge (λn) von Zahlen aus K, |λn| ≤ M , wird auf

`2 durch Aek := λkek ein linearer Operator definiert: A
( ∑

zkek

)
=

∑
λkzkek kon-

vergiert genau dann, wenn
∑
|λkzk|2 < ∞ . Und

∑
|λkzk|2 ≤ M2

∑
|zk|2. Der so

definierte (diagonale) Operator A ist normal. A ist selbstadjungiert, wenn alle λk

reell sind. A ist unitär, wenn alle λk vom Betrag 1 sind.
4◦ Analog für ein ONS (ck) in H und (λk) ∈ KN mit |λn| ≤ M : A(z) :=∑

λk
��
��ck, z

��
��ck definiert einen normalen Operator.

5◦ Eine besondere Klasse von selbstadjungierten Operatoren wird durch die
Integraloperatoren gegeben: Sei K : Rn × Rn → K stetig und quadratintegrierbar,
also

∫∫
|K(x, y)|2 dxdy <∞ . Für ϕ ∈ C2 (C2 = C2(Rn,K)) ist dann durch Kϕ(x) :=∫

K(x, y)ϕ(y)dy für x ∈ Rn eine stetige, quadratintegrierbare Funktion Kϕ ∈ C2

definiert.
(Beweis für den Spezialfall K(x, y) = g(x)h(y) mit g, h ∈ C2:

∫
h(y)ϕ(y)dy exi-

stiert, da
∣∣∫ h(y)ϕ(y)dy

∣∣ ≤ ‖h‖ ‖ϕ‖. Deshalb ist Kϕ(x) =
∫
g(x)h(y)ϕ(y)dy =

g(x)
∫
h(y)ϕ(y)dy wohldefiniert und liefert eine stetige Funktion, deren Quadrat in-

tegrierbar ist:
∫
|Kϕ(x)|2 dx ≤

∫
|g(x)|2 dx ‖h‖2 ‖ϕ‖2 = ‖g‖2 ‖h‖2 ‖ϕ‖2.)

Die Abbildung K : C2 → C2 ist linear und beschränkt durch

C =

√∫∫
|K(x, y)|2 dxdy :

‖Kϕ‖2 ≤ C2 ‖ϕ‖2. Also hat K eine eindeutig bestimmte lineare und beschränkte
Fortsetzung auf die Vervollständigung L2 von C2: K̂ : L2 → L2.

Unter der Voraussetzung k(x, y) = k(y, x) ist der Operator K selbstadjungiert:
��
��Kϕ,ψ

��
�� =

∫
Kϕ(x)ψ(x)dx=

∫∫
k(x, y)ϕ(y)ψ(x)dydx=

∫∫
ϕ(y)k(y, x)ψ(x)dxdy =∫

ϕ(y)Kψ(y)dy = ��
��ϕ,Kψ

��
��.

Für den SpezialfallK(x, y) = g(x)h(y) mit g = h̄ sieht man: |Kϕ(x)−Kϕ(x′)| ≤
|(g(x)− g(x′)| ‖g‖ ‖ϕ‖. Für eine beschränkte Folge (ϕn) aus C2 ist die Folge (Kϕn)
deshalb gleichgradig stetig. Daher hat (Kϕn) (nach dem Satz von Arzela-Ascoli)
eine konvergente Teilfolge, das bedeutet, dass K nicht nur selbstadjungiert, sondern
auch kompakt ist, siehe 46.10.

Wie in §44 beweist man:

(46.9) Satz: A ∈ B(H) sei normal.
1◦ ��

��Az,Aw
��
�� = ��

��A
?z, A?w��

�� für z, w ∈ H.
2◦ KerA = KerA?, ImA = ImA? und H = KerA⊕ ImA, KerA⊥ImA.
3◦ Ist λ ∈ K Eigenwert von A, so ist λ ∈ K Eigenwert von A? und es gilt:

Ker (A− λ idH) = Ker (A? − λ idH).


