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Kapitel XI. Untermannigfaltigkeiten

Es handelt sich um differenzierbare Untermannigfaltigkeiten in Zahlenrdumen R™.

836 Der Fixpunktsatz von Banach

Dieser Satz ist uns schon friiher begegnet, aber wegen der Bedeutung gerade fiir den nach-
folgenden Umkehrsatz und fur die Theorie der Mannigfaltigkeiten wird er hier noch einmal aus-
fuhrlich behandelt.

Eine Abbildung ® : M — M eines metrischen Raumes M mit Metrik d in sich heil3t kontra-
hierend, wenn es eine Konstante L > 0 mit L < 1 gibt, so dass fur alle z,y € M qilt:

d(®(z), ®(y)) < Ld(z,y).

(36.1) Satz: (Fixpunktsatz von Banach) Eine kontrahierende Abbildung ® : M — M auf ei-
nem nichtleeren, vollstandigen metrischen Raum M hat einen eindeutig bestimmten Fixpunkt.
Es gibt also £ € M mit (&) = £ und £ mit dieser Eigenschatft ist einzig.

Als Anwendung haben wir den folgenden allgemeinen Umkehrsatz:

(36.2) Satz: Es sei E ein Banachraum tber R und es sei f : B(0, R) — E eine Abbildung auf

der abgeschlossenen Kugel B(0, R) , R > 0, von der Form f(z) = x + h(z) fur alle z € B(0, R).
Gilt dann h(0) = 0 und gibt es eine Konstante L < 1 mit ||h(x) — h(y)|| < L ||z —y|| fur alle

xz,y € B(0,R), so ist f bei 0 lokal umkehrbar mit stetiger Umkehrabbildung. Das bedeutet

genauer: Es gibt offene Umgebungen U, V' C B(0, R) von 0, so dass die Restriktion f|y : U — V
bijektiv ist mit einer stetigen Umkehrfunktion. g := (f|y)~! : V — U ist also stetig und erfullt

gof(r)=x,VexeU, bzw. go f=idy,

und
fogly)=y,VyeV, bzw. fog=idy.
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837 Der Umkehrsatz

Beispiele zur Motivation: y = Az fur n x n-Matrix A € R™*" und y = f(x) = 2%. Im ersten
Fall hat man die Umkehrung (Auflosung) 2 = A1y, wenn det A # 0. Im zweiten Fall gibt es
keine globale Auflésung und auch nicht tberall eine lokale: » = +,/y, y € R,. [19.10.07]

(37.1) Satz: (Umkehrsatz fur differenzierbare Abbildungen) Gegeben sei eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung f : 2 — R™ auf einer offenen Menge 2 C R". In einem Punkt ¢ € () gelte
det Df(a) # 0. Dann gibt es eine offene Umgebung U C 2 von a und eine offene Umgebung
V c R™ von f(a), so dass die Restriktion f|;; : U — V eine stetig differenzierbare Umkehrung
g:V — U hat.

(37.2) Zusatz: Unter den Voraussetzungen des Satzes 37.1 gilt Dg(f(a)) = Df(a) .

(37.3) Lemma: Es sei f : U — V stetig differenzierbar und bijektiv fir offene Teilmengen
U,V C R™ mit stetiger Umkehrabbildung g := f~! : V — U und mit det Df(z) # 0 fir alle
x € U. Dann ist g stetig differenzierbar. Ferner gilt: Ist f ¢-mal stetig differenzierbar, so gilt das
auch fur g.

Als Wiederholung:

(37.4) Mittelwertsatz: Sei f € C(2,R™), Q C R™ offen. Fira € Qund h € R" mita + th € Q
fur alle t € [0, 1] gilt dann

Fla+h) - f(a) :/OlDf(a—irth).hdt: (/OlDf(a—i—th)dt).h.

(37.5) Beispiele:

1° Polarkoordinaten f : Ry x R — R?, (r,6) ~ r(cos®,sinf). Wegen det Df(r,0) = r # 0
ist f Uberall lokal umkehrbar. Beachte: f ist nicht injektiv.

2° f(z) = 23 hat stetige Umkehrung, die in 0 nicht differenzierbar ist. In 0 ist die Bedingung
det Df(0) = f'(0) # 0 verletzt. 23.10.07]

3° Bedeutung der Stetigkeit von D f(x): Die Funktion f(z) = x + 222sin1/z fir x # 0 und
f(0) = 0 ist differenzierbar und f/(x) # 0 fur alle € R, insbesondere f/(0) = 1. Dennoch ist f
in keiner Umgebung der 0 injektiv, f hat dort keine lokale Umkehrabbildung. Die Stetigkeitsbe-
dingung des Satzes (37.1) ist nicht erfillt, z — f’(x) = det D f(z) ist in 0 nicht stetig.

Man beachte, dass die Aussagen (37.1 — 4) auch fur Abbildungen auf offenen Teilmengen 2
von Banachrdumen gelten, es muss die Determinantenbedingung jeweils direkt ersetzt werden
durch die Aussage, dass D f(a) invertierbar ist.
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838 Implizite Abbildungen

Auflésen von F(z,y) = 0 nach y, y = h(z), also h(z) durch F(z, h(x)) = 0 implizit gegeben.
Beispiele:

1) F(z,y) = Ar+ Dy = 0 mitlinearen A : R*™™ — R™und D : R™ — R™. h(x) = —D~1 Az,
wenn D invertierbar.

2) F(z,y) = 2 + y? — 1 kann nicht global aufgelost werden. Aber in dem Bereich U =
] —1,1[x]0,1[ist h(z) = /1 — 22 eine (lokale) Auflosung: F(x, h(x)) = 0 fir alle z €] — 1, 1[ und
es gilt fur (z,y) € U: F(z,y) = 0 <= y = h(z). Zu jedem Punkt auf der Sphare S? = F~1(0) fin-
det man eine entsprechende lokale Auflésung nach der zweiten oder nach der ersten Variablen.

(38.1) Satz: (Implizite Funktionen) Es seien F € C}(Q,R), Q C R? offen, und a = (z,7) €
mit F'(z,y) = 0. Es gelte
OyF(a) #0.

Dann existieren eine offene Umgebung U C R von z, eine offene Umgebung V' C R von y und
eine stetig differenzierbare Funktion b : U — V mit

(U xV)NFY0) = {(z,h(z)) : 2 € U},
das heif3t, dass fur alle (x,y) € U x V gilt
F(z,y) =0<=y = h(x).
Ferner ist ” 0, F (. h(z))
7 0, R )
Schliellich gilt: Ist F' g-mal stetig differenzierbar, dann auch h.

(38.2) Satz: (Implizite Abbildungen) Es seien F' € C'(Q),R™), Q c R*F x R™ offen, und
a=(z,y) € Qmit F(z,y) = 0. Es gelte

oF oF OF7
det —(a 0 mit —(a)={—(a .
@ @ (ayl ( >>1§M§m

Dann existieren eine offene Umgebung U c R* von #, eine offene Umgebung V ¢ R™ von
und eine stetig differenzierbare Funktion h : U — R™ mit
(UxV)YNFY0) = {(z,h(z)) : z € U},
das heil3t, dass fur alle (z,y) € U x V gilt
F(z,y) =0<=y=h(x).

Ferner ist oF oF
Dh(z) = — <8—y(3:, h(x)) )*1%(1;@(3:)) .

Schliel3lich gilt: Ist F' g-mal stetig differenzierbar, dann auch h.
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Beispiel: F(z,y, z) = 23 + 22y — 4z + 2y — 1 erfullt F(1,1,1) = 0. Durch F(z,y, z) = 0 wird
dann implizit in einer geeigneten offenen Umgebung U von (1, 1) eine stetig differenzierbare
Funktion g : U — R definiert. Das folgt aus dem Satz Giber implizite Abbildungen 38.2 wegen

OF
5, (L1 =-1#0.

Es ist (ebenfalls nach dem Satz 38.2)
9:9(1,1) = =0, F(1,1,1) = -2

und
ayg(lv 1) = ayg(lv 1) = _8yF(1v L, 1) =4.

Wieder gilt, dass die Aussagen auch im Falle von unendlichdimensionalen Banachrdumen
E ihre Richtigkeit haben. Allerdings muss man von einer direkten Zerlegung £ = E4 x E» in
abgeschlossene Unterrdume FE; C F ausgehen. Fir eine C2-Abbildung F' : Q@ — E3,Q C E
offen, in einen weiteren Banachraum E3 mit F'(z,y) = 0 erhalt man dann analog eine lokale
Aufldsung, wenn die Ableitung D, F(z,y) : E2 — E3 eine stetige lineare Inverse hat.

839 Untermannigfaltigkeiten

(39.1) Sprachgebrauch: ¢ : U — V ist ein C?-Diffeomorphismus fur offene U,V C R"™ (oder
C FE mit einem Banachraum E), wenn ¢ g-mal stetig differenzierbar und bijektiv mit g-mal stetig
differenzierbarer Umkehrabbildung ist.

(39.2) Definition: (Untermannigfaltigkeiten) Eine Teilmenge M des R™ heil3t k-dimensionale
C?-Untermannigfaltigkeit (n,k,q € N) des R™, wenn es zu jedem Punkt a« € M eine offene
Umgebung U C R™ von a und einen C4-Diffeomorphismus ® : U — V auf eine offene Teilmenge
V C R™ so gibt, dass

(M NU) =Vn(RFx{0})

gilt.
26.10.07]

Dabei ist R* x {0} der Untervektorraum R* x {0} = {(«!,...,2%,0,...,0) : 27 € R} von R™.

Sprachgebrauch:

1) Das ,Unter” lassen wir gelegentlich fort. Wenn wir von Mannigfaltigkeiten sprechen, mei-
nen wir Untermannigfaltigkeiten des R™ flir eine geeignetes n. Tatséchlich gibt es auch ,ab-
strakte” Mannigfaltigkeiten die in der Art, wie sie auftreten, a priori nicht Untermannigfaltigkeiten
sind. Das ergibt das Konzept eine allgemeinen Mannigfaltigkeiten, das wir voraussichtlich zum
Schluss der Vorlesung kennen lernen werden.

2) k = 1. Eindimensionale Mannigfaltigkeiten heiRen auch Kurven; allerdings stimmt der
Begriff nicht ganz mit dem im letzten Semester gefassten Begriff einer Kurve tberein. Siehe
Prasenzaufgaben 2.
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3) k = 2: Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten nennt man auch Flachen.

4) k = n — 1. n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™ nennt man auch Hyperfla-
chen.

5) Die Differentiationsordnung ¢ wird gelegentlich weggelassen. Dann spricht man von dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeiten, wenn man eine C ?-Mannigfaltigkeit vorliegen hat mit ¢ > 1.

6) ¢ = 0 gibt in der Definition auch Sinn, wenn man unter einem C°-Diffeomorphismus eine
topologische Abbildung versteht. Man hat dann das Konzept einer topologischen Mannigfaltig-
keit. Die folgenden Ausfuihrungen allerdings benutzen die Differenzierbarkeit, insbesondere die
Sétze der letzten beiden Paragraphen. Daher nehmen wir im folgenden stets ¢ > 1 an.

Das bedeutet: n, k,g € Nmitg > 1 und k < n.

(39.3) Beispiele:
1° M C R"™ n-dimensional < M ist offen in R".
2° Eine endliche Menge M C R™ ist 0-dimensional.

3° S! ist eine C?-Mannigfaltigkeit der Dimension 1. Der Nachweis fllt (iberraschend kom-
pliziert aus, wenn man die in der Definition geforderten Eigenschaft bestatigen will. Der Grund
liegt darin, dass in der Definition relativ viel von dem umgebenden System der Mannigfaltigkeit
bendtigt wird. Sich davon zu l6sen, ist der Sinn der folgenden Resultate, in denen drei hinrei-
chende Kriterien beschrieben werden, die sicherstellen, dass eine vorgegebene Menge eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Dass diese Kriterien auch notwendig sind, wird in einem
abschlieBendem Satz (vgl. 39.17) festgestellt.

(39.4) Satz: Sei W c R* offen und g € C7(W,R™). Dann ist der Graph von g, also die Menge

Graph(g) = I'(g) := {(z,9()) : 2 € W}

eine k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des R” = R* x R™ (k +m = n).

Der Satz bedeutet, dass eine Menge M C R™ bereits dann eine differenzierbare Mannigfal-
tigkeit ist, wenn es zu jedem a € M eine Umgebung U gibt, so dass M N U Graph einer stetig
differenzierbaren Abbildung ist.

Jetzt ist ganz leicht zu sehen, dass S! eine Mannigfaltigkeit ist, weil z.B. zu (0,1) € S! fur
U=]-1+1[ xRy gilt:
S'NU ={(z,V1—-22):z€]—1,+1[} =T(g)

mit g(z) = v 1 — 22. Analog fir andere Punkte anstelle von (0,1).

(39.5) Definition: Sei f : 2 — R™ eine ¢g-mal stetig differenzierbare Abbildung auf einer offenen
Teilmenge 2 des R™.

1° z € Q heildt reguléarer Punkt von f <= Df(z): R™ — R™ ist surjektiv.
2° f heil3t regulér (oder Submersion) :<= alle z € Q sind regulare Punkte von f.
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3° y € R™ heil’t regularer Wert von f :<= alle Punkte z € f~!(y) sind regulare Punkte
von f.

(39.6) Bemerkungen:
1° Im Falle n < m gibt es keine regularen Punkte.
2° m < n: z regularer Punktvon f < rgDf(xz) =m.
3° m = 1: z regularer Punktvon f < V f(z) #0.
4°y e R™ mity ¢ f(£2) istimmer reguléarer Wert von f.
5° Es sei a € ) ein regularer Punkt von f. Aufgrund des Satzes Uber implizite Abbildungen

(38.2) gibt es nach einer eventuell nétigen Permutation der Koordinaten eine Umgebung U =
W x V C Qvon a mit offenen W C R*™™ und V' C R™ und eine C?-Abbildung i : W — R mit

MnU=T(h),
wobei M = f~Y(f(a)) = {z € Q: f(z) = f(a)}.

Beweis: Durch f wird ein Gleichungssystem

yt =t ™2

Yy = (2t ™, 2™
gegeben, dass es in ¢ aufzuldsen gilt. Mit b := f(a) soll also die Menge der = € Q) beschrieben werden,
die b = f(x) erfillen.

Nach Voraussetzung hat D f(a) den Rang m, denn D f(a) : R® — R™ ist surjektiv. Also gibt es in
Df(a) als Jacobimatrix mit den m Gradienten V f7(a), j = 1,...,m als Zeilenvektoren m linear unab-
héngige Spaltenvektoren, die durch partielle Ableitung nach geeigneten m der n Variablen ¢ zustande
kommen. Durch geeignete Umordnung der Variablen x* konnen wir daher annehmen, dass die letzten
m der Spalten von Df(a) linear unabhangig sind, also die (&;fj(a))lgjgm i=n—m+1,...,n. Zur
Anpassung des Problems an die Voraussetzungen des Satzes tUber implizite Abbildungen schreiben wir
k=n—-mundz = (z,y) ERExR™ =R" mitz = (z,....2")und y = (y!,...,y™) = (¥, ... 2");
weiterhin F(z,y) := f(z,y) — f(a). Dann ist offensichtlich F'(¢) = 0 und F~1(0) = M = f~!(f(a)). Und

die Matrix oF o
J i £
( Ay’ 1<i,j<m Ay 1<i,j<m

hat nichtverschwindende Determinate entsprechend der Wahl der Koordinaten ¢/ = z**7. Es sind also
die Voraussetzungen des Satzes Uber implizite Abbildungen erflllt, und wir wissen, dass es mit der
Notation a = (2, y) eine offene Umgebung W C R™~™ von z, eine offene Umgebung V' C R™ von g und
eine C?-Abbildung i : W — R™ gibt, so dass

F7H0)n (W x V) =T(h)

gilt. Damit ist M NU = I'(h) bewiesen. [ |
Aus diesem Resultat (39.6.5°) folgt unmittelbar:

(39.7) Satz: (Kriterium) 0 € f(2) sei regularer Wert einer g-mal stetig differenzierbaren Ab-
bildung f : Q@ — R™, Q C R” offen. Dann ist M = f~1(0) eine n —m-dimensionale C9-
Mannigfaltigkeit.

Zusatz: M ist lokal Graph einer C?-Abbildung, vgl. Herleitung in 39.6.5°.



Ml —-XI 7

(39.8) Beispiele:

1° Jetzt ist es ganz leicht, S als Hyperflache nachzuweisen. Es ist S* = f~1(0) mit f(z) =
(V)2 + ...+ (z")? — 1 = ||z||* — 1 und es gilt V f(x) = 2z (bzw. = 227). Fir z € S™ ist 2z # 0.
[30.10.07]

2° Eine Niveauflache zu einer C4-Abbildung f : © € R, Q C R" offen, ist definitions-
geman eine Menge der Form f~!(c) fur einen regularen Wert ¢ € f(Q2). Eine Niveauflache
ist dann nach dem Kriterium 39.7 eine Hyperflache in R™. Ein einfaches Beispiel dazu ist
f:R2 =R, f(x,y) = 22—y f ist surjektiv und beliebig oft stetig differenzierbar mit V f (x,y) =
2(x, —y)T. Fir ¢ # 0 ist daher f~!(c) eine Niveauflache (der Dimension 1), und zwar besteht
f~1(c) fur negative c aus 2 Hyperbeln, den Graphen der Funktionen y = ++/22 — ¢, und fiir po-
sitive ¢ entsprechend aus 2 Hyperbeln, den Graphen der Funktionen = = + /2 + ¢. Die Menge
F750) = {(x,y) : (x + y)(x — y) = 0} besteht aus zwei Geraden durch (0.0), den Diagonalen,
und diese Menge ist keine Untermannigfaltigkeit, weil es in (0,0) € f~1(0) keine Umgebung U
mit einem Diffeomorphismus @ : U — V, furden U N f=1(0) = V N (R x {0}) erfiillt ware, gibt.
Gelegentlich nennt man eine solche Menge dann eine ausgeartete Niveauflache.

In Verallgemeinerung hat man in R™ fur f(z) = (z')* — 3-7_,(27)* die Niveauflache f~'(c),

c # 0, die im positiven Fall c = m?, m > 0 aus zwei Hyperboloiden (oder Hyperbelschalen)

zl =+ Z(:L‘j)2 + m?
\ =2

besteht. Und in ¢ = 0 hat man analog zum Fall n = 2 die Ausartung

' =+ Zn:(:rj)Q,
\ j=2

die aus zwei spitzen Kegeln besteht, die sich in 0 berihren, und die keine Mannigfaltigkeit ist.

3° Die Quadrik als weitere Verallgemeinerung von 2°: Es sei A € R™"*" eine symmetrische
Matrix A # 0 und ¢(z) = 2T Az die zugehdrige quadratische Form. Es gilt Vq(z) = 2Az. Also
ist fur ¢ # 0 jeder Punkt 2 € ¢~ !(c) regular wegen z7 Az = ¢ # 0. ¢~ !(c) ist also Niveauflache
und Hyperflache, wenn ¢ € ¢q(R").

4° Vorausbemerkung: Die allgemeine lineare Gruppe GL(n,R) ist offen in R™*"™ (z.B. well
det eine stetige Funktion ist), also ist GL(n,R) eine Mannigfaltigkeit der Dimension n?. GL(n, R)
hat diverse wichtige Untergruppen. Zum Beispiel die orthogonale Gruppe O(n) = {A : ATA =
idg~ }. In den Ubungen wird mit Hilfe von 39.7 gezeigt, dass O(n) eine C ?-Untermannigfaltigkeit
der Dimension $n(n — 1) fiir beliebige ¢ € N ist.

Im Falle n = 2 ergeben die Bedingungen an die Koeffizienten einer 2 x 2-Matrix A, die si-
cherstellen, dass A zu O(2) gehdrt, 4 Gleichungen an die 4 Koeffizienten. Diese Gleichungen
sind aber nicht unabhangig. Eine der Gleichungen ist lberflissig, und die anderen drei liefern
als Lésungsmenge eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit, die 2 Kreislinien S! entspricht.

Die Notwendigkeit, einige der definierenden Funktionen wegzulassen, ergibt sich oft, und
man hat in Verallgemeinerung zu 37.7 das folgende Kriterium:

(39.9) Satz: M C R" k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit
<= Vae M 3 UCR"offen,a € U, und f € C4(U,R™) mit
1°MNU = f10)
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2°Vx eU :rgDf(x) =n—k.

Im Ubrigen hat man fur Untergruppen von GL(n, R) das folgende nitzliche Resultat: Jede
abgeschlossen Untergruppe G von GL(n,R) ist eine C?-Untermannigfaltigkeit von R™*™ mit be-
liebigem ¢ > 0. (abgeschlossene im topologischen Sinne, dass G € R™*" eine abgeschlossen
Teilmenge in R™*" ist.

(39.10) Definition: f € C1(Q2,R™), 2 C R™ offen, hei3t Immersion (oder genauer C?-Immersion),
wenn Df(z) : R™ — R™ stets injektiv ist fir x € Q.

Damit f Immersion sein kann, muss n < m gelten.

(39.11) Beispiele:

1° f(t) = (cost,sint), t € R, ist eine Immersion f : R — R2. f ist nicht injektiv. Aber es ist
f(R) = S! eine Untermannigfaltigkeit.

2° Ebenso die Immersion auf die Ohrschnecke: ¢ — (1 + 2cost)(cost,sint).

3°t — f(t) = sin2t(—sint,cost), t € |-, ix[, ist eine injektive C4-Immersion, ¢ > 0.
Das Bild f(]—1m, 37 [) ist aber keine Mannigfaltigkeit. Bei (0,0) € f(]—3m, $7[) findet man kei-
ne Umgebung U, in der sich f(] —iw, %77[) linearisieren lieRe. Jede solche Umgebung U enthalt
einerseits Punkte f(t) mit ¢ nahe bei 0 und andererseits Punkte f(¢') mit ¢ nahe bei 3.

(39.12) Satz: (Immersionssatz) Sei f : Q@ — R™ eine C?-Immersion mit & C R™ und ¢ >
0. Dann gibt es zu jedem = € Q eine offene Umgebung Uy C R", so dass f(Uy) eine n-
dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit ist.

[02.11.07]

(39.13) Beispiele:

1° Die Neilsche Parabel N ist die Spur der Kurve f : R — R?, t — (t%,¢%), also N := f(R).
[+ R — N ist offensichtlich bijektiv. f ist stetig differenzierbar mit f(¢) = (2t, 3t%). Daher ist f
auf Q@ = R\ {0} eine Immersion, wahrend die Ableitung f(0) = (0, 0) offensichtliche nicht injektiv
ist.

Nach Satz 39.12 gibt es daher zu jedem Punkt a € N, a # (0,0), eine offene Umgebung
U c R?, so dass U N N eine C?-Mannigfaltigkeit ist, was sich natiirlich auch leicht direkt nach-
prifen lasst. Fir den Punkt (0,0) macht der Satz keine Aussage. Es gilt aber hier, dass es keine
Umgebung W c R? von (0,0) gibt, so dass W N N eine Mannigfaltigkeit ist.

2° Ein gelaufige ,Parametrisierung” der Sphéare S? wird durch
(g, 0) := (cos psin b, sin psinf,cosh) , (p,0) € R?,

gegeben. v ist beliebig oft differenzierbar und es gilt ¢»(R?) = S2. Wegen der Perioden von sin
und cos ist ¢ nicht injektiv. Die Ableitung D (p, ) hat in jedem Punkt (¢,6) mit § ¢ nZ den
Rang 2, in den anderen Punkten den Rang 1. Also ist ¢ auf Q = {(¢,0) € R? : § ¢ ©Z} eine
C4-Immersion.

Auf der Menge V := 10, 27| x]0, [ C R% ist ¢ injektiv und mit U := (V) existiert die Umkehr-
abbildung ¢ := ¢! : U — V. ¢ ist wie ¢ bijektiv und stetig, wir haben also eine topologische
Abbildung ¢ : U — V, deren Umkehrung ) eine Immersion ist. So etwas nennt man ,Karte".

(39.14) Definition: Sei M C R" eine k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des R™. Eine
Ci-Karte ¢ : U — V ist durch die folgenden Daten gegeben.
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1) U C M ist offene Teilmenge von M (in der Relativtopologie).
2) V C R” ist offene Teilmenge von R*.

3) ¢ : U — V ist topologisch.

4) o=tV — U C R" ist eine C?-Immersion.

(39.15) Beispiele:

1° Das Beispiel 39.13.2° liefert fur jede offene Teilmenge V C ]0,2x[ x ]0,7[ C R? mit
U := (V) C S? eine Karte ¢ := (¢|y) L

2° Ganz andere Karten fur S? entstehen durch die so genannte stereographische Projektion.
FurS"und N = (0,...,0,1) € S® wird bezlglich der Koordinaten (z, z) = (z!,..., 2", 2) (z"*! =

z) durch U :=S"\ {N} und
1

1—=2

eine Abbildung ¢ : U — R™ = V definiert. ¢ ist bijektiv mit Umkehrabbildung

(P(xwz) =

1

YO = P

(261607 1) g R,

An den Formeln kann man erkennen, dass ¢ topologisch ist. Schlief3lich ist 1) eine Immersion,
und damit ¢ eine C9-Karte (¢ > 1 beliebig).

3° Sei v : [a,b] — R™ eine regulare C?-Kurve im Sinne der Vorlesung MIIA, also ~(t) # 0 fur
alle t € [a,b]. Dann ist ¥ := 7|, :]a,b[— R™ eine Immersion. Sei v injektiv. Dann ist die Spur
¥(la,b]) = M eine C?-Mannigfaltigkeit und die Umkehrung ¢ := =1 : M — ]a, b eine Karte.
Man beachte: In der Regel ist ¢/([a, b]) nicht Mannigfaltigkeit.

(39.16) Satz: M C R™ eine k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des R™. Dann gibt es zu
jedem Punkt a € M eine C¢-Karte ¢ : U — V mita € U, wobei VV C R” offen in R” ist.

Ein C?-Atlas auf eine Teilmenge M C R™ ist eine Kollektion (¢, : U, — V,),c; von Karten mit
M = J{U, : v € I}. Satz 39.16 besagt also, dass jede k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit
M des R"™ einen C?-Atlas besitzt.

Zusammengefasst liefern die Resultate dieses Paragraphen:

(39.17) Aquivalenzsatz: Fiir eine Teilmenge M c R"™ sind die folgenden Aussagen aquivalent:
1° M ist k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit.
2° M ist lokal Graph einer C?-Abbildung?.

3° M ist lokal Nullstellengebilde einer C?-Abbildung mit konstantem Rang n — k der Ablei-
tung?.

4° M hat einen C?-Atlas aus Karten ¢, : U, — V, ¢ R¥ mit Werten in der offenen Menge
V, C R¥.

In den Ubungen wurde der Satz vom Rang behandelt.

das heif¥, es gibt zu jedem Punkt @ € M nach einer geeigneten Permutation der Koordinaten eine offene Umgebung
U=W xV CR* xR" ¥ vonamit W C R” offen und eine C?-Abbildung h : W — R"~* sodass M N U = I'(h).

2das heifdt, es gibt zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U C R™ und eine C?-Abbildung f : U — R™ mit
rgDf(x) =n—kfurdlez € Uund M NU = f~(0).
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(40.18) Rangsatz: Die C?-Abbildung f : 2 — R™ habe auf der offenen Teilmenge Q2 C R"™ einen
konstanten Rang r in der Umgebung U eines Punktes a € Q, d.h. rgDf(z) = r fir alle z € U.
Dann gibt es eine offene Umgebung U; € U von a und eine offene Umgebung V; € R™ von
f(a), so wie C4-Diffeomorphismen g : Uy — Uy CR*und h: Vi — Vo mit g(a) =0, h(f(a)) =0,
so dass
hofog Yzl ... 2" = (2',...,2",0...,0)
fur alle x € Uy gilt. Mit der linearen Projektion 7 : R® — R" | 7(x) = (z',...,2",0...,0) auf die
ersten r Koordinaten gilt also
hofogt=n|y,.

Auch fiir das Konzept der Untermannigfaltigkeiten gibt es eine entsprechende Version fiir un-
endlichdimensionale Banachraume, wobei man sich bei der Definition wie im Falle des Satzes
Uber implizite Abbildungen wieder auf direkte Zerlegungen £ = E; x E3 mit abgeschlossenen
Unterraumen E; beschranken muss.

840 Tangentialraum

Im Folgenden sei M C R™ eine k-dimensionale C?-Mannigfaltigkeit des R", a € M ein Punkt
und ¢ : U — V C R* eine C9-Karte mit a € U, zu der ja die Immersion o) = =1 : V — U Cc R?
gehort. Ferner: b = ¢(a).

U wird auch Koordinatenumgebung genannt und V' der Parameterbereich. ) die Parame-
trisierung. Fur = € U ist ¢(z) = ¢ € V der Parameter, der = beschreibt. ¢ = (¢',...,¢") sind
die durch die Karte gegebenen Koordinaten. Diese Notation gilt fir den gesamten Paragraphen.

(40.1) Definition: v € R" ist ein Tangentialvektor an M in a, wenn es eine stetig differenzier-
bare Abbildung v :] — ¢,e[— R™ gibt mit v(] — &,¢[) € M, v(0) = a und %(0) = v. T, M ist die
Gesamtheit der Tangentialvektoren an M in a.

(40.2) Lemma: T, M ist k-dimensionaler Untervektorraum von R"™. [06.11.07]

(40.3) Bemerkungen:
1° Esgilt T,M = imD1(b) = {Dy(b).w : w € R¥} und es ist

Dip(b) : RF — T, M
ein R-Vektorraumisomorphismus. Auf3erdem wird durch
d no
)= 00 = E@Z)(b—l-tej)h:o eR", j=1,...,k,
eine Basis von T, M gegeben. Fur ¢ = (!,...,%™) mit den Komponenten 7 : V — R ist

by = (959" (b), ..., 059" (b)) € T.M C R".

2° Im Falle von ®(U'n M) = V' N (R* x {0}) fiir einen C4-Diffeomorphismus & : U’ — V' C
R", a € U', U' C R" offen und V' ¢ R" offen, gilt

T.M = D®(a)"H(R* x {0}).
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3° Im Falle, dass M lokal ein Graph ist, also (W x V)N M = T'(h) mit h € CI(W,R"~F),
a=(z,9) € W x V", W C RF offen, V" ¢ R"* offen, gilt

T,M = T(Dh(z)).

4° Im Falle von U’ N M = £~1(0) fur eine C4-Abbildung f : U’ — R™, U’ c R" offen, mit
rgDf(z) =n — k fur alle z € U’ gilt

ToM =ker Df(a).

Beispiel: S" mit f : R"*! - R, f(z) = ||lz||* =1, = € R, Fir C*-Kurven ~ mit y(t) € S™ fir
alle t und v(0) = a € S? gilt f(v(¢)) = 0 also V f(a).%(0) = 0. Das bedeutet insbesondere:

vel,S" < vlVf(a).

(40.4) Definition: N,M := (T, M)+ c R™ ist der Normalenraum an M im Punkte a € M.

(40.5) Lemma:

1° N.M @ T,M*.

2° WennU'NM = f~1(0) fur f : U’ — R™ in einer in R™ offenen Umgebung U’ von a € M
mitrgD f(a) = n — k, dann gilt

NoM =span{Vfi(a):j=1,...,m}.
(40.6) Bemerkungen:

1° T, M ist intrinsisch, N, M nicht.
2° Im Falle einer Flache M c R? im Raum und einer Karte ¢ : U — V C R? von M mit
Parametrisierung i) = ¢! hat die Tangentialebene T,M an M in a die Basis (i1,2) (Siehe
oben 40.3.1°) und N,M wird durch den Normalenvektor v, x 5 aufgespannt. Der Einheitsnor-
malenvektor
Y1 X ¥

[[41 % 1he]

ist eindeutig bis auf Vorzeichen.
Geometrie auf Mannigfaltigkeiten:

Die Tangentialrdume an eine Mannigfaltigkeit gehoren also zur Mannigfaltigkeit, &hnlich wie
die Ableitungen zu den differenzierbareb Abbildungen gehéren. Die TangentialrAume gestatten,
die euklidische Geometrie des R™ auf Untermannigfaltigkeiten zu tGbertragen: T, M ist als Un-
terraum von R"™ ein euklidischer Raum der Dimension &, in dem Tangentialraum hat man daher
den Begriff der Lange von Vektoren und das Konzept eines Winkels zwischen Vektoren.

Beziiglich einer durch eine Karte gegebenen Basis (1 ;) von T, M hat man insbesondere den

(40.7) Definition: Matensor g = (gi5), gij = (¥i,%;) , 1 < 4,5 < k. Fir Tangentialvektoren
X = X%, Y =YW, € T,M gilt

(X,Y) = g;; XV = XTgy .
Gij g
(9i;) wird auch die Fundamentalform von M bezuglich der Karte ¢ genannt.

Bemerkungen:
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1) Das funktioniert auch fur den Fall eines unendlichdimensionalen reellen Hilbertraumes
anstelle von R", allerdings ohne die zum Schluss beschriebenen Basisdarstellungen.

2) Analog zum euklidischen Skalarprodukt ist es auch interessant, andere Skalarprodukte
zu betrachten (z.B. Minkowski-Skalarprodukt).

Es seien jetzt zwei Karten ¢ : U — V Cc Rfund @ : U
und wir nehmenU =U =UNU an. Es sei b= ¢(a), b=
die Karten ist

— V Cc R¥ mita € UNU gegeben,
»(a). Nach den Voraussetzungen an
Fi=op =) op: V-V

ein C?-Diffeomorphismus der in R* offenen V und V (dabei v = (%)~'). I wird Koordinaten-
wechsel (auch: Koordinatentransformation) oder Kartenwechsel genannt.

(40.8) Satz: (Transformationsverhalten)
1° 9 (b) = 9;F* (b)ty (D).
20 X = 0;F7(b) X' fur Tangentialvektoren X = X'1); = Yj% e T,M.
3° g (b) = 7;;(0)0, F' (b)d, F7 (D). [09.11.07]

(40.9) Beispiele:
1° Sphére S? mit der Parametrisierung (¢, 8) = (cos ¢ sin 6, sin ¢ sin 6, cos ):

9o = 911 ZSiHQQ,%e:912207990:92221~

2° Graph: Es sei M = I'(h) fiir eine C?-Funktion h : W — R auf einer in R* offenen
Teilmenge W C R*. Dannist ¢)(z) = (z,h(z)), » € W, eine C¢-Immersion und topologisch als
Abbildung ¢ : W — I'(h). Daher ist ¢ = ¢~! eine (globale) Karte. Die Basisvektoren ¢; haben
die Form
¥;(x) = (0,...,0,1,0,...,0,0;h(z))

und es folgt
gij(x) = 0;5 + O;h(x)0;h(x) .
Man beachte, dass (gij) nicht Diagonalmatrix ist, anders als im vorangehenden Beispiel.
3° Spezialfall zu 2°: Im Falle der oberen Schale des Hyperboloids zu

w(p) =\ (lpl* +m?), p= (pr,...,px) €R".

also M = {(p,w(p)) : p € R*} (,Massenschale*) und

bipj
w(@)?

9ij(P) = dij +

Wozu wird der MaRtensor eingefiihrt? Die Lange eines Tangentialvektors X = X7, € T, M
lasst sich mit Hilfe des Maldtensors formulieren, und zwar gilt

1) = (X, X05) = g1 X1

Die Kurvenlange einer stickweise stetig differenzierbaren Kurve ~ in R"™, die ganz in U bezlglich
einer Karte ¢ : U € V von M verlauft, ist

t1 t1
dwz/waﬁzlx@ﬁww
0

to
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Will man den Integranden noch genauer bezeichnen, insbesondere die Abhangigkeit von ¢, so
seien (¢ o)’ : [to,t1] — R die Komponenten von ¢ o v : [to, 1] — R* und man erhalt mit

() = (poy (1)

t1
s0) = [ asleo ) 30 at.

Diese Notation ist nicht ganz konsistent, aber man mochte die g;; in ihrer Abhangigkeit von den
Punkten der Mannigfaltigkeiten so schreiben, dass die Abhangigkeit von der Parameterwerten
g € V zum Ausdruck kommt. Eine konsistente Notation erhdkt man mit ¢ = ¢ o v und dann

s) == [ Vo) a e a.

Im Ubrigen haben wir hier einmal mehr verwendet, dass in dieser Situation die Komposition
o : [te, t1] — R” stetig differenzierbar ist (vgl. Prasenzaufgaben 4).

(40.10) Definition: Die Distanz distj, in der Mannigfaltigkeit M zwischen Punkten a,b € M ist
distps(a, b) ;= inf{s(vy) : v € W(a,b)} .

Dabei ist W(a,b) die Menge aller stlickweise stetig differenzierbaren Kurven  : [to,¢1] — R”,
die ganz in M verlaufen, also ~([to,t1]) C M erfillen, und die a mit b verbinden, fir die also
auch noch ~(tg) = a, y(t1) = b qilt.

(40.11) Beispiele:

1° Euklidischer Abstand: Es gilt distg~ (a, b) = ||a — b|| in der n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit M = R™ C R". Denn die Geraden sind die kiirzesten Verbindungen zwischen den Punkten
des R™. (Vgl. Préasenziibungen 4).

2° In einer offenen Teilmenge M C R"™ des R™ als n-dimensionaler Mannigfaltigkeit ist
1° in der Regel nicht richtig, z.B. im Falle von 2 sich schneidenden offenen Kugeln. Auf der
Vereinigung zweier offenen Kugeln Bq, Bs, die sich nicht schneiden, wird die Distanz oo flr
Punkte a € By und b € Bs.

3° Auf % distg2 (N, S) = m, N = (0,0,1), S = (0,0, —1).

4° Distanz in M = S™: Flr a,b € S" mita = —b (Antipoden) gilt distgn (a,b) = 7. Flra,b € S™
mit a # b und a # —b gibt es den eindeutig bestimmten ,GroRkreis* S’ = S™ N (Ra + Rb) und
es ist distgn (a,b) = distg/(a,b) mit S’ =2 S, SchlieRlich ist dists»(a,b) = ¢ fur den (kleineren)
positiven Winkel zwischen a und b.

(40.12) Satz:
1° distyy ist eine Metrik auf M, wenn M wegweise zusammenhangend ist.
2° distys erzeugt die von R™ induzierte Topologie auf M.

In der Regel wird das Infimum in dists(a,b) = inf{s(v) : v € W(a,b)} nicht angenommen.
Zum Beispiel gilt das fur M = R?\ {0} und a = (1,0),b = (—1,0).

(40.13) Definition: (Geodatische) Eine naturlich parametrisierte Kurve v : [0, L] — R", die ganz
in M verlauft, ist eine Geodétische in M, wenn sie im Kleinen eine kiirzeste Verbindung ist, das
soll hei3en:

Zu jedem Parameter t* € [0,L] gibt es im Falle t* < L ein ey > 0, SO dass | s
fur alle ¢ € [0,¢0] kiirzeste Verbindung in M von ~(t*) und ~(t* + ¢) ist, d.h. s(y[jp p1e]) =
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distas (v(t*),y(t* +¢)). Und im Falle 0 < t* analog ein o > 0, S0 dass 7|;-_. 4 flr alle e € [0, ]
kirzeste Verbindung in M von ~(t*) und (t* —€) ist, d.h. s(7|jp_c =) = distar (7(*), y(t* —¢€)).

(Erganzende Bemerkung: Die Definition setzt voraus, dass eine Geodatische immer mindestens ein-
mal stetig differenzierbar ist. Wenn man diese Bedingung abschwacht z.B. zu stlickweise stetig differen-
zierbar wie in einer Ubungsaufgabe, dann muss die Minimalisierungsbedingung, im Kleinen eine kiirzeste
Verbindung zu sein, anders gefasst werden, und zwar wie folgt:

Zu jedem Parameter t* € [0, L] gibt es im Falle 0 < t* < L ein g9 > 0, SO dass 7|+ _o/ ¢+ flr
alle e,&" € [0,e0] kirzeste Verbindung in M von ~(t* — &') und ~y(t* + ¢) ist, d.n. s(¥|ppr—er o 4e]) =
distar (y(t* —€'),7(t* +¢)). Und im Falle t* = 0 (bzw. t* = L) gibt es analog ein gy > 0, so dass vy
(bzw. | —c, 1)) fir alle € € [0, 0] kirzeste Verbindung in M von ~v(0) und () (bzw. v(L) und ~(L — ¢))
ist, d.h. s(vlpo,e)) = distar(v(0),7(€))- s(|[L—e,2)) = distar (v(L), ¥(L —¢)).)

Zum Beispiel sind die natirlich parametrisierten GroRRkreise in M = S™ Geodétische. Auf
Geodatische als Losung eines Variationsproblems kommen wir im néchsten Paragraphen zu-
ruck.

(40.14) Definition: (Kritischer Punkt unter einer Nebenbedingung) Sei f € C!(U’,R) in einer
offenen Umgebung U’ C R"™ eines Punktes a € M einer C?-Mannigfaltigkeit definiert. a ist ein
kritischer Punkt von f|5; (oder kritischer Punkt von f unter der Nebenbedingung M), wenn fur
alle stetig differenzierbaren~ :] —e,e[— R" mity(] — ¢,¢[) € M NU’ und mit v(0) = a gilt: 0 ist
kritischer Punkt von f o, also % (f o) (t)|t=o = 0.

Offensichtlich ist ein Punkt a € M, in dem f|; ein lokales Minimum oder Maximum, also ein
lokales Extremum, hat, stets ein kritischer Punkt fur f unter der Nebenbedingung M.

(40.15) Lemma: a € M ist genau dann kritisch fur f unter der Nebenbedingung M, wenn

Df(a)lr,m = 0.

(40.16) Satz: (Methode der Lagrange-Multiplikatoren) In der offenen Teilmenge U’ C R" sei
die Mannigfaltigkeit M = ¢~1(0) durch g € C*(U’,R"~*) mit der RangbedingungrgDg(x) = n—k
fur alle z € U’ gegeben. Es sei f € C1(U’,R) und a € M. Dann ist f genau dann kritisch in a
unter der Nebenbedingung g = 0, wennes \; e R, j =1,...,n —k, mit

D(f+Mg" + ...+ Arg" ")) =0
gibt, wobei g = (¢*,...,g""%). [13.11.07]

Die Methode besteht darin, das nichtlineare Gleichungssystem in den 2n — k Unbestimmten
a=(a',...,a") €R", (\1,..., An_k) € R*F

zu losen.

(40.17) Beispiele:
1° Pendel: In welchen Punkten ist f(x,) = y extremal unter g(z,y) = 22 +y> — 12 = 0?
Der Ansatz f, + A\g, = 2\x =0, f, + gy, = 1+ 2y = 0 liefert als mogliche kritische Punkte
a = (z,y) von f unter g = 0 zun&chst z = 0 und y = —(2)\)~!, und daher a = (0, £r). Das sind
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in der Tat die beiden einzigen Extremwerte von f unter g = 0, da stets f(z,y) =y € [-r,7]. Es
handelt sich auch um die beiden Gleichgewichtspunkte des Pendels.

2° Woist f(z,y) = x extremal unter g = 0 fur g(z,y) = y* — 23? (In (0,0) ist g~1(0) keine
Mannigfaltigkeit, aber M = ¢g=1(0) \ {(0,0)} ist Mannigfaltigkeit.)

Der Ansatz f,+ Mg, = 1-3X\z? = 0, f,+\g, = 2\y = 0 liefert entsprechend y = 0 und damit
sofort z = 0. Daher hat f kein Extremum in M, aber moglicherweise in der Singularitét (0,0).
Tats&chlich gilt fur alle (z,y) mit g(x,y) = 0 sofort 2® = y? > 0 also auch f(z) = = > 0. Also hat
fina=(0,0) ein absolutes Minimum unter g = 0 und ansonsten kein lokales Extremum.

841 Euler-Lagrange-Gleichungen

Es geht um Variationsrechnung als Verallgemeinerung der Bestimmung von Extrema bei
Funktionen. Statt Funktionen f = f(x) haben wir in der Variationsrechnung Funktionale S =
S(v) auf Raumen von Funktionen ~, die hier in diesem Paragraphen stets Kurven sind. Anstelle
von kleinen Anderungen von Punkten x im Definitionsbereich der Funktion f werden jetzt die
Kurven ~ verandert und diese Veranderung nennt man ,Variation“. Daher die Bezeichnung Va-
riationsrechnung. Die Variation der Kurve ~ hat typischerweise die Form ~ + en mit einer (leinen
Konstanten ¢ € R und einer weiteren Kurve 7, die in 0 beginnt und auch dort endet.

Zur Motivation ein Beispiel aus der Geometrie, das wir aus dem vorangehenden Paragra-
phen kennen: Zu Punkten a,b € M in einer Mannigfaltigkeit wird eine Kurve v gesucht, welche
die Distanz in M minimiert:

distas(a,b) = s(7)

wobei 7 : [to, t1] — M natirlich v(ty) = a,~(t1) = b, erfullt und aulRerdem noch ||¥|| = 1.

Dabei ist .
1

s(7) Z/ \/ i3 79 dt
to

fir die symmetrische Matrix g = (g;;) mit Funktionen g¢;; : @ — R, die von einer lokalen Para-
metrisierung ¢ : Q@ — U C M kommen.

Allgemeiner betrachten wir zu einer offenen Teilmenge Q = V C R"™ (zum Beispiel als
Parameterbereich einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit) eine so genannte Lagrangefunktion
L:QxR"— R, L= L(q,v), von der in der Regel nicht mehr vorausgesetzt wird, als dass
sie zweimal stetig differenzierbar ist. Zu einer solchen Funktion und zu vorgegebenen Punkten
a,b € (Q gehort das Wirkungsfunktional

t1
s0)= [ Ll
to
zu C'-Abbildungen (Kurven) v : [to,t1] — Q mit y(ty) = a,~(t1) = b. Gesucht wird ~, so dass
S(y) minimal wird
S(y) = min S'!

In Abschwachung dazu wird ein v gesucht, das extremal oder gar nur stationar ist fur S. Wir
préazisieren im Folgenden, was das genau bedeuten soll:

Fur Punkte a,b € @, Q C R" offen, sei W(a, b) die Menge aller stiickweise stetig differenzier-
baren Kurven ~ : [tg,t1] — @, die a mit b verbinden, fur die also (to) = a, v(t1) = b gilt. W(a, b)
ist Teilmenge des Vektorraumes CL ([to, 1], R™) aller stiickweise stetig differenzierbaren Kurven
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in R™. Dieser Raum C ([to, t1] , R™) kann mit der Norm ||v||; := sup{||v(t)]| + |5(¢)]| : t € [to-t1]}
versehen werden und wird damit zu einem Banachraum. Daher steht in dieser Situation der
Kalkul der Differentialrechnung in Banachraumen zur Verfiigung. Das Folgende ist im wesent-
lichen eine Anwendung der Differentialrechnung in Banachraumen, die allerdings hier weniger
abstrakt formuliert wird, wie das der Tradition entspricht. Bereits lange vor der Einfiihrung des
Begriffs des Banachraumes wurde die Variationsrechnung (Newton, Lagrange, Euler, Bernoulli)
begriindet.

Zu einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion L : Q x R™ — R soll das Wirkungsfunk-
tional
t1
5100 =500 = [ oA e
0

auf Extremale untersucht werden. Notwendig dafir, dass in v ein Extremum vorliegt, ist offen-
sichtlich die Bedingung

d
£S(’Y +en)le=o =0

fur stlickweise stetig differenzierbare Vergleichsfunktionenn : [to,t1] — R™ mitn(to) = 0 = n(t1),
sofern diese Ableitungen stets existieren. Aufgrund der Stetigkeit von n und ~ gibt es jedenfalls
zu einer solchen Kurve 7 stets ein » > 0, so dass (v + en)([to, t1]) C Q gilt fur alle e € [—r, r].

Die oben genannte Bedingung hat formale Verwandtschaft mit der Extremwertbestimmung
mit Nebenbedingungen, also auf Mannigfaltigkeiten.

€E—7y+en

mit v + en wieder in W(a, b) ist eine (lineare) Kurve in W(a, b) mit Ableitung 7 in 0. Der Ausdruck
£5(y + en)le=o kann als
DS(v).m

verstanden werden flr die Ableitung DS(v) an der Stelle ~, die als eine lineare Abbildung auf
einem geeigneten Unterraum von C, ([to, t1] , R™) anzusehen ist. Und die oben genannte Bedin-
gung ist dann nichts anderes als

DS()ly =0,

wobei V der Vektorraum V = {n € CL ([to, t1],R™) : n(to) = 0 = n(¢1)} ist und als Tangentialraum
an W(a,b) in - verstanden werden kann. Damit ist die folgende Definition vorbereitet:

(41.1) Definition: v € W(a,b) heil3t kritisch fur S unter M (oder auch stationér), wenn die
gerade beschriebene Bedingung vorliegt, d.h. wenn

d
ZS(r+enlms =0 Vi

gilt fur den Untervektorraum V = {n € CL ([to, t1] ,R") : n(to) = 0 = n(t1)}.
Eine kritische Kurve heif3t dann auch (stationare) Losung des Variationsproblems

05 =0,

obwohl sie das eigentliche Variationsproblem nicht immer I6st.

Achtung: Eine stationare Losung des Variationsproblems ist nicht notwendig auch eine L6-
sung des Variationsproblems, es muss im allgemeinen weder ein (lokales) Minimum noch ein
(lokales) Maximum vorliegen. Das ist genauso wie fir Funktionen: f’(z) = 0 garantiert noch
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nicht, das in z auch ein (lokales) Extremum von f vorliegt, trotzdem nennt man zx stationar.

Bemerkungen:

1° Die Menge W(a, b) wird gelegentlich verkleinert, z.B. durch Zusatzbedingungen wie etwa
II7|l = 1 oder auch hohere Differenzierbarkeit fir v oder auch 7.

2° Die Menge W(a, b) wird gelegentlich auch vergrof3ert, wenn man zunéchst so genannte
schwache Lésungen aufspiren will.

3° Auch V wird gelegentlich je nach Aufgabenstellung verandert.

(41.2) Satz: Jede zweimal stetig differenzierbare stationare Losung des Variationsproblems
05 = 0 erfullt die Euler-Lagrange-Gleichungen

a ory _or
dt\ov/) 9q°

Das soll heil3en: Ist ~ stationar, so erfillt die Kurve die Differentialgleichungen

% <%(V(tm(t>)> = %(v(t),’v(t)), teltot], j=1,....,n.

Aus der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen ist bekannt, dass eine Differenti-
algleichung wie oben zu jeder Vorgabe von ¢ € Q und v € R™, v # 0, eine eindeutig bestimmte
Losung mit v(tg) = ¢, ¥(to) = v hat, zumindestens dann, wenn wir die Differentialgleichungen
nach 4 auflésen kénnen.

(41.3) Beispiele:
1° Grundgleichungen der Klassischen Mechanik:

L(g0) = 5 Iol* - U(a)

fur eine zweimal stetig differenzierbare Funktion U : Q — R fuhrt zu den Euler-Lagrange-
Gleichungen
q(t) = =VU(q(t)) -

Hier haben wir v(t) = ¢(t) gesetzt, wie es in der Physik ublich ist. L kann interpretiert werden
als Differenz der kinetischen und der potentiellen Energie und § = VU (q) ist die zugehdrige Be-
wegungsgleichung. Die stationdren Lésungen sind aus Sicht der Physik die Bewegungen des
physikalischen Systems, unabh&angig davon, ob sie tatséachlich ein Extremum beschreiben.

Das ist das Hamiltonsche Prinzip der Klassischen Mechanik!

Statt der oben genannten Lagrangefunktion wird oft von der koordinatenunabhangigen Ver-
sion

L(g,v) = %gij(q)vivj —Ul(q)

mit einer symmetrischen Matrix (g;;) von stetig differenzierbaren Funktionen ausgegangen. Die
Euler-Lagrange-Gleichungen werden komplizierter, siehe 3° und Prasenzibngen.

2° Kirzeste Verbindung im euklidischen Raum M = R™: L(q,v) = ||v|| (Q = R™) unter der
Zusatzbedingung |||l = 1.

Die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichungen sind § = 0. Die Losungen sind ¢(t) = t0+ ¢ mit
||v]| = 1, also die Geraden. Daher sind die Geraden die Kandidaten flr das Variationsproblem



Ml —-XI 18

der kirzesten Verbindung, also Kandidaten, Geodatische in M = R" zu sein. Die Geraden sind
tatsachlich Geodétische des euklidischen R™, und es gibt keine anderen (vgl. Prdsenzibungen)
bis auf Reparametrisierung.

3° Geodatische auf einer n-dimensionalen C3-Mannigfaltigkeit M. (Wir verlangen dreimal
stetig differenzierbar, damit der Integrand der Kurvenlangenfunktion s(v) zweimal stetig diffe-
renzierbar ist.)

Esseip: U — @ € R" eine C3-Karte mit Parametrisierung ¢ = ¢, g:;(q¢) = (9:%(q), 9;¢(q))-
Zu Kurven ~ : [tg,t1] — U C M verwenden wir ¢ := 1 o~ : [tg,t1] — @ mit den Komponen-
ten ¢7. Es ist dann D (q(t))"1.A(t) = ¢(t) und #(t) = Dy(q(t).(¢'(t),...,¢"(t)). Daher ist die
Kurvenlange s(~) gerade

so) = [ ot d e a.

Die Euler-Lagrange-Gleichungen fur dieses Variationsproblem (L(g,v) = +/gi;(q)viv?) mit der
Zusatzbedingung ||¥|| = 1 sind &quivalent zu der

Geodatischengleichung:

-m

1 o
A= igmk (Gijk — 2Gik ) VY ,m=1,...,n.
Notationen dabei: (¢™*) ist die zu (g;;) inverse Matrix; g;; x := Okgij- 116.11.07]

Eine andere Form der Geodétischengleichung ist

. 1 o
™+ 3 gm* (Gik,j + Giki — 9ije) VAV =0, m=1,...,n.
Mit der Abkirzung

1
I‘Z?' = 5 gml€ (gik,j + Gjki — gij7k)

(die I'}; heil3en die Christoffelsymbole) wird die Geodatischengleichung verkdrzt zu
AR 4TE A =0 k=1,...,n.

Unbewiesen bleibt in dieser Vorlesung die fiir C3-Mannigfaltigkeiten richtige und wichtige
Aussage: Eine Kurve, die die Geodatengleichung erfillt, ist eine Geodatische und es gibt keine
weiteren Geodatischen bis auf Reparametrisierungen.®

Die Euler-Lagrange-Gleichungen zu 1° kdnnen in der Form
HEATE A = g™ Uy k=1,...,n
geschrieben werden, wenn die Matrix g positiv definit ist.

4°  Fir den harmonischen Oszillator ist T = 1m ||v||* die kinetische und U = k¢ die
potentielle Energie mit positiven Konstanten m, k > 0. Mit der Lagrangefunktion L = 1m o] =
k||q||* erhalten wir als Bewegungsgleichungen:

m(t) = —2kq(t)

3fir einen Beweis sehe man z.B. in dem Lehrbuch von J. Jost: Riemannian Geometry and Geometric Analysis, Springer-
Verlag, 1998, nach.
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und explizit
, 2k
g=——4q.
m
Die allgemeine Losung dazu ist ¢(t) = coswtA + sinwtB, wobei w := 2%, mit ¢(0) = A € R”

und ¢(0) = B € R™.
Man kommt auf die Lésung zum Beispiel durch den Ansatz v(t) := ¢(t), so dass aus dem
System m(t) = —2kq(t) von n Differentialgleichungen zweiter Ordnung das einfachere System

g=v, 0 =uwq
von 2n Differentialgleichungen erster Ordnung wird.

Diese Umwandlung bzw. Vereinfachung hat eine weitreichende Verallgemeinerung.

(41.4) Satz: Sei eine Lagrangefunktion L : @ x R™ — R mit

O°L
d t ~ -~ 7.V
‘ (87}18?” (q,v)) 1<ij<n 7Y

in einem Punkt (¢,v) € Q xR™ gegeben. (L heil3t dann regulér in (¢, v).) Dann hat die Gleichung

F(p,q,v) :=p— Ly(¢q,v) =0

eine Auflosung nach v in einer offenen Umgebung U x V' C R?" x R" von (3, §,9) , p := Ly(g, ).
Also gibt es eine C!-Abbildung g : U — V mit der Eigenschaft, dass F(p, ¢, v) = 0 genau dann
gilt, wenn v = ¢g(p, q). Diese Auflésung fihrt zu der so genannten Hamiltonfunktion

H(q,p) == (p,9(p,q)) — L(q,9(p,q)) , (p,q) €U,

(kurz: H = pv — L) mit der folgenden Eigenschaft. Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind in
der gegebenen Umgebung von (¢, v) aquivalent zu den so genannten Hamiltonschen (oder
kanonischen) Differentialgleichungen

oH
1= —= H
q 8]? p
OH
>
b 8q q

(41.5) Beispiele:
1° Beim harmonischen Oszillator gilt L, = mv und die Auflésung von p —mv = Oistv = £,
also H = +4-L |[p||* + & ||q||* mit H, = 2kq, H, = L p und den kanonischen Gleichungen sind

A T
¢=—p,p=—2kq.
m

2° Allgemeiner: Sei F(q) = ap(||q||)”—g”, q € R, q # 0 ein Zentralfeld mit stetiger Funktion
@, also F'= VU mit U(q) = ®(||g||) fur eine Stammfunktion & von ¢. Eine typische Lagrange-
funktion aus der Physik ist L(g,v) = m |lv][* = U(q). Die kanonischen Differentialgleichungen

lauten
1

N D T
¢=—p.p (9)

~ Man beachte im Falle n = 3: Der Drehimpuls I = ¢ x p bleibt auf den Losungen konstant:
I =¢xpt+gxp= %poJrq x (—F(q)) = 0 aufgrund der Eigenschaften des ,Kreuzproduktes x*.
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(41.6) Definition: Eine Bewegungskonstante auf W C @ x R"™, bzw. ein erstes Integral zum
Lagrangesystem (@ x R™, L) ist eine Funktion [ : W — R, so dass I(v) konstant ist fur alle
Lésungen ~ der Euler-Lagrange-Gleichungen, die ganz in W verlaufen. Analog fur das zugehd-
rige Hamiltonsystem.

(41.7) Beispiele:

1° Die Komponenten des Drehimpulses I = (I, I, I3) in dem gerade beschriebenen Bei-
spiel L(g,v) = 3m |v]|> — U(q) sind Bewegungskonstante. Es gibt dazu eine n-dimensionale
Verallgemeinerung, vgl. Prasenzaufgaben 5.

2° H = I ist immer eine Bewegungskonstante.

d ) .
EH(q(t),p(t)) = Hyq+ Hpp = HyHp + Hy(—H,) = 0.

3° Weitere erste Integrale beim harmonischen Oszillator (neben der Gesamtenergie H =
Im|lv|> — k|q||*) sind die ,Teilenergien* H; = im(v/)? + k(¢’)?> und die Drehimpulskom-
ponenten. Eine Losung ¢(t) der Euler-Lagrange-Gleichungen, also wie in 41.3.4°, mit E; :=

H(q(0),v(0)) € Reerfillt (¢g(t),v(t)) € M =) H]fl(Ej). Analog im Hamiltonsystem.
(41.8) Bemerkung: Reduktion der Freiheitsgrade durch erste Integrale als Losungsmethode.

Eine nicht triviale Bewegungskonstante I verhilft dazu, das System der Euler-Lagrange-
Gleichungen um einen Freiheitsgrad (das bedeutet um eine Dimension, bzw. eine Gleichung)
zu verringern. Denn zu einem regularen Wert I € R von I hat jede Lésung ~ mit I(~(tg)) = I die
Eigenschaft, ganz in der Niveauflache M := I~!(Iy) zu bleiben, das heilt v(t) € M fir alle t zu
erfullen. Wenn also das urspriingliche System auf @ x R” definiert ist, mit L € C?(Q x R",R), so
geniigt es, sich bei der Vorgabe von I auf M zu reduzieren, denn alle Lésungen mit I(~(to)) = I
liegenin M. Und M ist eine n—1-dimensionale Untermannigfaltigkeit, ist also um eine Dimension
reduziert. Es gilt jetzt, die Euler-Lagrange-Gleichungen auf M zu betrachten, und eine weitere
Bewegungskonstante aufzuspiren, um den Freiheitsgrad weiter auf n — 2 zu senken etc., um
schlieB3lich zu der Bahn einer Losung zu kommen.

Analog, und besser fur den Fall einer Hamiltonfunktion.

Dieses Verfahren, bei der man durch sukzessive Reduktion bis zu der Bahn einer Lésung
kommt, funktioniert nicht allgemein, aber fiir so genannte vollstandig integrable Systeme.

Bevor diese Programm ernsthaft durchgefiihrt werden kann, muss noch die gesamte Dif-
ferentialrechnung auf M Ubertragen werden, d.h. es wird definiert, was eine differenzierbare
Abbildung mit Werten in M und was eine differenzierbare Abbildung auf M ist (Uber die Kar-
ten). Insbesondere, stellt man fest, dass die Lagrangefunktion jeweils auf dem Tangentialbiindel
TM = {(a,v):a € M, v e T,M} definiert ist, wobei 7'M wieder Mannigfaltigkeit ist. Die Hamil-
tonfunktion dagegen lebt auf dem entsprechenden Kotangentialraum.
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