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Kapitel X. Differenzierbare Abbildungen

Jetzt kommen wir zu den differenzierbaren Abbildungen in mehreren Veranderlichen, die teil-
weise schon im vorangehenden Paragraphen aufgetreten sind.

Der Begriff der totalen Differenzierbarkeit wird eingehend im Paragraphen 31 dargestellt und
mit der partiellen Differenzierbarkeit verglichen. Danach werden in § 32 elementare Eigenschaf-
ten differenzierbarer Abbildungen und die maRR3geblichen Regeln bereitgestellt.

In §33 behandeln wir héhere Ableitungen und die Taylorsche Formel, und im Paragraf § 34
gehen wir auf eine Anwendung ein: Die Beschreibung des lokalen Verhaltens von dreimal stetig
differenzierbaren Funktionen mittels der zweiten Ableitungen (Hessematrix) und die Folgerun-
gen fur die Existenz von lokalen Extrema. Im abschlie3enden Paragrafen § 35 stellen wir eine
Reihe von Resultaten fiir konvergente Funktionenfolgen zusammen, die wir groRenteils schon
in der einen oder anderen Form kennen und die sich in der Vertauschung von Grenzprozessen
manifestieren.

Der Umkehrsatz fur differenzierbare Abbildungen und der Satz tber implizite Funktionen
werden erst im kommenden Semester im Rahmen der Vorlesung Mlll behandelt.

831 Der Begriff der Differenzierbarkeit

Im Kapitel VI wurde die Differenzierbarkeit von Funktionen f in einer Variablen mit Werten in R
eingefiihrt und im letzten Kapitel wurde der Begriff ausgedehnt auf Funktionen in einer Variablen
mit Werten in einem Banachraum E. In beiden Fallen ist f definiert auf einem Intervall I C R
und die Differenzierbarkeit von f : I — R bzw. f : I — E in einem Punkte a € I bedeutet, dass

der Grenzwert
fla+h)— fla)
h—0,h£0 h

= f'(a)
existiert. In anderer Form geschrieben ist die Differenzierbarkeit aquivalent zu

b @) = 1@ = @)l

=0.
h—0,h£0 h

Dabei ist f'(a) € R bzw. f'(a) € E. Man beachte, dass der dritte Term im Z&hler der letz-
ten Formel als eine stetige R-lineare Abbildung h — f’(a)h = hf’(a) von R nach R bzw. von
R nach E verstanden werden kann, also als Element von L(R, E). In diesem Zusammenhang
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ist es hilfreich die folgende Aussage aus den Ubungen heranzuziehen. Jede R-lineare Abbil-
dung ¢ : R — E in einen normierten Raum E ist von der Form ¢(h) = hb mit einem Element
b€ E. Dennesqgilt fur b := ¢(1) : ¢(h) = ¢(h-1) = hé(1) = hb. Also ist ¢ automatisch stetig:
llo(h)|| = |h|||b]], und daher |||¢||| = ||b]|. Es gilt also L(R, E) = E.

Wir Ubertragen das Erfolgsmodell der Differenzierbarkeit in einer Variablen auf den Fall von
mehreren Veranderlichen, indem wir diesen Aspekt der ,starken® Approximation durch eine ste-
tige lineare Abbildung beibehalten:

(31.1) Definition: Sei f : 2 — F eine Abbildung auf einer offenen Menge €2 C E eines normier-
ten Raumes E Uber R mit Werten in einem weiteren normierten Raum F' Uber R.

1° f heildt (total) differenzierbar im Punkte a € €2, wenn es eine stetige R-lineare Abbildung
L:E — F,also L = L(a) € L(E, F), gibt mit

fla+h) - fla) — L(h)

=0.
h—0h£0 7]

2° f heil3t (total) differenzierbar (in 2), wenn f in allen a € (2 differenzierbar ist.

3° Schliellich heildt f stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar ist, und die linearen Ab-
bildungen L(a) € L(E, F) in

et h) = fla) = La)h)

=0
h—0,h#0 Al

zu einer stetigen Abbildung L : Q@ — L(E, F), a — L(a), fihren.!

f ist also immer dann differenzierbar im Punkte a, wenn L € L(FE, F) existiert, so dass fur
alle Folgen (hy,) in E mit h,, — 0 und h,, # 0 (sowie a + h,, € ) auch die Folge

(f(a+ hn) — f(a) — L(hn)>
(17| neN

gegen Null strebt, also

o 1@t ho) = f@) = L(h)|

n—00 17|

=0

gilt.

Im folgenden sind E und F' in der Regel normierte Vektorrdume lber R, z.B. £ = R™ und
F =R™, und Q C FE bezeichnet eine offene Menge.

(31.2) Bemerkungen:

1° Die Differenzierbarkeit von f in einem Punkte a € Q) ist so zu verstehen, dass f durch die
stetige lineare Abbildung L = L(a) approximiert wird. Es gilt, dass der Ausdruck

fla+h) = f(a) — L(h)
7]

'Eswird gleich in 31.2.5° gezeigt, dassim Falle der Existenz die lineare Abbildung L = L(a) in 1° eindeutig bestimmit ist.
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gegen Null strebt fur h — 0. Zu diesen Sachverhalt sagt man auch, dass L(h) die Differenz
fla+ h) — f(a) in erster Ordnung approximiert (siehe auch 31.10).

2° Die Differenzierbarkeit von f in a ist unabhangig von den Normen auf E und F', sie hangt
nur von den Topologien (also dem jeweiligen Konvergenzbegriff in £ und F) ab. Wird zum
Beispiel die Norm || || auf E durch eine dquivalente Norm || ||’ ersetzt, so gilt nach Definition der
Aquivalenz von Normen

cllyll < llyll" < Cllyl
fur ¢, C € R. Also strebt
fla+h) — f(a) = L(h)
17l

genau dann gegen 0 fur ||2|| — 0, wenn das fur

fla+h) — fla) — L(h)
1R/ ’

|A||" — 0, der Fall ist.
Das bedeutet, dass zum Beispiel fur E = R" und I = R™ alle Normen || ||, in der Definition
31.1 hergenommen werden kénnen. [29.6.07]

3° Im Falle E = R und ©Q = [to,t;] stimmt die Differenzierbarkeit von f : |to,t1[ — R nach
16.1 mit der neuen Definition 31.1 tberein, und dasselbe qilt fir den Differenzierbarkeitsbegriff
far f : ]to, t1| — E mit Werten in Banachraumen nach 25.3.

4° Wir betrachten hier nur R-lineare Approximationen, insofern nur die reelle Differenzier-
barkeit. Die komplexe Differenzierbarkeit, also L = L(a) komplex linear, fuhrt zu einer eng
verwandten Theorie, der Funktionentheorie (siehe 30.19), die aber im Vergleich zur reellen Dif-
ferenzierbarkeit einige wesentliche Unterschiede zu verzeichnen hat. Der komplexe Fall wird
hier nicht weiter behandelt (siehe aber z.B. 31.14).

5° Ist f in a differenzierbar, so ist die stetige R-lineare Abbildung L € L(E, F), die

by flat k)~ f(@) ~ L(h)

=0
h—0,h#0 IRl

erfillt, eindeutig bestimmt.

(31.3) Definition: Sei f : Q2 — Fin a € Q differenzierbar mit
flath) = fl@) = Lh) _

h—0h£0 7]

Dann heif3t die eindeutig bestimmte stetig lineare Abbildung L = L(a) : E — F die Ableitung
von f in a und wird hier meistens folgendermaf3en bezeichnet:

Andere Notationen, die gebrauchlich sind:

f'(a) = Jy(a) = 9f(a) = Tf(a).

Die Ableitung ist also nicht mehr einfach eine Zahl oder ein Vektor in F', sondern selbst eine
Abbildung. In einer Variablen allerdings kann die Ableitung durch eine Zahl bzw. durch einen
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Vektor reprasentiert werden.

Die Auswertung von Df(a) € L(E, F) in h € E wird oft D f(a)h oder D f(a).h geschrieben.
Also
L(h) = Df(a)(h) = Df(a)h = Df(a).h, h € E,

und analog in Bezug auf die anderen Notationen. Die Notation J ;(a) wird gelegentlich im Falle
E =R"und F = R™ bevorzugt, wenn die lineare Abbildung als Matrix verstanden wird, der so
genannten Jacobi-Matrix, vgl. 31.7.

(31.4) Beispiele:
1°u(z,y) =z +y, (z,y) €R.
Es gilt dann fir a = (¢,7n), h = (s,t) und L(h) := s + t:

u(a+h) —u(a) = L(h) = (E+s+n+t) = (E+n) —(s+1) =0,

daher h Lk
[ ulat ) —u(a) - L(h)
h—0 [[Al

Also ist u differenzierbar mit konstanter Ableitung Du(a) = L = wu (vgl. 3°). Insbesondere ist u
stetig differenzierbar, weil a — Du(a) konstant ist.

2° u(z,y) = 2" +y*, (z,y) € R®.
Es gilt dann fur a = (¢,7n), h = (s,t) und L(h) := 2{s + 2nt:

=0.

u(a+h) —u(a) = L(h) = (£ +8)* + (n +1)> — (€ + 1) — (265 +2t) = s> + 1> = |||,

daher h Lk
| ula+h) —ula) - L(h)
h—0 Al

Also ist u differenzierbar mit Ableitung Du(a)(s,t) = 2£s+2nt (vgl. 4°). u ist stetig differenzierbar.

— 0= lim ||h]| = 0.
h—0

Im Ubrigen sind samtliche Polynome in zwei und auch in n. Veranderlichen total differenzier-
bar mit stetiger Ableitung, die wiederum differenzierbar ist, wie wir in den Ubungen sehen. Siehe
auch 33.6.

3° Sei f : E — F eine stetige R-lineare Abbildung, also f € L(E, F).

Dann gilt f(a + h) — f(a) = f(h) und es folgt Df(a) = f konstant. f ist stetig differenzierbar.
Dieses Beispiel verallgemeinert 1°.

4° Sei B : E x E — F R-bilinear und stetig.

Dann ist die zugehdrige quadratische Form ¢(x) := B(z,xz), x € E = Q, stetig differenzierbar
mit Dg(a)h = B(h,a) + B(a,h). Denn es ist M = sup{||B(v,w)|| : |v]] < 1, ||lw]] < 1} <
wegen der Stetigkeit von B, und es gilt ||B(z,y)|| < M ||z||||ly]|. Also ist Dq(a) stetige lineare
Abbildung. Es ist jetzt

q(a+h)—q(a)—Dq(a)h=B(a,a)+B(a, h)+B(h,a)+B(h,h)—B(a,a)— B(a,h)—B(h,a)=B(h,h)
und daher

la(a +h) = g(a) = Dg(a)h|
7]

<M|h|] — 0
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far ||h]| — 0.

Im Falle £ = R™ hat B vermége der Standardbasis (ej) von R™ die Darstellung durch die
Matrix (g;x) mit gix := Ble;,ex) € F, das heilt B(z,y) = > 1", gix'y® fur x = 2'e; , y = yPey.
Daher hat Dg(a) die Basisdarstellung

Dg(a)h = Y (gia'h* + grih*a’)y = <Z(gik + gki)ai> h",

i,k=1 k=1 \i=1

also hat man mit gx(a) := >, (gir + gri)a’ € F die folgende Darstellung der Ableitung:
Dq(a).h = qu(a)h* .
k=1

Wenn noch F' = R™ gilt, so hat die lineare Abbildung Dq(a) : R™ — R™ die Matrixdarstellung

Dq(a) = (qi(a))

=J SIS >

Gut bekannt ist der Fall B(z,y) = (x,y) mit E = R" und F' = R. B ist symmetrisch und die
gir Sind die bekannten Kroneckersymbole: g, = d;;.. Es ist dann g(a) = 23" gixa’ = 24* und
Dq(a)h =37 gixa'hE.

Dieses Beispiel ist im Ubrigen eine Verallgemeinerung von 2°.

Wie zuvor in Kapitel IX reduziert sich der vektorwertige Fall auf den skalaren Fall:

(31.5) Lemma: Sei f : 2 — F eine Abbildung auf der offenen Menge 2 C E.
1° Sei f in a € Q differenzierbar. Fur alle ¢ € F' = L(F,R) ist dann ¢ o f differenzierbar mit

D(¢o f)(a) =¢oDf(a),

vgl.

Df(a)
—

E F-2 R,

Dies ist ein Spezialfall der Kettenregel (vgl. 32.3) unter Verwendung von D¢ = ¢ nach 31.4.3°.

2°ImFalle F = R™und f = (f,..., f™) ist f schon differenzierbar in a, wenn das fir alle
skalaren f7 : Q — R, j = 1,...,m, gilt.2 Fir die Ableitung Df(a) € L(E,R™) = L(E,R)™ ist
dann

Df(a) = (Dfl(a), ..., Df™(a)) .

Diese Aussage hat eine natirliche Verallgemeinerung auf den Fall eines Produktes F' =
Fy x Fy x ... x F,, von normierten Raumen Fj. f : 1 — Fistin a € Q differenzierbar, wenn das
fur alle Komponenten f7 : Q — F; gilt mit derselben Formel wie fur den Fall von F; = R.

22° hat eine Entsprechung auch fiir den Fall eines unendlichdimensionalen Banachraumes F: f in a differenzierbar <
¢ o fina differenzierbar V¢ € F'. Der Beweis dazu erfordert die Formel ||v|| = sup{|¢(v)|: ¢ € F', ||¢|| < 1} furv € F,
die aus dem Satz von Hahn-Banach folgt.



MIIA — X 6

3° Im Falle F = R™ ist f in Q2 genau dann stetig differenzierbar, wenn das fur alle f7 zutrifft.

Beweis: 1° folgt aus der Stetigkeit von ¢ und aus

gofla+h)—¢ofla)—¢oDf(a)h :¢<f(a+h)—f(a)—Df(a)-h) .

IR (IRl
2° folgt aus
fla+h)—f(a) = Df(a).h _ (fl(a +h) — f'(a) = Df'(a).h fma+h)— f"(a) — Dfm(a)-h)
([ ([ [[72]

und der Tatsache, dass in R™ eine Folge (y,,) genau dann gegen 0 konvergiert, wenn alle Komponenten
(), j=1,2,...,m, gegen 0 konvergieren.

3° ergibt sich direkt aus 1° und 2°. [ ]

(31.6) Satz: Es sei f : Q2 — F differenzierbar im Punkte a € €. Dann existieren alle Richtungs-

ableitungen

fla+tv) — f(a)
t

furv € E. Im Falle E = R" existieren also insbesondere die partiellen Ableitungen

of

dak

L,f(a):= %f(a—ktv)h:o = }gr(l] = Df(a).v

d
(a) :== Ef(a—l—tek)h:o eF,k=1,...,n.

Diese Festlegung der partiellen Ableitung verallgemeinert die in 30.10 getroffene Definition
auf den vektorwertigen Fall.

Die partielle Differenzierbarkeit erweist sich als notwendige Bedingung fiir die totale Diffe-
renzierbarkeit.

(31.7) Matrixdarstellung: Im Falle von E = R™ und F' = R™ hat die Ableitung D f(a) : R™ — R™
einer in a (total) differenzierbaren Abbildung f : Q@ — R™, f = (f!,..., f™), die folgende
Darstellung als Matrix:

Dfw = (05@) = (55 ).

ozk

Es gilt also

Die Matrix (9, f7(a)) heit Jacobi-Matrix und wird auch mit .J;(a) bezeichnet.

Im Falle m =1 ist

Df(a)h =Y Opf(a)h* = (Vf(a),h)
k=1

und J¢(a) = (01 f(a),...,0,f(a)). Die Jacobi-Matrix erweist sich hier also als der bereits be-
kannte Gradient V f(a) von f in a. [3.7.07]

Wenn also fur f = (f!,..., f™) : Q@ — R™ die Funktionen f7 partiell differenzierbar in a sind,
so ist die gerade definierte Matrix der Kandidat fiir die (totale) Ableitung von f in a, vgl. 31.13.
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(31.8) Beispiel: Die Funktion

If—fyg, wenn (z,y) # 0 und
u(‘ray) =

0 sonst.

ist partiell differenzierbar, aber nicht differenzierbar in 0.

Diese Funktion ist nicht einmal stetig, denn fiir (z,y) = (¢,t) ist u(t,t) = 1, auch im Grenz-
wert ¢t — 0. Fur (z,y) = (t,2t) gilt u(t,2t) = 2, auch im Grenzwert t — 0.

Daraus hétte man schon ableiten kbnnen, dass f in 0 nicht differenzierbar ist, wie das fol-
gende einfache Kriterium ergibt.

(31.9) Satz: Eine in a € () total differenzierbare Abbildung f : @ — F'istin a stetig.

In der Tat kann die totale Differenzierbarkeit von f in a in der Form

) ' r(h) _
fla+h)=f(@)+Df@)-h+r(h) mit L opnh =

geschrieben werden. Daher gilt

I#a+1) = @l < (IDs@Il+ ) Inll —

fur h — 0.

(31.10) Bemerkung: Die Bedingung

r() =0, also @

lim —— , — 0,
h—=0,h£0 ||h 17l

wird gelegentlich durch o(]|||) (in Worten ,klein-o von Norm-h*) abgekuirzt. Man kann dann die
Differenzierbarkeit durch

fla+h) = f(a)+ Df(a).h+o(|[hl])

ausdriicken.

Wir formulieren jetzt ein weiteres wichtiges Kriterium (hinreichend fr die totale Differenzier-
barkeit):

(31.11) Satz: Im Falle E = R" sei die Funktion u : 2 — R stetig partiell differenzierbar (im Sinne
der Definition 30.10). Dann ist « auch total differenzierbar mit

Du(a).h = (V Zaxk

wobei h = (h!,... ") € R™. v ist dann stetig differenzierbar.

Beweis:

u(a+h) —u(a Z a—i—hlel+...+hkek)—u(a—i—hlel—i—...—i—hk_lek,l)).
k=1
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Auf jeden Summanden wird der elementare Mittelwertsatz 17.3 angewandt mit dem Ergebnis

n

u(a + h) —u(a) = Z (Oru(a+hler +...+ R lep 1 + Gkhkek)) h*,
k=1

wobei ), € [0, 1]. Damit folgt die Behauptung aus limy, o dxu(a+hle;+...+h* lep 1 +0ph¥er) = Opu(a).
(Oku istin a stetig.) [ ]

(31.12) Bemerkung: Partielle Ableitungen definiert man im Falle E = R™ auch fir Abbildungen
f Q2 — F mit Werten in einem allgemeinen normierten Raum F' (insbesondere fir £ = R™)
durch

of

O 0) = (@) = & fla+ tex)lizo,

(vgl. 31.6) und man erhélt die zu 31.11 analoge Aussage:

f stetig partiell differenzierbar <= f stetig differenzierbar .

uUnd es gilt die entsprechende Formel

Df(a).h :—f (a+th)|i= O—Zakf

Mit C1(Q, F') wird die Menge der stetig differenzierbaren Abbildungen Q — F bezeichnet (die
naturlich wieder ein R-Vektorraum ist, wie wir gleich im nachsten Paragraphen sehen werden).

(31.13) Differenzierbarkeitstest: Bei der Uberpriifung, ob eine Abbildung g : Q@ — Finn
Veranderlichen (stetig) differenzierbar ist, kann man sukzessive folgendermaf3en vorgehen:

Testfrage A (Notwendige Bedingung): Ist g stetig in a € Q2?

Testfrage B (Notwendige Bedingung): Wenn ja, ist g partiell differenzierbar in a?
Testfrage C (Hinreichende Bedingung): Wenn auch das zutrifft, sind die partiellen Ableitun-
gen stetig in a?

Testfrage D (Notwendige und hinreichende Bedingung im Falle /' = R™): Wenn g in a par-
tiell differenzierbar ist, erfullt die Matrix L = (0x¢’(a)) die Differenzierbarkeitsbedingung, d.h.
gla+h) = g(a) + L(h) + o([[1]])?

(31.14) Beispiele zu diesen Tests:
1° u(z,y) = x |y| ist nicht partiell differenzierbar in 0.
2° u(x,y) = <=L st stetig differenzierbar in Q = {(z,y) | Vk € Z : y # 7k}, weil u dort stetig

sm

partiell differen2|erbar ist.
3° f(z,y) = e*(cosy,siny) = 7, (z,y) € R?, ist stetig differenzierbar in Q = R? = C, weil f
dort stetig partiell differenzierbar ist. Mit f = (u,v), u = e* cosy, v = e* siny ist

u —v
=0 )
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Es qgilt mit h = (s,t) = s + it als Notation: Df(z).h = (us — vt,vs + ut) und in komplexer
Schreibweise D f(z).h = (us — vt) +i(vs +ut) = (u+iv) - (s +it) = €* - h, wobei - die komplexe
Multiplikation bezeichnet. Die totale Ableitung D f(z) : R? — R?, ist also in diesem Falle komplex
linear, und die Funktion f ist holomorph (siehe 30.19).

4° u(z,y) = (22 + y?) sin((2® + y2)"2), (z,y) # (0,0), hat eine stetige Fortsetzung nach 0
(durch u(0) := 0), die (total) differenzierbar aber nicht stetig partiell differenzierbar ist.

832 Erste Eigenschaften und fundamentale Regeln

Wie fir die Stetigkeit fur allgemeine topologische Raume und wie fir die Differenzierbarkeit
von Funktionen auf Intervallen gelten auch fir die totale Differenzierbarkeit die tblichen Per-
manenzeigenschaften: Unter Addition, Multiplikation und Hintereinanderausfiihrung bleibt die
Differenzierbarkeit erhalten.

Mit E, F' werden in diesem Paragrafen wieder normierte Raume utber R bezeichnet, z.B.
E =R" F = R™, jeweils mit der euklidischen Norm, und mit 2 C E offene Teilmengen von E.
In vielen Fallen ist es sinnvoll, F' als vollstéandig, also als Banachraum vorauszusetzen.

(32.1) Additionsregel: Es seien f,g : Q2 — F differenzierbar im Punkte a € 2. Dann ist auch
f+g:Q — Fdifferenzierbar in a, und es gilt

D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a),

kurz:
(f+9)=1+4d".
(32.2) Produktregel: Es seien f : 2 — F und g : Q — G differenzierbar in a € €2, wobei G ein

weiterer normierter Raum utber R ist. Dann ist im Falle ' = R auch das Produkt fg : 2 — G, in
a differenzierbar, und es gilt

D(fg)(a) = Df(a)g(a) + f(a)Dy(a),

kurz:
(f9) =Ffg+fd.

CL(Q, F) ist also ein Vektorraum uber R.

Allgemeiner gilt fir eine stetige bilineare Abbildung B : F' x G — H in einen weiteren nor-
mierten Raum Uber R, dass auch h := B(f,g) : Q@ — H, z — B(f(z),g(z)) in a differenzierbar
ist mit entsprechender Formel fiir die Ableitung:

Dh(a) = B(Df(a),g(a)) + B(f(a), Dg(a))
im Sinne von Dh(a)v = B(Df(a)v,g(a)) + B(f(a), Dg(a)v), v € E.
Kurz:
h'=B(f',9)+B(f.9).
Beweis: Im ersten Fall wird 7(h) := fg(a + h) — fg(a) — ((Df(a).h)g(a) + f(a)Dg(a).h) in der Form

r(h) = (f(a+h) = f(a))gla+h) + f(a)(g(a+h) — g(a)) — (Df(a).h)g(a) — f(a)Dg(a).h
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also
r(h) = (f(a+h)—f(a) = Df(a).h)g(a+h)+ f(a)(g(a+h) - g(a) — Dg(a).h) + (D f(a).h)(g(a+h) - g(a))

geschrieben. Zu M := max{2||g(a)|l, | f(a)|,|[|Df(a)||} gibt es r > 0, so dass |g(a+ h)| < M ist fur
k|| < r. Die Dreiecksungleichung liefert daher

el Ilf(a+h) = fla) — Df(a).hl +|l(g(a + k) — g(a) — Dg(a).h| + llg(a +h) — g(a)]
20— 17l ’

woraus

o el
wo A

unmittelbar folgt.
Der allgemeine Fall hat einen analogen Beweis. Er l&sst sich allerdings auch mit Hilfe der Ableitung
einer stetigen bilinearen Abbildung B : F' x G — H (analog zu 31.4.4°) aus der Kettenregel herleiten. m

(32.3) Kettenregel: Es seien f: 2 — Finae€ Qundg: ¥ — G in f(a) = b € ¥ differenzierbar
(X C F offen), wobei noch f(2) C X vorausgesetzt sei. Dann ist auch go f : Q@ — G ina
differenzierbar, und es gilt

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a),
kurz:

(gof)(a)=g'(f(a)) o f(a).
Beweis: Es sei h € E. Setze k := f(a+h) — f(a). Falls es § > 0 geben sollte mit f(a +th) — f(a) = 0 fur
allet e R, |t| < d,s0ist Df(a).h =0und
go fla+h)—go f(a)— Dg(b)o Df(a).h=0.
Ansonsten sei h flr kleine ||| so gewahlt, dass k = f(a + k) — f(a) # 0 ist. Dann gilt fur
r(h) :==g(f(a+h)) = g(f(a)) = Dg(b) o Df(a).h = g(b+ k) — g(b) — Dg(b).k + Dg(b).(k — Df(a).h) :
[r(WIl_ llg(b+ k) — g(b) — Dg(b)-k + Dg(b).(f(a +h — fla) = Df(a).h)]

Tl 7] ’
also
P _ llgo+ k) — (&) — Dg(v)k] k] , IDg(b)-(f @+ h — f(@) = Df(a).b)]
< Tl 12l Tl '
Wegen
Ikl fa+ k) — f(a) ~ Df(a)h+ DfGa)h] _ |f(ath)— fla)— Df(a).h]
1Al Tl < Tl Flipf @l

ist Il beschrankt durch ein M > 0, wenn ||h|| < r fur ein geeignetes r > 0, und wir erhalten

IR
[r(ll _ [I€g(b+ k) — g(b) — Dg(b).K)| | [f(a+h) = fla) = Df(a).h]

< M + (| Dg(b) 7
Tl %l | Tl

und dieser Ausdruck konvergiert offensichtlich gegen 0 fur h — 0 (denn aus h — 0 folgt £ — 0, weil f
stetig ist). [ ]

(32.4) Folgerung: Fur eine Funktion « : 2 — R und eine Kurve v : [tg,t1] = I — Q gilt:
1° Ist v in ¢ € I differenzierbar und ist w in (t) differenzierbar, so ist u o v in ¢ differenzierbar
mit
D(uo~)(t) = Dul(y(t)) ().
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2° Ist v in ¢t € I differenzierbar und ist im Falle £ = R™ die Funktion « in y(t) stetig partiell
differenzierbar, so hat man wegen 31.11 dieselbe Konklusion mit der Darstellung

D(uov)(t) = (Va(y(t), 3 () = Y dpu(v(1))3*(1).
k=1

Damit ist der angekiindigte Beweis der in § 30 zitierten Kettenregel 30.11 nachgeholt.

(32.5) Folgerung: Ist u : 2 — R differenzierbar in a € Q C R™ = E, so bestimmt Vu(a) im Falle
Vu(a) # 0 die Richtung des starksten Anstiegs von u bei a in folgendem Sinne: Fir alle v € R™
mit ||v|| = 1 erfullt die Richtungsableitung

| Lyu(a)] < [[Vu(a)]

und far
w Vu(a)
[Vu(a)]|
gilt
Lyu(a) = [[Vu(a)] -
Denn es gilt stets L,u(a) = (Vu(a),v), also |Lyu(a)| < [|[Vu(a)|| ||Jv|| = ||Vu(a)||, wenn |jv|| = 1,

und esist Lu(a) = [|[Vu(a)].

Inwiefern ist L,u(a) als Anstieg zu verstehen? Es geht um den Graphen I" der Funktion u,
I = {(z,u(r)) € QxR :x € Q} c R*"!, den man sich im Falle n = 2 als eine Flache im R3 iber
Q vorstellen kann (vgl. die Abbildungen unten). Und es geht zu a € Q um die Tangentialvek-
toren an I in (a,u(a)) € T, das sind die Geschwindigkeitsvektoren 3(0) von differenzierbaren
Kurven g : [—r,r] — ' mit 5(0) = (a,u(a)). Diese Kurven in I" kann man auch mit Hilfe von
differenzierbaren Kurven « : [—r,7] — Q mit «(0) = a beschreiben als 5(t) = (a(t),u o a(t)).
Es gilt 3(0) = (&(0), (Vu(a),@(0))). Die Gesamtheit aller dieser Tangentialvektoren in R™*!
wird daher wegen (Vu(a), e;) = 0ju(a) durch die Vektoren (e;, d;u(a)), j =1,2,...,n, als Vek-
torraum aufgespannt. Dieser Untervektorraum aller Tangentialvektoren an T" in (a,u(a)) wird
Tangentialvektorraum (Tangentialebene im Falle n = 2) genannt und mit T,I" bezeichnet. Die
gerade durchgefiihrte Beschreibung der Tangentialvektoren zeigt, dass T,I" das orthogonale
Komplement von (Vu(a), —1) ist, T,I" = (Vu(a), —1)*, denn es gilt

(B(0), (Vu(a), ~1)) = (a(0), Vu(a)) — (Vu(a), a(0))) = 0.
Das passt zu unserer Erfahrung im Falle n = 1:
T.D = (f'(a), ~1)" = {(z,y) €R* 1y = ['(a)a},
wobei v = f, und liest sich im Falle n = 2:
T.T = {(z,y,2) € R : 2 = dyu(a)z + daula)y} .

Der Anstieg in Richtung v € R", |jv|| = 1, von dem die Rede ist, ist die Steigung der Kurve
By, die durch a(t) = a + tv induziert wird, also die Steigung von 3,(t) = (a + tv,u(a + tv)) in
Relation zu v fir t = 0. Oder, anders ausgedrickt, die Steigung von (3,(t) in der durch v und
(0,...,0,1) € R**! bestimmten Ebene E, (siehe Abbildung 3). Das ist aber gerade die letzte
Komponente von 3,(0), das Skalarprodukt (Vu(a),v) = Lyu(a).
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In den folgenden drei Abbildungen wird der Fall n = 2 illustriert, wobei ohne Einschrankung
der Allgemeinheit a = 0,u(a) = 0 und Q = ]—1,1[ x |—1,1[ ¢ R? angenommen wird. Zudem
wird Vu(a) # 0 vorausgesetzt. Schlie3lich sind die (x,y)-Koordinaten noch so gewahlt, dass
Vu(a) in Richtung der y-Achse zeigt. Der allgemeine Fall ergibt sich dann durch eine geeignete
Drehung des Raumes und damit von Vu(a) und T,,I" um die z-Achse.

7Vu(a)

/ V(Vula) 1)
14

Abb. 1: Die Tangentialebene 7,I" und ihre Festlegung durch den Gradientenvektor Vu(a)
tiber dem Definitionsbereich Q = ]—-1,1[ x |-1,1]

Abb. 2: Die Flache T' c R3, die durch v gegebene Ebene E,
und die Spur der Kurve 3, als Schnitt der Flache I'" und der Ebene E,
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Durch Weglassen von allen Daten auf3erhalb der Ebene E, erhalten wir die GroRe L,u(a) =
(Vu(a),v) als Tangentensteigung m (Anstieg) von der Funktion z = (3,(t) in t = 0:

)~ —
z=mt

Abb. 3: Die Spur der Kurve g, in der Ebene E,
und die Tangente z = mt mit der Steigung m = Lyu(a) = (Vu(a), v)

Die Steigung m = L,u(a) ist der Anstieg in Richtung v € R? | ||v|| = 1, und 35.5 besagt, dass
im Falle Vu(a) # 0 der Anstieg am grof3ten ist in Richtung des Einheitsvektors
_ Vu(a)

T Vel

(32.6) Folgerung: Ist u : Q — R differenzierbar in a € 2 C R" = E mit Vu(a) = 0 (a heil3t dann
ein kritischer Punkt), so verschwinden alle Richtungsableitungen: L,u(a) = 0. Diese Situation
liegt insbesondere dann vor, wenn « in a ein lokales Extremum hat.

Wir haben damit Vu(a) = 0, das heildt Oyu(a) = 0 fur alle £ = 1,...,n, als notwendige
Bedingung dafir, dass eine in a differenzierbare Funktion « : Q@ — R in a ein lokales Extremum
hat. Hinreichende Kriterien beschreiben wir spater mit Hilfe héherer Ableitungen.

Von den ersten Eigenschaften differenzierbarer Abbildungen gehen wir hier auf verschiede-
ne Versionen des Mittelwertsatzes und elementare Folgerungen ein.

(32.7) Satz: (Mittelwertsatz) Fir eine differenzierbare Funktion v : Q@ — R seien a € © und
veEmita+tv e Qfirallet € [0,1]. Dann gibt es ¢ € [0, 1] mit

u(a +v) —u(a) = Du(a+ &v).v.

Denn ¢(t) := u(a + tv) ist differenzierbar auf [0, 1], so dass nach dem elementaren Mittel-
wertsatz 17.3 ein & € [0, 1] mit ¢(1) — p(0) = ¢’ (&) existiert. Und ¢/ (t) = Du(a + tv).v.
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(32.8) Satz: (Schrankensatz) Fur eine differenzierbare Abbildung f : @ — E folgt fir a € €2 und
ve Emita+tveQfirallet € [0,1] aus 27.19 die Abschétzung

1f(a+wv) = fla)l| <supfl[Df(a+to)ll| - ¢ € [0, 1]} [Jol,

und man findet zu jedem a € Q) eine Umgebung U € ), so dass

1/ () = f(@)l| < sup{l[DF W)l :y € U} [lx —af

fur x € U.

(32.9) Folgerung: Eine differenzierbare Abbildung f : Q — F mit Df = 0 ist lokal konstant 3. f
ist konstant, wenn 2 zusammenhangend ist.

Beweis: Zu a € 2 ergibt sich f(a) = f(z) fur z in einer Umgebung U C € von a. Das bedeutet, dass f
lokal konstant ist.

Sei wieder a € Q. Die Menge Z := {z € Q : f(x) = f(a)} ist nicht leer, sie enthélt ja a, und sie ist
abgeschlossen, weil f stetig ist (Z = f~1(f(a))). Z ist auch offen, weil mit jedem b € Z auch eine ganze
Umgebung zu Z gehort, wie zu Beginn des Beweises gezeigt wird. ]

(32.10) Folgerung: Zwei differenzierbare Abbildungen f,g : Q@ — F auf einem Gebiet Q C F
unterscheiden sich nur durch eine Konstante, wenn D f = Dy qilt.

(32.11) Folgerung: Eine differenzierbare Abbildung ist lokal lipschitzstetig, wenn die Ableitung
D f lokal beschrankt ist.

(32.12) Folgerung: Also ist eine stetig differenzierbare Abbildung lokal lipschitzstetig.  [19.7.07

(32.13) Mittelwertsatz in Integralform: f : Q@ — F sei stetig differenzierbar mit Werten in
einem Banachraum F. Fura € Q und v € E gelte a + tv € Q fur alle ¢ € [0, 1]. Dann ist

1
f(a—i—v)—f(a):/o Df(a+tv)dtw.

Beweis: Nach dem Hauptsatz 27.18 (fur den wir allerdings den Mittelwertsatz 27.19 gebraucht haben)
gilt
1 d 1
fla+v) - f(a) :/ EJf(chu:z))cz7:=/ Df(a+tv)dt.v.
0 0
[ |

Hier zeigt sich der Vorteil einer vektorwertigen Integrationstheorie. Aus 32.13 lassen sich die
vorangehenden Mittelwertsatze im wesentlichen folgern. Der elegante Beweis von 32.13 beno-
tigt in unserer Darstellung den vektorwertigen Hauptsatz 27.18 der Differential- und Integral-
rechnung. Zum Beweis von 27.18 haben wir die folgende Konsequenz aus dem vektorwertigen
Mittelwertsatz 27.19 verwendet:

(32.14) Spezialfall von 32.9: Eine stetig differenzierbare Funktion H : [a,b] — E mit H = 0 ist
konstant.

®Eine Eigenschaft gilt in einem topol ogischen Raum X lokal, wenn es zu jedem Punkt aus X eine Umgebung U C X gibt,
so dass die Eigenschaft fur U bzw. fir alle x € U gilt. So bedeutet lokal konstant fur eine Abbildung f auf X, dass es zu
jedem Punkt aus X eine Umgebung gibt, so dass f | konstant ist. Analog fir lokal beschrénkt. Eine Raum heif3t lokal (kurven-)
zusammenhangend, wenn es zu jedem Punkt aus X eine Umgebung gibt, die (kurven-) zusammenhangend ist.
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Dieses Resultat kann ohne Ruckgriff auf die Mittelwertsatze aus §32 und §27 bewiesen
werden, z.B. dhnlich wie 27.19, aber elementarer oder ganz einfach mit Hilfe des Satzes von
Hahn-Banach, aus dem folgt, dass es zu zwei v,w € E mit v # w stets u € E’ mit pu(v) # p(w)
gibt: Wére H nicht konstant, so gébe es ¢t € [a,b] und p € E’, so dass fir ¢ := po H gilt:
d(a) # ¢(t). Aber aus H = 0 folgt ¢ = 0 und daher ist ¢ nach dem Mittelwertsatz 17.3 konstant.

Jetzt kann der Hauptsatz mit Hilfe von 32.14 als bewiesen gelten. Es folgt 32.13 und daraus
unmittelbar 32.8 fur stetig differenzierbare f.

833 Hohere Ableitungen

In diesem Paragrafen werden die partiellen Ableitungen héherer Ordnung eingefiihrt und der
Satz von Taylor wird bewiesen.

Im Folgenden ist 2 eine offene Teilmenge aus dem normierten Raum £ = R™ und F ist
wieder ein normierter Raum (z.B. F' = R™).

(33.1) Satz: (Satz von Schwarz)* Es sei f : Q — F eine Abbildung auf einer offenen Menge
Q c R", fur die die partiellen Ableitungen in i-Richtung und in k-Richtung existieren. Die partielle
Ableitung d,u : 2 — F sei auRerdem in i-Richtung partiell differenzierbar mit stetiger Ableitung
0;0ru : 2 — F. Dann existiert auch 9,0;u und es gilt

Als wichtige Konsequenz ergibt sich: Ist u eine partiell differenzierbare Funktion und sind
alle partiellen Ableitungen 0; f stetig partiell differenzierbar, so gilt 9,0;u = 0;0;u .

(33.2) Beispiel: Die Funktion
2 2
ry—2s. wenn (z, 0 und
u(w,y) == { Yargy? (,y) #
0 sonst.

ist partiell differenzierbar, die partiellen Ableitungen sind wieder partiell differenzierbar, aber in
0 unterscheiden sich 9;0xu und 920, u.

(#° = Bxy®) (@ + ¢°) — (®y —xy®)2y  2° — da’y® — ay’

Dou(w,y) = uy(z,y) =

(x2 + y2)2 - (l_2 4 y2)2
und u,(0,0) = 0. Also
.1 i o 1ab

Analog (das Vertauschen von x und y erzeugt einen Faktor —1):

_ys 4P — aty
(22 + 12)2

81u(x, y) = UJ:(]:; y) =

und u,(0,0) = 0. Also

.1 y°
Uzy(0,0) = 9201u(0,0) = 511%5 A = _1.

“4vgl. 30.15 und die Anwendung in 30.14.
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Die partiellen Ableitungen u,, u, sind stetig, also ist  sogar total differenzierbar und stetig
differenzierbar. Die ,zweiten” partiellen Ableitungen sind allerdings nicht stetig, was schon aus
dem Satz von Schwarz folgt.

(33.3) Definition: Eine Abbildung f : 2 — F heil3t p-fach oder auch p-mal partiell differenzier-
bar, wenn fir alle ¢g-Tupel (k1,...,kq), ¢ < p, ¢,p € Nvon Indizes k; € {1,2,...,n} jeweils die
partielle Ableitung

Oky -+ Ok f

existiert. Diese ist durch

0
~ Qxka

rekursiv definiert. dy, . .. 9y, f heil3t partielle Ableitung der Ordnung q. Der Vollstandigkeit halber
setzen wir 9y f = f, so dass jede Funktion 0-fach partiell differenzierbar ist.

f ist p-fach stetig partiell differenzierbar, wenn f p-fach partiell differenzierbar ist und alle
partiellen Ableitungen 9y, ..., f der Ordnung ¢ < p stetig sind. Eine 0-fach stetig partiell
differenzierbare Abbildung f ist demzufolge stetig.

Mit CP(Q2, F') wird der R-Vektorraum der p-fach stetig partiell differenzierbaren Abbildungen
f : Q — F bezeichnet (klar, dass es sich um einen Vektorraum handelt, nach der Produktregel
ergibt sich fur den Fall 7 = R sogar, dass CP(2, F') in naturlicher Weise eine R-Algebra ist.
Insbesondere ist C°(Q, F) = C(, F).

Ferner wird eine Abbildung f beliebig oft oder auch unendlich oft stetig partiell differenzier-
bar genannt, wenn sie fiir alle p € N p-fach stetig partiell differenzierbar ist. Der entsprechende
Funktionenraum ist C*°(2, F).

Im Falle F = R (oder gelegentlich FF = C) schreibt man auch C?(Q2) statt C?(2,R) bzw.
CP(Q2,C).

8kq 8k1f = 8kq (6kq_1 8k1) f 8kq—1 8k1f

(33.4) Folgerung: Fur eine p-fach stetig partiell differenzierbare Abbildung f ist nach dem Satz
von Schwarz die Reihenfolge der Differentiation ohne Bedeutung: Fur jede Permutation £ ;)
der k; in (kq,...,kp) ist
8k7r(q) RN 8k,r(1)f = 8k.q e E)k.lf .
(33.5) Notation: Fur o, 5 € N* mit a = (a1, ...,a,) Und 8 = (B4, ..., 3,) Setzen wir:
la| =>"}_; o (Ordnung von «)
a<lfB = Vji<n:a; <pB;

al:=olag!. .. ap!
() = GG (G
=[] (@)% = (al)“ (z?)22 ... (2™) fur z = (z!,...,2") als n-Tupel oder als Satz von

Unbestimmten.

Caxz® Mit ¢, € F ist ein Monom und eine endliche Summe P(z) = > ., coz®, A C N”, ist
ein Polynom.

deg P:=sup{k| Ja € A:|a| =k&cy # 0}. deg0 := —o0.
dlf = (09;)1f, also 0] f := 9;...0;f g-fach.
Oaf =00"...05"f=0ffur f € CP(Q, F) und |a| < p.
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(33.6) Satz: Jedes Polynom P = 3~ . c,xz ist beliebig oft stetig partiell differenzierbar. Es gilt:
10

wenn «; > 1, und daher
0;P = Z ajcqx® 9.

acA,a;>1

’P=p13" <g) oz B .

a>p

20

(33.7) Definition: (Differentialpolynome) Zu einem Polynom P = 3" . cq.z® # 0 mit reellen
Koeffizienten, d.h. ¢, € R (gelegentlich auch in C), wird

P(0) = cad”

acA

gesetzt; das soll fur Abbildungen f € CP(2, F'), d := deg P < p, die folgende Ableitungsoperati-
on bedeuten:

PO)f =) cad*f.

acA
P(0) ist dann wohldefiniert als R-linearer Operator
P(9) : CP(Q), F) — CP~4Q, F),

und wird Differentialpolynom oder Differentialoperator genannt (genauer: P(9) ist ein polyno-
moialer Differentialoperator der Ordnung d mit konstanten Koeffizienten). [13.7.07]

Ganz allgemein werden in der Mathematik und auch in der Physik viele dynamische Pro-
zesse durch eine partielle Differentialgleichung der Form

PO)f=g

beschrieben mit einem Polynom P. Dabei wird zu einer Vorgabe g und weiteren Bedingungen
wie z.B. Anfangs- oder Randbedingungen eine Funktion f gesucht, die die Bedingungen erfullt
und der Differentialgleichung genugt.

(33.8) Beispiele: Die folgenden Differentialoperatoren sind typische Beispiele, die in Geometrie
und Physik auftreten:

1° P(x) =Y 7_ya%, P(O) =01+ ...+ Oy

2° P(z) = (x,2) = Y (aF)2. P(9) = 07 + ... + O%. Das ist der Laplace-Operator, der auch

mit A bezeichnet wird.
9 52 9?2 0?
A= =t .
Ort+...+0, d(z1)? tee A(x™)?

Die Losungen u : 2 — R der homogenen Differentialgleichung
Au =0

heiRen die harmonischen Funktionen. Die inhomogene Gleichung

Af=g
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wird auch die Poisson-Gleichung genannt.
3° P(t,z) = > («*)? —t liefert den Operator P(9) = A — m, der die so genannte Warmeleit-

gleichung
A_9N, -
ot )" =9
beschreibt.

4° Analog fuhrt P(t,z) = > (2*)? — t? zum Wellenoperator

82
PO)=A—- pel
5° Und ebenso P(t,z) = 3 (2*)? + it zum Schrédinger-Operator
0
P0)=A+ 15

(33.9) Leibnizregel: Fur f,g € CP(Q2) und o € N™ mit |a| < p gilt die Formel
e _
0*(fg) = < ﬁ) 019> 1g.
BLa
Sei ferner P ein Polynom vom Grad d in n Unbestimmten. Dann gilt im Falle p > d die Formel

PO)(f9) = 3 (Pa0)f)0%.

aeN”
wobei P, := 0*P.

Zum Beweis der Taylorformel (33.12) ist das folgende Resultat von Nutzen, das durch In-
duktion bewiesen werden kann:

(33.10) Lemma:

1 dk 1 . , fla+rx)
k'dtkf(a—l_tx)'t:T:H > 00 flatTa)alt L alk =) AT,
1<j1,jk<n o=k

Die erste Gleichung folgt unmittelbar aus der Kettenregel, wahrend die zweite Gleichung
den Vergleich von zwei verschiedenen Aufzahlungen bedeutet. Dieser Vergleich ist bereits im
Fall £ = 2 aufschlussreich:

0“fla+ 1)
ol

(67

Zaﬁfa—kv':z:xaﬂ 282 fla+7x)(2?) —|—2Z§8fa+7’:1:xxj—22

ij 1<j |a|=2

(33.11) Definition: (p-Jet) Es sei f p-mal stetig partiell differenzierbar auf €. Der p-Jet oder das
p-te Taylorpolynom von f bei a € () ist das Polynom

)=y I g

ol

la|<p

(33.12) Satz: (Satz von Taylor) Sei  offene Teilmenge des R™ und f € CP*1(Q,R). Wenn fir
a € Qund z € R das Geradenstiick zwischen a und a + = ganz in  enthalten ist, so gibt es
ein 7 € [0, 1] mit
“fla+rtx)
fla+z)=j5f(z)+ Z v

|a|=p+1
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Zusatz: Fur das Restglied

gilt
1

im
117

1 R(h) = 0.

Das folgt direkt aus dem Satz von Taylor 19.5 in einer Veranderlichen unter Anwendung von
33.10.

Fur p + 1-fach stetige partiell differenzierbare Abbildungen auf einer offenen Menge (2 des
R™ mit Werten in einem Banachraum F' gibt es ebenfalls eine Taylorformel bei der allerdings
fur das Restglied die Integralform vorzuziehen ist, ansonsten erhélt man im allgemeinen nur
Abschétzungen in Verallgemeinerung zum Schrankensatz 32.8.

Totale Differentiation héherer Ordnung:

Es gibt auch eine Theorie der hoheren totalen Differentiation. Eine (total) differenzierbare
Abbildung f : © — F heil3t demnach zweifach (zweimal) differenzierbar, wenn die Ableitung
Df:Q — L(E,F) differenzierbar ist, und man erhalt die zweite Ableitung

D(Df): Q — L(E,L(E, F)).

(33.13) Satz: Fur zweimal differenzierbare Abbildungen f : @ — F und a € Q qilt fur alle
h,k e E:

D(Df)(a)(h)(k) = D(Df)(a)(k)(h) .

Diese Aussage lasst sich besser verstehen, wenn man die Isomorphie von L(E, L(E, F))
mit dem normierten Vektorraum der stetigen bilinearen Abbildungen £ x £ — F, den wir mir
Lo(E, F) bezeichnen, in Rechnung stellt:

v L(E,L(E,F)) = Lo(E, F), A ((v,w) — (A(v))(w) , (v,w) € Ex E,
ist Isomorphismus. Als bilineare Abbildung schreiben wir dann
D?f(a) := «(D(Df)(a))
fur die zweite Ableitung, und die Aussage 33.13 bedeutet gerade, dass D2 f(a) symmetrisch ist:
D?f(a)(v,w) = D*f(a)(w,v), (v,w) € E x E.

Analog fiur die totale Differentiation der Ordnung p € N3.

834 Das lokale Verhalten einer Funktion

In diesem kurzen Paragrafen wird der Satz von Taylor angewandt, um das lokale Verhalten einer
zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktion auf das des zugehdrigen 2-Jets zurtickzufiih-
ren und auf diese Weise hinreichende Kriterien vorzustellen, wann bei kritischen Punkten lokale
Extrema vorliegen.
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Es sei also 2 C R™ offen und f : Q@ — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funkii-
on. Bei gilt dann nach dem Satz von Taylor

flata)= f@) + (Vi@ha)+5 Y 00/ (@ala + R(z)

1<j5,k<n
fiir z € B(0,r), wenn B(a,r) C Q. Dabei gilt ||| "% |R(x)| — 0 fiir 2 — 0.
(34.1) Definition: Die Matrix

Hg(a) = H(a) = H := (ajakf(a))1§j,kgn

heil3t die Hessematrix von f in a. Die Quadrik
1
Tur1 = f(@) + (VH(a).2) + 5" Ha = q(x)

(also die Teilmenge Q = {(q¢(z),z,+1) € R*™! : 2 € R} c R™*!) heil’t die Schmiegequadrik
von fin a.

Das Ziel des Paragrafen ist es, das lokale Verhalten von f in einem kritischen Punkt a € Q
durch das Verhalten der Schmiegequadrik von f in a zu beschreiben, und diese Vergleich dazu
Zu benutzen, Kriterien daflir zu erstellen, dass ein lokales Extremum vorliegt. Es wird also der
Graph von f bei a mit der Schmiegequadrik verglichen.

(34.2) Beispiele:
1° f(z,y) = 2? + y? hat die Hessematrix H = diag(2,2). Die Schmiegequadrik von f im
Nullpunkt ¢ = 0 € R? wird in diesem Falle durch die Funktion selbst gegeben, es ist das
(elliptische) Paraboloid
z=a?+ y2 .
2° Annlich fur f(z,y) = 2? — y?: H = diag(2, —2) mit Schmiegequadrik das (hyperbolische)
Paraboloid

z=a%—y?.

Man stelle eine Skizze dieser beiden Falle dar, wie auch von f(z,y) = x2.

(34.3) Definition: Eine Funktion f : & — R heil3t bei a € Q positiv definit bzw. negativ definit
wenn es eine Umgebung U C 2 von a und eine Konstante n > 0 so gibt, dass

VheR™N{0}: a+helU = fla+h)— fla)>n|h|?
bzw.
Vhe R\{0}: a+helU = fla+h)— f(a)<—nl|h|?.

Ein Punkt a € © heil3t Sattelpunkt von f, wenn es eine orthogonale Zerlegung R™ =V & W in
Untervektorraume V, W von R"™ mit V' # 0 # W so gibt, dass f|,+1)nq positiv definit bei a und
flia+w)na negativ definit bei a ist.

Unser Beispiel 34.2.1° ist positiv definit bei 0, das Beispiel 34.2.2° hat einen Sattelpunkt bei
0. f(x,y) = z? ist nirgends lokal positiv definit und hat keinen Sattelpunkt.
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Wenn f bei a positiv definit ist, so hat f dort ein lokales Minimum. Wenn also f auch noch
differenzierbar in © ist, so ist a ein kritischer Punkt: V f(a) = 0. In diesem Falle ist die Taylorent-
wicklung bis zur Ordnung 2:

fla+x)= f(a)+ %JJTH:L’-FR(JJ)

und es gilt
R
ﬂ —0,x—0.
]
(34.4) Bemerkung: Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass eine symmetrische n x n-Matrix
H e R™™ positiv definit heildt, wenn sie

Ve e R\{0}:2"Hz >0

erflllt. Eine solche Matrix hat lauter positive Eigenwerte und hat in geeigneten Koordinaten, die
durch eine orthogonale Transformation aus den Standardkoordinaten hervorgehen, nach dem
Spektralsatz Diagonalgestalt, also die Form H = diag(A1, ..., A,) mit den Eigenwerten \; von
H. Daher ist H genau dann positiv definit, wenn die Funktion = — =7 Hx =: ¢(x) bei 0 im Sinne
der Definition 34.3 bei 0 lokal positiv definit ist. Denn

g(@) =Y Nj(a?)? > X |h|?

J=1

fir h # 0, wenn X > 0 kleiner als min{\; : 1 < j < n} gewabhlt wird.
Analog fur negativ definit. [17.7.07]

(34.5) Satz: Es sei f : Q2 — R eine dreimal stetig partiell differenzierbare Funktion und « ein
kritischer Punkt von f. AuRerdem sei die Hessematrix H = H¢(a) invertierbar (det H # 0).
Dann hat f bei a dasselbe lokale Verhalten wie die Hessematrix H bei 0 in folgendem Sinne:

Ist H positiv (negativ) definit, so gilt dasselbe fir f bei a, und hat die Hesseform ¢(z) =
2T Hx den Sattelpunkt 0 (H ist echt indefinit), so auch f bei a mit derselben Zerlegung.

Beweis: Da det H # 0 ist, hat R™ eine Zerlegung R" = V @& W in orthogonale Untervektorraume, so dass
H|y positiv definit und H |y negativ definit ist, wobei auch die Falle V= 0 oder W = 0 mdglich sind. Zu
zeigen ist, dass dann auch f|,1v)nq bei a lokal positiv definit und f|,+w)no negativ definit ist. Daraus
ergeben sich sdmtliche Behauptungen des Satzes.

Es gibt A > 0, so dass 7 Hz > X ||z fiir alle € V\{0}. Und es ist nach dem Satz von Taylor
fla+z) = f(a) + 327 Hz + R(z) fur kleine ||z||, wobei

v(a) = )

= 2
]

Zun < 31X, n >0, gibt es daher e > 0, so dass |¢(z)| < A —nfuralle z € V, ||lz|| < e, gilt, und es folgt
farallev e V, |lv|| =1,

1 1
ivTHv +Y(x) > 5)\ +P(x) > 7.
Mitz e V,xz#0,undv = ”—1” ergibt sich schlieflich

flat2) = fla) = 5ot Ho o+ ] o) > n el

fla+v)nq ist also lokal positiv definit bei 0. [ |
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(34.6) Spezialfall n=2: Sei det H # 0. Wir haben die folgenden Kriterien:

1°det H > 0 = f hat bei a ein lokales Extremum. Denn det H > 0 bedeutet, dass die
beiden Eigenwerte gleiches Vorzeichen haben. f hat also bei a eine lokales Extremum, und
zwar ein Minimum, wenn H positiv definit ist, und ein Maximum, wenn H negativ definit ist.

2°det H <0 = f hat bei a einen Sattelpunkt. Denn det H < 0 bedeutet, dass die Eigen-
werte verschiedene Vorzeichen haben und die Eigenraumzerlegung von R 2 in zwei orthogonale
eindimensionale Unterraume ist die Zerlegung, die zeigt, dass f lokal auf dem einen Unterraum
positiv definit und auf dem anderen negativ definit ist.

FuUr n > 2 erhalt man ahnliche Kriterien.

(34.7) Beispiele:

1° 34.2 liefert die direktesten Falle.

2° f(z,y) == (3z + 4y +sinzy) ((2z 4+ y) — cosz (1 — cos z)) fur (z,y) € R?. 0 ist kritischer
Punkt und f(0) = 0. Die Taylorentwicklung ist f(z,y) = (3z + 4y)(2z + y) + R(z,y), da die
Terme sinzy und 1 — cosz von der Ordnung 2 in 0 verschwinden. Die lineare Transformation
(z,y) — Bz + 4y, 2x + y) = («/,y') fihrt zunéchst zur quadratischen Form z’y’ und die weitere
lineare Transformation (z',y') — (2/ +y',2’ —¢') = (& n) zu 1(£% —n?). f hat also in 0 einen
Sattelpunkt.

3° Affensattel: f(z,y) = 3z%y — y3. Dann Vf£(0) = 0 und H;(0) = 0. In Polarkoordinaten
(x,y) = r(cost,sint) = re’ gilt f = r3sin 3t (f ist Imaginarteil von z +— 23). Also ist f fir r > 0
im Bereich 0 < ¢ < % positiv, im Bereich § < ¢ < 2% negativ und so weiter im Wechsel. Es liegt
also kein Sattelpunkt vor.

Das letzte Beispiel zeigt, dass im Falle eine ausgearteten Hessematrix (det H = 0) im allge-
meinen keine Resultate wie in 34.5 zu erwarten sind.

835 Funktionenfolgen. Vertauschung von Grenzprozessen

Zum Schluss des Kapitels und der Vorlesung MIIA wird ein fundamentales Hintergrundthe-
ma zusammengefuhrt und weiterentwickelt, das fast tberall in der Analysis eine wichtige Rolle
spielt. Es geht um die Vertauschung von Grenzprozessen, die sich beispielsweise durch Per-
manenzeigenschaften von konvergenten Funktionefolgen formulieren lasst.

Wohlbekannt:

(35.1) Satz: Sei (f,) eine Folge stetiger Abbildungen f, : X — Y zwischen den metrischen
Raumen XY, die gleichméaRig gegen eine Abbildung f : X — Y konvergiert. Dann ist f stetig.

(35.2) Bemerkungen: 1° Die Stetigkeit bedeutet: x, — 2 = f(xx) — f(x), also

lim lim f,(zr) = f(z) = lim f,( lim =),
k_,oonﬂoo n—oo k—>OO
und daher
lim lim f,(zx) = lim lim f,(zx).

k—o00 n—00 n—oo0 k—oo

Insofern handelt es sich bei dem Satz um Vertauschung von Grenzprozessen.
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2° Es genugt, vorauszusetzen, dass (f,) lokal gleichmé&Rig konvergiert, dass es also zu je-
dem Punkt ¢ € X eine Umgebung U gibt, so dass (f,|i) gleichm&Rig gegen f|i konvergiert,
oder auch dass (f,) kompakt konvergiert, d.h. auf jeder kompakten Teilmenge K C X gleich-
manig konvergiert.

(35.3) Folgerung: Fur X kompakt und F' = Y ein Banachraumist C(X, F') mit der Supremums-
norm wieder eine Banachraum.

(35.4) Satz: Sei (f,) eine Folge von stetigen Funktionen f, : [a,b] — F mit Werten in dem
Banachraum F, die gleichmé&Rig gegen f : [a,b] — F konvergieren moge. Dann gilt

b b
/ ft)ydt = lim [ f.(t)dt.

Ein entsprechendes Resultat ist auch richtig fir dp mit . von beschrankter Variation und far

sprungstetige Funktionen f, € S([a,b], F) anstelle von stetigen Funktionen, wenn nur f,, — f

gleichmafig, d.h. in der Supremumsnorm gilt.

Diese Aussagen gelten nach Definiton der entsprechenden Integrale. Mit einer Zerlegungs-
folge (Z*) des Intervalls [a,b] mit A(Z*) — 0 und Zwischenvektoren ™ < ZF gilt mit S¥ .=
S(fn, Z*,7%) die Identitat

n—oo k—o0o n—o0 k—o00 n—00

b b
lim lim S¥ = lim [ f,(t)dt = / fdt= lim S(lim f,, 2% 7%) = lim lim S*
a a k—oo n— oo
wegen
mk
S( lim fnvZvak) = Z lim .][‘77'(7_116)(155C - tffl) = lim Sfm
es handelt sich also wieder um eine Vertauschung von Grenzprozessen.

Nach der Stetigkeit und der Integrierbarkeit kommen wir jetzt zur Differenzierbarkeit und
stellen ein neues Resultat dar.

(35.5) Satz: Sei (f,) eine Folge von stetig differenzierbaren Abbildungen f, : Q@ — F, wobei E
ein normierter Raum und F' ein Banachraum sei. Ist dann die Folge (f,,) punktweise konvergent
gegen f : Q — F und die Folge (Df,) der Ableitungen, Df,, : Q — L(E, F), gleichméaRig kon-
vergent gegen L : Q — L(FE, F), dannist auch f stetig differenzierbar und es gilt Df = L.

Kurz:
fo— f&f — Leglm = f =limf].

(35.6) Bemerkungen:

1° Auch hier genugt es, vorauszusetzen, dass (D f,,) lokal gleichm&Rig gegen L konvergiert.

2° Unter den angegebenen Voraussetzungen konvergiert dann auch (f,,) gleichmafig ge-
gen f.

3° Die gleichmalige Konvergenz einer Funktionenfolge aus differenzierbaren Funktionen
hat in der Regel keine differenzierbare Funktion als Grenzfunktion.

4° Der Satz entspricht einer weiteren Vertauschung von Grenzprozessen. Zum Beispiel im
Falle einer Variablen:
fn(a + h) - fn(a)

. . AN 1 ' T . fala+h) — fula)
L = Flo) = Jim, fule) = Jimg iy =
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(35.7) Folgerung: (Differentiation unter dem Integral, Parameterintegral) Sei g : [to,t1] xQ — F
eine Familie von Abbildungen (g:)e[t,,+,) @uf einer offenen Menge Q C E in einem normierten
Raum E mit Werten in einem Banachraum F': g.(x) := g(t, z). Es sei g stetig und fur jedes feste
t € [to,t1] =: I sei g; : Q — F differenzierbar mit Ableitung D,g(t,z) := Dg:(z). Sei aulderdem
noch D,g: I x Q) — F stetig.

Dann ist die Abbildung

flx) = /g(t,:c)dt, x e,

I
stetig differenzierbar und es gilt die Formel

= /IDx(t,x) dt

Beweis: Sei (Z™) eine Zerlegungsfolge von I mit A(Z™) — 0, und sei 7" € Z7. Setze

TYL

fa(z) == S(g( Zg T, o)ty —ti_q).
Dann gilt fur jedes = € Q:

n—oo n—oo

f(x):/lg(t,x)dt: lim S(g(,2), 2", 7") = lim fo(z)

sowie
:/Dmg(t,x)dt: lim S(D.g( ,x),Z2",7").
I n—oo

Es ist

n

Dfn(z) =D() gl x)(ty —ti_y) ZDmg (7@ —th-1)-
1

3

B
I

Daher konvergiert (D f,(z)) gegen L(z) fir jedes z € Q. Als Abschatzung hat man
1D fn(x) = L(@)[l| < sup{[[|[ D= (¢, 2)|| : t € I}A(Z"),

und wegen der Stetigkeit von D¢ und der Kompaktheit von I gibt es zu jedem a € Q) eine Umgebung
U C Q mit
sup{||Dx(t,2)||| : t € [,Lx €U} =M < 0.

Also gilt
1D fn(x) — L(z)|| < MA(Z") — 0

gleichmagig in = € U, das heift (D f,|v) konvergiert gleichméBig gegen L. Daher folgt die Behauptung
aus dem Satz 35.5. ]

Damit ist auch der Hilfssatz 30.18 bewiesen. [20.7.07]

(35.8) Beispiel: Als Gegenbeispiel zu dieser Aussage dient die folgende Funktion, die in den
Ferieniibungen behandelt wird:

ta®
g(t,z) ;:{ @+a7)

0 sonst.

wenn (t,z) # 0 und

Die Funktion f(z fo (t,z)dt, x € R, ist differenzierbar, aber f/(0) # fo g=(t,0)d
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