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1. Rechnung zu Teil a):

/Wz"dz:(b—a)/ol(a—i-(b—a)t)"dt

1 n+1 ! 1 n+1 n+1
:(b—a)[—(n_i_l)(b_a)(a—i—(b—a)t) h:n—_i_l(bJr —a+).

b) Fiir m € N ist

27 27
/zm dz = / (re™™ire™ dt = ir™*! / e Mt gy
v 0 0
21 27
e </ cos((m + 1)t) dt + z/ sin((m + 1)t) dt> =0,
0 0

und fir m € Ny bekommen wir

27 27
/z_m dz = / (re™)"™ire' dt = irl_m/ et=mt gy
¥ 0 0
27 27
=gt m (/ cos((1 —m)t)dt + z/ sin((1 —m)t) dt)
0 0

=gt m (/027r cos((m — 1)t) dt — i/:ﬂ sin((m — 1)t) dt) :

Also ist fﬁ{ 2z~ 1dz = 2mi und fw 2™ dz = 0 fiir m > 2. Es folgt fiir m € Z

2, m = —1,
/zm dz =
Y O, m 75 —1.
Rechnung zu Teil ¢):

1 1
/|z|dz:/ |tydt=2/ bt =1,
0% -1 0



Rechnung zu Teil d):

zldz = —i T dt = —4 etdt = —[e*]” = 2.
0
y 0 0

a) Die gesuchte Jacobi-Matrix lautet
—ysin(ry) —xsin(z
Ji(any) = ( TYEEy) (zy) \
ycos(zy)  xcos(zy)

b) Es sei L € L(F) definiert durch L := Id. Dann gilt unter Benutzung
der Dreiecksungleichung, Aufgabe 3a) von Blatt 8 und der Reihe fiir die
Exponentialfunktion die Konvergenz

1170+ A) = £(0) = L(A)

o1 LAy
ATl = ! Z rll < mAm Z

A n+2
ZW \H — 1AM S0 i (A — o.

1
- HIAIH

Also ist f in A = 0 total differenzierbar mit D(0) = Id.
c) Nach Aufgabe 3a) von Blatt 8 ist Id — A fiir jedes A € Q) invertierbar
mit

(Id — A)~ ZA"

Es sei L € L(FE) definiert durch L := Id. Es folgt unter Benutzung der
Dreiecksungleichung, Aufgabe 3a) von Blatt 8 und der geometrischen Rei-
he die Konvergenz

£ +4) = F(O) — LA 1 ) .
Al = aq ! ZA < o Z Al

 — 1
< ==y AN = A | —m — 0 fiir [JA]]| — 0.
Al 2; 1 —[[[A]l

Also ist f in A = 0 total differenzierbar mit D;(0) = Id.
d) Sei a € C]0,1] fest. Wir definieren die lineare Abbildung L = L(a) :



0,1} — C[0,1] durch L(h) := 2ah. Wir beachten, daf L stetig bei 0 ist,

denn
IL(7)]lse = 2[lah]lec < 2l[allcol|Allec — O fiir b — 0.
Somit ist L € L(C[0,1]). Weiterhin gilt

If(a+h) = fla) = LWl _ |I(a+h)* = a® — 2ah]|x
1Pl 1Al
2 .
_ IR Noe o [1Pllos - [17]loc
172/l 17l

= ||A|loc — 0 fiir h — 0.

Also ist f in a total differenzierbar mit Dy(a) = L.

. Wir vereinbaren die Notation

la] == a1+ ...+ ap,

x=at

Qn
n

fiir « € N® und x € R”. Dann ist jedes Polynom p : R® — R von der
Form

fiir ein m € N und reelle Zahlen a, € R. Die partiellen Ableitungen

0
e (x) = Z Qo -9 j=1....n
j

la|<m

wobei die e; wie gewohnt die Einheitsvektoren im R"™ bezeichnen, sind
stetig und somit ist p total differenzierbar.

. Es sei v = (v1,v9) € R? mit ||v]| # 0. Sofern v; # 0, folgt

0 o JU0,0) + ho) = £(0,0) o f(hw)
g0/ (0:0) = Jim 2 = Jin =
hoy (hvg)? , vvy 3

ho0 (R + (hoo)d)  hoo 02 + vdh2 02




Im Falle v; = 0 ist vy # 0 (wegen ||v]| # 0) und wir erhalten

o) . f((0,0) + hv) — f(0,0) .. 0—0
5o/ (0:0) = Jim n =% 0

Also existieren sdmtliche Richtungsableitungen. f ist jedoch nicht stetig
in (0,0), denn es gilt (5, L) — (0,0) fiir n — oo, aber die Folge

L. (1)2 L 1

f(#a%): 1n22 n14: 1n41 :
() + () artar
konvergiert nicht gegen f(0,0) = 0. Somit ist f erst recht nicht total dif-
ferenzierbar.

. a) Die partiellen Ableitungen

0 ) 0
%f(x,y) = siny, a—yf(w, y) =x - cosy

sind stetig auf R? und somit ist f total differenzierbar.
b) f ist nicht stetig in (0,0), denn es gilt (£, 1) — (0,0) fiir n — oo, aber
die Folge

3=

1
52

+ -

1
11 n
AT
konvergiert nicht gegen f(0,0) = 0. Also ist f erst recht nicht total diffe-
renzierbar.
c¢) Wir zeigen zunéchst, dal f stetig in (0, 0) ist. Es sei (z,, y,) eine Folge
in R? mit (x,,y,) — (0,0). Wegen f(0,y) = 0 fiir alle y € R nehmen wir
ohne Einschrinkung an, dafl z,, # 0 fiir alle n € N. Es folgt

a3 a3
Weiterhin ist f partiell differenzierbar mit

0 .
%f(0,0):}lg% h h—0 h  h=0h-h2
9y 00 =i h IR Vi




und fiir (z,y) # (0,0)

(2?4 3y?) 0 223y

TR ER WAL

0
%f(l’,y) = —ZE2 n y2)2.

Die partiellen Ableitungen sind jedoch nicht stetig, da a% f0, 5y =0
fiir jedes n € N, aber %f((),()) = 1 ist. Damit ist die Frage, ob f total
differenzierbar ist, im Moment noch unbeantwortet. Ware f in (0, 0) total
differenzierbar, miifite fiir die stetige lineare Abbilding L : R? — R,

L(z,y) = ((z,y), (1,0)) = z gelten:

lim f((07 0) + h) B f(07 0) B L(h)

= 0.
h—0 7]

Es ist jedoch fiir h = (hy,hy) #0

OO D SO0 ___L_ (LW _,)

1212 Vh3+ h3

hihZ
(h? + h3)2’

wobei || - |2 wie gewohnt die euklidische Norm im R? bezeichnet. Speziell
fiir h, = (£, 1) folgt also

lim f(<070> + h) — f(oa()) — L(h> _
s 7] e

Also ist f nicht total differenzierbar.

d) Wir zeigen zunéchst, dal f stetig in (0,0) ist. Es sei (x,, y,) eine Folge
in R? mit (z,,y,) — (0,0). Wegen f(0,y) = 0 fiir alle y € R, nehmen wir
ohne Einschrankung an, daf} z,, # 0 fiir alle n € N. Es folgt

x3 x3
TnyYn) — 070 = —= > = :I',i — 0.
Weiterhin ist f partiell differenzierbar mit
a0 = h =T T
oy = h ST TR T



und fiir (z,y) # (0,0)

9, r*(22% +3y*) 0 3y
—fla,y) = ————52% —flz,y)=—
5] @ Y) RNy (z,9)

(22 +y?)2

Die partiellen Ableitungen sind in allen Punkten (x,y) # (0,0) stetig,
darum ist f auch in allen Punkten (z,y) # (0, 0) total differenzierbar. Wir
zeigen nun, daf8 f auch in (0,0) total differenzierbar ist. Sei L : R? — R
die stetige lineare Abbildung L(z,y) = {((z,y), (0,0)) = 0. Dann gilt

|£((0,0) + h) — f(0,0) — L(h)|
1]l

hy
hi + h3

i

| =] —=0
hi

fir h = (hy, ha) — 0 (Ohne Einschrénkung sei wieder hy # 0). Also ist f
total differenzierbar.
e) f ist stetig in (0,0), denn fiir jede Folge (z,,y,) — 0 gilt

. _1
[f (@0 ) = F0,0)] = | (27, + ) - sin((ay, + )7 2)| < @y + 35 — 0

fir n — oo wegen |sinz| < 1 fiir alle z € R. Weiterhin ist f in (0,0)
partiell differenzierbar mit
f(h,0)

(%f((), 0) — lim f((07 0) + (h7 O)) — f(07 0) — lim

h—0 h h—0 h

. h”sinﬁ . 1
=l = s gy =0
0
—f(0,0) = 0.
50,0

Die partielle Ableitung nach x in (z,y) # (0,0) lautet
0
—f(a.y) = 2rsin((@® + ) ) —a(a + y?) 7 cos((a® + 1)),
x

Fiir die Folge (z,,,y,) = (0, 5=) gilt (2, yn) — 0, jedoch

’ 2mn

9
ox

1
nsYn) = ——sin(2mn) — cos(2mn) = —1,
(T, Yn) — sin(2mn) — cos(2mn)

konvergiert also nicht gegen (% £(0,0) = 0, d.h. die partiellen Ableitungen
sind nicht stetig. Damit ist die Frage, ob f total differenzierbar ist, im Mo-
ment noch unbeantwortet. Wir zeigen, da8 f in (0, 0) total differenzierbar



ist. Es sei L : R? — R die lineare Abbildung L(z,y) = ((z,y), (0,0)) = 0.
Dann gilt wegen |sinz| < 1 fiir alle x € R die Konvergenz

f((0,0) + h) — f(0,0) —L(h)' _ hi+h3

sin( (a2 + y2)~7)

1212 Vh? + h3
<\/hi+h3—0
fir h = (hy, ha) — 0, wobei || - |2 wie gewohnt die euklidische Norm im

R? bezeichnet. Also ist f total differenzierbar.

. Wir kénnen f - g: Q) — R wie folgt als Komposition darstellen:
fogoPRr ™R

mit m(z,y) = xy. Die Jacobi-Matrizen von (f, g) und m sind

D(f,9)(a) = ( g;gz;

Mit der Kettenregel folgt die totale Differenzierbarkeit von f-g im Punkte

> und  Dmf(z,y) = (y, ).

a mit
D(f - g)(a) = Dm(f(a),g(a)) - D(f,9)(a)

= fa). f@)- (P10 ) = @) Data) + sta) D o).

b) Wir kénnen B(f, g) : Q — G wie folgt als Komposition darstellen:
Blf.g): 0 pxr B q
Die Ableitungen von (f, ¢) und B sind

D(f,g)(a)(h) = ( gﬁﬁfi% )

DB(ay,as2)(hy, he) = B(ay, ha) + B(hy, ag).

Mit der Kettenregel folgt die totale Differenzierbarkeit von B(f,¢g) in a
mit

DB(f,g)(a)(h) = DB(f(a), g(a)) o D(f. g)(a)(h)
— B(/(a), Dg(a)(1)) + B(D(a)(h), g(a)).



