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Musterlosung zu Blatt 9, Aufgabe 2

I Aufgabenstellung

Es sei J =[0,1] und f : J — R definiert durch f(z) = 3.
a) Finden Sie eine Folge (fy)neny C 7 (J,R) mit f,, < fu41 fur allen € Nund || f, — f|lcc — 0.
b) Bestimmen Sie fol fn(z)dx fiir jedes n € N und bestimmen Sie daraus

/01 f(z)dx

IT Beweisidee

»Worum geht’s?“:  Gesucht ist eine Folge von Treppenfunktionen ( f,,),en, die monoton steigt
und die eigentliche Funktion f gleichméafig approximiert. Ist eine solche Folge gefunden, so
berechne man das Integral jedes f,, woraus man dann auf das Integral von f schliefsen soll.

»Wie mach’ ich das?: Man benutze dazu einige Sétze aus der Vorlesung bzw. dem Skript:

Satz (27.13). Jede stetige Funktion f : J — E lésst sich gleichméfig durch Treppenfunktionen
approximieren, das heifst, es gibt eine Folge (f,) von Treppenfunktionen f, € 7(J, E) mit
fo— finT(J,E), also ||fn — fll — 0. Anders ausgedriickt: Es gilt C(J, E) C S(J, E).

Der Beweis wird durch fundamentale Konstruktion gefithrt. Um || f — f,|| — 0 zu zeigen,
kann man z.B. das Majorantenkriterium benutzen, also die Abweichung einer Treppenfunktion
fn von f durch die grofste Abweichung auf einem Intervall abschitzen und dann die Konvergenz
gegen 0 zeigen (fiir n — o).

Fiir den zweiten Teil der Aufgabe nutzt man die folgende Bemerkung:

Bemerkung (27.14.3°). Wir erhalten durch 27.13 in Verbindung mit 27.11 eine neue Interpre-
tation des Integrals fiir stetige f: Fiir jede Folge (f,,) von Treppenfunktionen, die gleichméfig
gegen f konvergiert, ist

/ab f(a)dz = lim /ab Folz)da

wobei die fab fn(z)dx einfache endliche Summen sind.

Mit diesem Satz kann man das gesuchte Integral der Funktion einfach als Grenzwert der
Integrale der Folgenglieder berechnen. Der Satz (27.2.3°) liefert fiir das Integral einer Trep-
penfunktion g (mit der Zerlegung Z = {to,...,tm}) gerade

m

b
/ gt)dt == g (e —th1)

k=1


http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~schotten/MIIA/Kap%20IX.A.pdf
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wobei gi der konstante Wert der Treppenfunktion im Intervall |¢x_q,tx[ ist. Niitzlich wird
dabei die explizite Formel der endlichen Summe von dritten Potenzen:

zn:kg ~ n*(n+1)>
k=0 4

IIT Losung

Man wihle wie im Beweis zu (27.13) eine Zerlegung Z(m) = {to,...,tm}, mit der Feinheit
AZ(m) = max{tir1—tg, k=0,1,...,m—1}. Weiterhin wihle man f,(z) = f(tx) auf |tx, tkt1]
mit einer geniigend feinen Zerlegung Z(m) fiir jedes n. Es gibt viele solche Zerlegungen. Ein

Beispiel dafiir ist ¢t = %, k=0,1,...,2" — 1. Damit ergibt sich

fulr) = Flt) = £} = (2"")3

Aufierdem sei f,,(0) = 0, der noch fehlende Fall.

Wir iiberpriifen, ob die Eigenschaften zutreffen. 2? ist streng monoton steigend auf J = [0, 1]
und die Folge von Treppenfunktionen nahrt sich von unten an.

Sei Z,, = {ug, ..., um},ux = 2% die Zerlegung zu f, und Z,41 = {vo,...,v;}, v = 2"% die
Zerlegung zu f4+1, dann gilt mit @ € [vok, Vor+1[C [uk, Uk+1[: fu(x) = fot1(z). Auferdem ist
mit & € [Vok41, Vak+2[C (g, upgr [= fur) = flvar) < fvarsr1) = fo(®) < fagi(z), da 2® auf
J streng monoton steigend ist.
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Abbildung 1: f;
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Abbildung 2: fo
fn konvergiert gegen f, denn auf einem Intervall |t, tg11], tx = 2% ist

E+1\° [ k)°
=50 < (%) - ()

3k24+3k+1
23n

[f streng monoton steigend auf J]

322 +3(2") +1
23n

IA

Der Grenzwert ist fiir jedes k offensichtlich 0, denn

3(27) 4+3(2") +1
23n

lim
n—oo

= lim [|3-27"43-27" +27%"

n—oo

< lim [[3-27" 4 lim [[3-27%"|| + lim [|27°"|
n—oo n—oo n—oo
[Dreiecksungleichung]

= 0
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b) Mit

erhalt man durch Umformen

/01 fn(z)dx
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Das Ergebnis entspricht dem Integral von g, (x) ‘[071] =3 ‘[071}, das sich aus der Stammfunk-

tion F(x) = %4 ergibt.

Varianten:

Einige weitere passende Funktionenfolgen sind g, :

J — R, g(0)

IV Nutzen und Anwendungen

=0:

.\ 3 .
l A S
gn:<an> ,me[an,an[,z:o,l,...,a”—

17a S Z>1

Durch die Teilaufgabe b) ist eine Anwendung der Funktionenfolgen gegeben. Es ldsst sich das

Integral einer Funktion f neu definieren, als Grenzwert der Integrale einer gegen die Funktion

f gleichméfig konvergierende Folge f, von Treppenfunktionen.

Pascal Reisert 10. Juli 2007
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