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Musterlosung zu Blatt 9, Aufgabe 3

Dieser Anhang enthidlt den Versuch einer Antwort auf die erweitere Fragestellung beziig-
lich der Konvergenzradien in Musterlosung 9.3. Er ist knapper und sicher mathematisch etwas
anspruchsvoller gehalten und verwendet aus der Musterlosung 9.3 Bekanntes. Die Autoren
kénnen trotz grofter Sorgfalt Liicken oder Fehler nicht vollstdndig ausschliefsen, hoffen aber, in
jedem Fall einige interessante Uberlegungen und Denkanstofe geliefert zu haben.

I Aufgabenstellung

Geben Sie jeweils ein Beispiel von Potenzreihen ) a, 7™ und > b, 7™ an, sodass der Konver-
genzradius

a) der Summe der Potenzreihen

b) des Cauchy-Produkts der Potenzreihen
grofer ist als min {g,, 0p}, wobei g, der Konvergenzradius von ) a,T™ und g, derjenige von
> b, T™ ist.

II Variationen, Verallgemeinerungen, Abschwachungen

Zwei interessante Fragestellungen:
Ist es moglich,
a) Beispiele zu finden, sodass 9,15 bzw. 04 kleiner als min {o,, op} ist?
b) fiir jede reelle Zahl k Beispiele zu finden, sodass g, bzw. 045 gleich k- min { g4, oy} ist?

1. 0q4p > min{oa, 05}

Wird die Potenzreihe der Summe a,, + b, betrachtet, so ist in Bezug auf a) wegen

Z(an + bp)t" = Zant" + ant” — xy + yy fir [t| < min{oq, op}
—_— —_——

-z, fir |tj<e. —y. fiir |t|<os

klar, dass der Konvergenzradius nie kleiner als min{g,, o5} werden kann:

Oa+b > min{o,, op }- (1)

Alternative: Da die Wurzelfunktion konvex ist, folgt mit der Jensenschen Ungleichungen und

() <> @)
</|an + by| < {L/‘an’ + [bn] < 3/ lan| + /|bnl

der Dreiecksungleichung :

Also
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Damit ergibt sich dann ebenfalls, dass 0,14 > min{g,, 0p}-

2. Potenzreihen fiir beliebige k und deren Summe

Fiir Teilfrage b) und jedes k > 1 ergibt sich etwa mit

peER p>1

1
ap :=p" = 04 = —
p
n 1 k 1 1
br, ::—pn—i‘(B) =) Qmein{’}_émin{Qanb}_
k p D p p
n k 1 .
an+bn:(%) :>Qa+b:*:k'7:k'mln{ga7gb}
b p

eine Losung.

Besonders anschaulich ist dies mit p := k, also a,, := k™ und b,, := 1 — k™.

Dann ist fur k£ > 1

1 1 1 .
00 = T = 5 = min{ea, o}
lim sup a—“ 1 sup
1 1 1 .
Op = b - 1 == % :mln{gaagb}a
lim sup | =+ lim sup ’ 1=k
b, 1—Fk»
fir k = 1:
1 1 1 1 in { )
= o = = — = Inin y
Qa lim sup ’ v an + 1} lim sup ’ Y kn limsup k k Qas Ob
1 1 1
= = = — =X
% = fim sup ‘ Vbn + 1‘ lim sup ‘ V1 - k”‘ 0
Entsprechend ist dann
1 1 1
Qll—‘rb = - n+1 n+1 =5 1 =
lim sup % lim sup ‘ % lim sup } 1l

Somit ist gg4+p = k - min {4, 0p} fiir k > 1.

Spezialfélle: Man wihle a,, = b, := n", woraus dann g, = 04 = 0 = min{gs, 0} = 0

folgt. Ein Beispiel fiir jedes denkbare (sogar negative) k € R; k-0 = 0.

Fir a, :=n" und b, := 1 —n" ist 9, = 0p = Min{g, 0o} = 0 und g4 = 1 und es lésst sich

kein endliches k£ angeben.

Fir k£ < 1 existieren, von der divergierenden Lésung in ,Spezialfille“ abgesehen, nach 1.

keine weiteren Beispiele.

2. Potenzreihen fiir beliebige k und deren Cauchyprodukt

Ahnlich kann man auch fiir das Cauchyprodukt verfahren.

Zunichst einige Beispielsrechnungen, die den Beweis spiter vorbereiten. Will man nimlich
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dhnlich wie in 1. verfahren, so ist zu erkennen, dass diese M6glichkeit zunéchst nicht ans Ziel
fiihrt.

[Dieser Teil kann zur Ubung im Umgang mit Potenzreihen genutzt werden, soll aber nur als
Motivation dienen fiir den folgenden Beweis.]

Die Konvergenzradien eines Cauchyprodukts kann man fiir beliebige Potenzen wie folgt ange-
ben: Sei a,, := a™, b, :=b" mit a,b € R, a > b > 0, dann ist
1 1 1

0a="—, O6=7= min{o,, 0p} = o

n n
limsup " Z ajb,—;| = limsup Z alb"—J = lim sup

j=0 j=0
" ad = i -1
= limsup » b”Z%:b-limsup Z(%) =b-limsup { (
7=0 7=0
n +1
bt L) L L in {0, 00}
= b-limsu =0-— =~ =mmn
p - % —1 b Qab a Qay 9b

Einfachstes Beispiel dieser Art sind wohl a, := 1" =1 und b, :=b", 1 > b > 0. Flir n — o

gilt dann: {/|a,| — 1 und {/|b,| — b, also

Qa

1
- limsup 1 -
1 1
o= lim sup b b

Es berechnet sich dann g, wie folgt:

Qab

lim sup { Z?:o b”*j‘ limsup {

1 _ 1 _
- limsup ¥/|1—(1:b)»+1| N
. nl s 1 . b-
b-lim sup 7=0 bJ b limsup %/|1—(1:)|

Spezialfall: Fiir b, := n™ und a, := n", ein weiteres Beispiel, ist

n 3 n
ijo ajbn,j‘ lim sup

nobr
=0 b7

=1 = min{gq4, 0}

o=

lim sup

n
Z ajb,—;| = limsup
7=0

n
Z nin™=J| = limsup ‘ Y (n+1)nn
=0

= limsup |n| =
= Qab = 0a = 0p = Min{04, 00} =0=Fk-min{oq, 00} VkeR

Um ein etwas aufwindigeres Beispiel anzugeben, betrachte man die Inversen der Potenz-
reihen.
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Einschub

Dazu nutze man die Eigenschaften der Laurentreihen aus Aufgabe 4, Blatt 3. Dort wurde das
Inverse einer Laurentreihe bestimmt mit (a,,) - (by) =1 < (by) = (an) " = .0

1
b—no = ai; b—n0+k = Zano—i-zb—no—l—k i
Mo

Mo
im Vorhegenden Fall mlt no =0:

by := —; bp i = —— E aibr_; .
a ag < 1
1=

0

Da wir hier allerdings Potenzreihen betrachten, miissen wir auch den Ring der Potenzreihen,
einen Unterring der Laurentreihen, betrachten. Offensichtlich ist die multiplikative Gruppe
dann genau R[[X]]* = {P = 7% a; X"|ag # 0}, da fiir ag = 0 Division durch 0. Im Folgenden
soll eine solche invertierbare Potenzreihe Y 7 jal, X™ # 0 und ihr multiplikatives Inverses

Y o2 o b X™ betrachtet Werden wobei a], = p" fiir ein p € R* gewiihlt werde.
Da > 2 b, X" = Zm X ist der Konvergenzradius der inversen Potenzreihe oo, denn

fiir jedes X geht » OanX "™ nicht gegen 0, der Kehrwert also nicht gegen co. Andert man
die Potenzreihen leicht ab, so kann man mit Hilfe dieser Eigenschaft den Konvergenzradius
bestimmen.

So seien die Koeffizientenfolgen (ay,) und (by) definiert mit a,, := aj, = p" und by, := b, + (%)"

fiir ein A € R*. Es ldsst sich dann umformen:

;bnxn - i(b’ ( )) —Zb’X"+Z( )

s Z (3)x= nzzobm ' Z )

Weil oben schon gezeigt wurde, dass > b/, X™ stets konvergiert, hat lediglich die Potenzreihe
S ( ) X" Einfluss auf den Konvergenzradius. Dieser ergibt sich dann zu:

n=0
Q) -
A p
Der Konvergenzradius von » 2 ap, X" ist

-1
0w = (limsup \”/\p”\) ==

op = <lim sup 1
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Fiir das Cauchyprodukt erhélt man

(Eeor) (Enr)-
- () (S 6)r)-
- S (e (§)7) -

ooo nzok: k hen
=y Zan XY (3> Xk)_
k=0 \n=0 n=0 A

= > Zk:an o X +§:Zk:an (g)k_"xk:

k=0n=0 k=0n=0

Produkt der invertierbaren Potenzreihen

SO NCORE

Oab =

5

-limsup ¢

N+l -
A—1 ‘ B

A
= - (limsup [A) ™' v = (limsup [1])
p

>/\’B

Der Konvergenzradius g4 ist also fiir A < 1 genau % und fiir A > 1 genau %.
= min {04, 00}
Ende Einschub

Im Folgenden soll nun eine umfassende Antwort auf Frage b) und damit auch auf a) gegeben
werden. Wie in diesen Beispielen deutlich wird, scheint k£ nur zwei verschiedene Werte anzu-
nehmen, 1 und co. Um dies zu zeigen, nutze man folgenden Satz (siehe 12.1, Skript):

Seien > >° jan, = a und ) 7 (b, = b konvergente Reihen und sei ) a, zudem absolut
konvergent. Dann ist das Cauchyprodukt ) ¢, konvergent mit dem Reihenwert ab:

icn = i (i: akbnk> = ab.
n=0 n=0 \k=0
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Seien nun zwei Potenzreihen gegeben, wie im obigen Satz mit Konvergenzradien g, 0p, in-
nerhalb derer sie definitionsgemé&f absolut konvergieren, dann gilt

(a) Fir x €] — 04, 0o ist

Yoo anx™ =: a(x) < 00

(b) Fiir y €] — b, 0p[ ist
>0 o by =1 b(y) < 00

() OCnlpanz™) Oonlobnz™) = a(2)b(z) < oo dann, wenn a(z) < oo und b(z) < oo, also
2] < @a und |2 < 0 = 0ap = min{a, 0p}, also gap =1 - min {gq, v} mit k = 1.

Wie Sie sicherlich feststellen werden, ist Punkt ¢) noch nicht vollstindig. Denn wenn b,, = 0
Nullfolge ist, folgt a(z)b(z) < oo auch fiir beliebig groke a(z), denn Vi,j € N : a;b; = 0.
Folglich ist dann z € I = R = g4, = oo.

Wie gezeigt wurde, gilt die Behauptung aus b) fiir k¥ Element eines beliebigen Korpers, sogar
Rings, allerdings in dem sehr trivialen Fall, dass alle Konvergenzradien 0 werden (Spezialfall).
Ansonsten ist k € {1,00}.

Pascal Reisert & Johannes Flake, 17. Méarz 2007



