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Musterlosung zu Blatt 7, Aufgabe 5

Aufgabenstellung

(a) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Folge (an)nen, an, so dass lim, o a, = 0, a, < 0 fiir

alle n € Ny und > 7 (—1)" a,, divergiert.

b) Es seien (an)nen,, (bn)nen, Folgen reeller Zahlen, fiir die Y°°° . a2 und 32, b2 konver-
( 1 1

n=1"n n=1"n

gieren. Zeigen Sie: Y oo (an + b, )? konvergiert.

(¢) Sei (an)nen, eine Folge reeller Zahlen. Ist mit "0 | a2 auch Y07 | %= konvergent?

(d) Sei (an)nen, eine Folge reeller Zahlen mit a,, > 0 fir alle n € Ny. Konvergieren mit

II

*° a, auch Y2 a2 und Y00 /a, ?
n=1 n=1"n n=1

Beweisidee

SWorum geht’s?*:  In dieser Aufgabe sollen die Konvergenzkriterien fiir Reihen eingeiibt

werden. Dazu ist bei (b), (¢) und (d) jeweils mindestens eine konvergente Reihe gegeben, aus

welcher iiber die Anwendung von Kriterien auf Konvergenz anderer Reihen geschlossen werden

soll. Absolut unersetzlich sind dabei folgende Standardkriterien:

e Cauchykriterium fiir Reihen: Sei € > 0. Dann gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n € N,
und fiir alle k € N gilt:

n+k

Zaj <e€
j=n

e Leibnizkriterium fiir Reihen: Ist (a,) eine monotone Nullfolge, so konvergiert

Z(—l)”an

n=0

e Majorantenkriterium: Ist ) ¢; mit ¢; > 0 konvergent und gibt es zu ) a; ein M > 0
und ein ng € N mit

‘aj‘ SMCJ vjeNnou

so konvergiert ) a; absolut, d.h. auch ) |a;| konvergiert.

Weiterhin gibt es noch das Wurzelkriterium und das Quotientenkriterium, die mindestens

ebenso wichtig wie die genannten sind, bei dieser Aufgabe aber nicht angewendet werden

konnen. Ziel ist es also, mit diesen Kriterien im Hinterkopf die in der Aufgabe genannten

Reihen auf Konvergenz zu iiberpriifen.
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,.Wie mach’ ich das?*:

(a)

Diese Aufgabe klingt sehr nach langem Ausprobieren von Folgen (a,). Doch man kann
sich das Leben erheblich erleichtern, wenn man (wie oben angemerkt) die Kriterien im
Kopf und die Ahnlichkeit der Aufgabe mit dem Leibnizkriterium erkannt hat. Denn
damit fallen auf einen Schlag alle monoton steigenden Folgen weg, denn ware (a,,) eine
solche negative, monoton steigende Nullfolge, so gélte automatisch das Leibnizkriterium,
was zur Folge hétte, dass > (—1)"a, mit Bestimmtheit konvergiert und nicht — wie
in der Aufgabe erforderlich — divergiert. Also suchen wir eine nicht monoton gegen 0
laufende Folge. Eine (einfache) Moglichkeit eine solche zu finden, ist sie aus zwei einzelnen
Teilfolgen aufzubauen: Zum Beispiel aus der Folge (—1) (weil sie eine sehr einfache
negative, gegen 0 konvergierende Folge ist) und einer einfachen Nullfolge: (0). Unsere
kiinstliche Folge (ay) ,hiipft* also immer zwischen der (—1) und der (0) hin und her.
So erreichen wir, dass die Folge nicht monoton ist, aber auch nicht wirklich schwierig
zu handhaben. Jetzt bleibt nur noch zu iiberpriifen, ob diese (relativ einfache) Folge die

Erwartungen erfillt.

Hier gilt es wieder die Kriterien gut zu kennen. Denn: Konvergieren >_ a2 und " b2, so
konvergiert auch jede Kombination der beiden Reihen:

z.B.: Y2(a2 + 2b2) oder Y (2a2 + 2b2). Um nun die Konvergenz von Y (a, + b,)? zu
zeigen, wiirde es ausreichen, (a, + b,)? durch einen linear von a2 und b2 abhiingigen
Term abzuschétzen. Das ist sehr einfach und einsichtig moglich, wenn man zunéchst
> (apn + by)? auf drei Summen > a2, b2 und Y 2a,b, aufspaltet; die unten en detail
durchgefiithrte Abschatzung fiir 2 a,b, sollte man immer parat haben. Durch sie ist es

moglich das Majorantenkriterium anzuwenden und die Konvergenz zu beweisen.

Na, gut aufgepasst? Diese Teilaufgabe ldsst sich komplett mit dem Wissen aus (b) 16sen:
Wiederum ist die Konvergenz von Y~ a2 Voraussetzung. Mit ihr soll man beweisen oder
widerlegen, dass ) %= konvergiert. Und als Spezialfall von (b) ldsst sich = abschétzen:
Hier ist die Folge (b,) aus Teilaufgabe (b) einfach die Folge (1). Da die Konvergenz von
S°b2 =3 L aus der Vorlesung bekannt ist, kann nun a,, - 2 wie unter (b) abgeschéitzt

werden.

Bekannt ist hier, dass > a,, mit a,, > 0 konvergiert. Damit wissen wir sofort, dass (ay,)
eine Nullfolge ist (sonst wiirde 3" a,, ja nicht konvergieren!). Die Frage ob deshalb " a2
und ) /a, auch konvergent sind, kann man sich am einfachsten dadurch beantworten,
dass man sich verdeutlicht, was mit kleinen nicht-negativen Zahlen in der N&he von 0
geschieht, wenn sie quadriert oder gewurzelt werden. Offensichtlich werden die Quadrate
dieser kleinen Zahlen noch kleiner, wahrend die Wurzeln grofer werden. Den Gedanken
weiterfiihrend, kann man beweisen, dass Zai tatsachlich auch konvergieren muss, da-
gegen \/a, im Allgemeinen nicht, wie die Reihe % illustriert, die divergiert, obwohl
> - konvergiert.



Musterlosung zu Blatt 7, Aufgabe 5 - Analysis I (MIA) W5 06/07 - Martin Schottenloher

»Wie komm’ ich drauf?“ Die Losung fiir Teilaufgabe (a) zu finden, fallt einem ganz
bestimmt je leichter, desto linger man bestimmte Folgen (a,,) einsetzt und einfach auf Kon-
vergenz priift.

Die anderen drei Aufgaben sind allesamt mit einem Fundus an Abschitzungen und Konver-
genzkriterien zu bewaltigen, wenn man den Umgang mit ihnen geiibt hat und die Grenzen
ihre Anwendungsbereiche abschitzen kann. Diese Sammlung an Hilfsmitteln muss man sich
selbstverstindlich erst erarbeiten; ist dies aber einmal geschehen, sollten weitere Aufgaben

dieses Typs gut gelost werden kénnen.

IIT Losung
(a) Wie oben schon angedeutet, bietet sich an, die Folge (a, ), definiert durch

{ —%, fiir ungerade n

0, fiir gerade n

auszuprobieren. Damit ergibt sich also:

[e.o] o0

1 1 1 1 1 1 1
)y = —(—2) 40— (=) 40— (=) ... =14+ -d bt =
> (~1)"a (=P +0=(=3) +0=(=5)+ tytster T ZIQn—l

n=1 n=

Diese Reihe ist divergent, wie folgende Abschétzung der Partialsummen durch die be-
kanntermafsen divergente harmonische Reihe zeigt:

1 1 1
2 > +
2n —1 2n —1 2n

m
1 1 1 1 1 1 1
;Qn—l + +3+3+5+5+ +2m—1+2m—1
1 1 1 1 1 1 1 " 1 1
44 —d=F=+... — = —
+2+3+4+5+6+ +2m—1+2m ;<2n—1+2n>

Damit ergibt sich schlieflich:

m

1 1 — 1 1 Ry |

= > — N — _ _

ZZn—l - 22<2n—1+2n> 2Zn

n=1 n=1 n=1
(o] m m (o]

1 1 1 1 1 1

:ZQn—l nﬂr}ngn_l — 7,}1_%02 n 2Zn o0,

n=1 n=1 n=1 n=1

womit die Divergenz der Reihe ) a,, bewiesen wire.

(b) Man kann diese Aufgabe l6sen, indem man die Reihe )7, 2a,b,, auf Konvergenz un-

tersucht. Konvergiert sie namlich, so gilt (mit der Konvergenz von Y a2 und > b2):

o oo o0 o0
Sal+ ) 0+ 2anby =Y (an + ),
n=1 n=1 n=1 n=1
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womit auch die gesuchte Reihe konvergent wére.
Also: Um die Konvergenz von » 2a,b, zu zeigen, schitzt man die Summanden 2a,b,

am besten durch einen linear von a2 und b2 abhingigen Ausdruck ab:
2a,b, < a2 + b2

Diese Ungleichung erscheint auf den ersten Blick weit hergeholt, ist aber einfach aus der

binomischen Formel zu erkennen:
(an =) >0 & a2 +b2—2a,0, >0 < 2a,b, <a’+Db2

Damit konvergiert > 2a,,by,

o o o0 o
St < SR R)-3 Y <o
n=1 n=1 n=1 n=1
Also ist — wie oben ausgefiihrt — auch die Reihe > °° | (a2 + b2) konvergent.

Nach den einleitenden Worten im Abschnitt ,Beweisidee” ist klar was zu tun ist: <= muss
in Abhénigkeit von a2 und -5 abgeschiitzt werden, da die beiden Reihen Y a2 und > 5
bekanntermafen konvergleren. Dazu benutzen wir wieder die Ungleichung aus Aufgabe
(b):

1 9 1 an, 1 9 1
2anﬁ<an—|—m - ;Sg(&n"‘m

Damit kann die Konvergenz von } | %= bewiesen werden:

S ENCEIE N 8

n=1

Hier ist die Voraussetzung, dass Y _ a,, konvergiert. Das bedeutet, a,, muss eine Nullfolge
sein. Aufserdem ist gegeben, dass a,, > 0 ist fiir alle n € Ny. Aus der Konvergenz von a,,
folgt, dass es ein ng € Ny geben muss, ab dem alle a,, n > ng, kleiner als 1 sind. Deshalb
sind ab diesem ng die Quadrate a immer kleiner als a,, weshalb die Reihe > a2 so

abgeschétzt werden kann:

[e.°] [e.°]
ZaiSZan<oo

n=ng n=ng
fe’e) no—1 no—1

:>Za Za —I—Za Za +Zan<oo
n=1 n=ngo n=ng

Also konvergiert die Reihe Y20 | a2.

n=1"n"
Die Reihe ) \/a,, konvergiert (wie unter ,Beweisidee* skizziert) im Allgemeinen nicht:
Als Beispiel betrachte man a,

= 12: Hier konvergiert > a, = n2’ aber nicht die
harmonische Reihe > \/a, = " 1.
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IV Variationen, Verallgemeinerungen, Abschwachungen

In Bezug auf Teilaufgabe (a) kann man sich iiberlegen, wie allgemein eine nicht-positive Folge
(ay,) aussieht, wenn ihr Limes 0 ist und ) (—1)"a,, divergiert. Bisher wurde ja nur ein Beispiel

fiir eine solche Folge genannt.

V Nutzen & Anwendungen

Diese Aufgabe ist eine wieder eine gute Ubung fiir die Konvergenzkriterien fiir Reihen. Trotz-
dem kann man einige Tricks mitnehmen, die spéter und bei anderen Aufgaben essentiell sind:
Die Konvergenz der Reihe (n}l)";% kann zum Beispiel sehr schnell mit Hilfe der Teilauf-
gabe (b) gelost werden:

> 2n? +2 s 1 1
L <<n “12 s 1>2>

Die Reihe ) (ﬁ + m) konvergiert dabei, weil die Reihen ) ﬁ und ) m
(trivialerweise) konvergent sind.

Diese Aufgabe verstéirkt das Gespiir fiir die Konvergenz von Reihen und legt das Fundament
(damit auch das handwerkliche Riistzeug, wie Ungleichungen oder geschickte Abschitzungen)

flir schwierigere Probleme.

Ludwig Straub, 13. Marz 2007
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