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Musterl6sung zu Blatt 6, Aufgabe 1

| — Aufgabenstellung

a. Die Folge (an)sei durch a, = V2 und a,,; =+4y1+a, fur n=1 definiert.
Zeigen Sie, dass diese Folge konvergiert und bestimmen Sie ihren Limes.

a, +b,

b. Seien O<b<a. Zeigen Sie, dass die durch a,=a, by=b und a””:T'

b,., =va,b, , NeN, rekursiv definierten Folgen konvergieren und zwar gegen denselben
Grenzwert.

Il — Beweisidee
» Worum geht’s?“:  Wir missen zeigen, dass die Folgen konvergieren und ihre Limes

bestimmen. Die Folgen sind nur rekursiv definiert und wir haben keine explizite Darstellung

von ihnen.

~Was mach’ich?“: a) Wir kénnen uns erst mal den Graphen anschauen, wie die Folge
ausschaut. Dann sieht man genau, was man zeigen muss, um die Konvergenz und den
Grenzwert zu beweisen.

b) Es bietet sich die vollstdndige Induktion an. Besonders ist es

wichtig, den Platz von (a,) und (b,) abzuschétzen.

Il — Lésung
a. Angenommen f : | =[-1; 00 > IR

X 1+ x (sodass a,,, =f(a,)).

1. Wir kénnen erst mal mit einem Graphen illustrieren!

y=X
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Vergrosserung des Quadrats
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Also folgt aus dem Graphen, dass
e wenn a, <|: (a,)ist wachsend und nach oben beschrankt von | =f(1),
e wenn a, > : (a,)ist fallend und nach unten beschrankt von | = f(1),
daraus folgt in beiden Féllen, ist (an) nach Konvergenzkriterium (7.11) konvergent.
2. N.B.;: Weil f(1) < lund f auf | monotone wachst, ist (a, ) monoton.

Aus a, < a,, folgt dann f(a,) <f(a,) (& €l und f wachsend auf |)

d.h. a, £a;...  durch Induktion, und folgt dass (an)
wachsend ist.

Analog gilt, wenn &, > a,, dann ist f(a,)>f(a,)und durch Induktion ist

(a,) fallend.

Diese N.B.; zeigt :

> Wir missen nicht mehr schauen, ob (an) wirklich wachsend ist, um
zu zeigen dass sie konvergiert. Denn wir haben dann 0 <a, <| oder
| <a, <a, also ist (a,) beschrankt und (a,) konvergiert wie eine

monotone beschrankte Folge.
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> Wir sehen leicht, dass das Wachstumsverhalten von (an) durch das
Vorzeichen von f(a,)—a,,(d.h.a,—a,)=¢(a ), bestimmt ist,
wobei ¢(x) =f(x)-X.

Hierist f(a,) —a, < 0. Tatsé&chlich:

=+y1++/2 und a, =+/2, also a, >0,a, >0 und a,° —a,° =1-+/2 <0

N.B.,: Die Folge (an) sei nun konvergent gegen | € IR, dann folgt : | = v1+1 (mit

Rechenregeln fir Grenzwerte, und Ilm a,, = Ilm a, =1).
Also, es folgt: 2=1+1 mit 1>0
< 2-1-1=0 mit 120

|:1+2\/§ oder I:# mit | >0

1+\/§ . 1—\/5
2

weill ——<0
2

Also folgt : Wenn (an) konvergiert, dann konvergiert (an) gegen | =

1++/5

2

3. Wir zeigen mit vollstandiger Induktion nach n, dass furalle n e IN*, a, existiert und
0<a, <I

Induktionsanfang:

n=1: (1+\/§)2=6+\/§
(2v2) 2=

(1+ \/g)z >(2\/§)2 = l+\/§> 2\/5
1+2\/§>\/§

= a<=<I<

Induktionsvoraussetzung: a, existiertund 0 <a, <I| fur n>1.
Induktionsschritt: n —n+1
Esist 1+a, >1>0 undes folgt, a,,, =+/1+4a, existiertund a,,, >0.
Anderseitsist a, <| = f(a,) <f(l) weil f wachsend ist,
dh.a,, <l weil | =f(l) et f(a,)=2a,,;-
So0<a,, <I
Daraus folgt, dass (a ) eine monotone beschrankte konvergente Folge ist und ihr Grenzwert

1+ f

ist | ==———, (nach N.B,).
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1. Wir zeigen durch vollstandige Induktion nach n, dass Vn €IN :

a, existiert
b, existiert
0<b, <a,
Induktionsanfang:
n=0 O<b,=b<a=a,.
a, existiert
Induktionsvoraussetzung: b, existiert.
0<b, <a,

Induktionsschritt: n > n +1

a +b .
Also nach I.V., a L 5 0 existiert,

n+l =
b,., =+a,b, existiert
und a,b, >0 = qund
bn+1 >0

Also a,,, —b,,, = %(an +b, —24a, .bn)
(e B

20

n+l =

es folgt a b

n+l
2. Wir zeigen jetzt, dass (a, ) fallend und (b, ) wachsend ist.

Ms 0 nach 1.

2
» vnelN, b, —Db, =\/E(\/a—\/a)20 nach 1.

» VnelN, a,,;—a, =

3. Wir zeigen jetzt, dass (a, )durch b nach unten beschrankt ist, und dass (b, )durch
anach oben beschrankt ist.

\ (b, ) wachsend

Nach 1.

» VnelN, a,

Daraus folgt,a, 2 b .
> vnelN, b,<a,<a;=a

(a, )fallend

Nach 1
Daraus folgt, (b, )< a.
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4. Esfolgt:

> (an) ist fallend und durch b nach unten beschréankt, (an) konvergiert gegen | .

> (b, )ist wachsend und durch & nach oben beschrankt, (b, ) konvergiert gegen | .

_ a+b [+
Aber weila,, =" 5 0 gilt mit Hilfe der Rechenregeln fiir Grenzwerte, | :T'

also 2l =1 +1.

Daraus folgt, | =1 .

IV — Variationen, Verallgemeinerungen, Abschwachungen
Verscharfungen:

Zu a.

Verallgemeinerungen flr rekursive Folgen definiert sodass a,,; = f(an )

Sei | ein geschlossenes Intervall von IR, f : | — | eine Abbildung.

> Angenommen f ist monoton auf | .
e Falls f wachsend auf | ist:
Furalle neIN,a, , —a, =f(a,)-f(a, ), gil, dass
a,,, —a, das gleiche Vorzeichen wie a, — a, hat. Genauer gesagt:

ypfa—DDaa =>..>a,<a, =..
Q> =>a>a,=..=a,>a,,,=>..

Also, (an)
wachsend) ist von der Positionen von a, und a,abhangig.

o ISt monoton, und ihr Wachstumsverhalten (fallend oder

e Falls f fallend gegensist:
Die Abbildung f of ist wachsend gegensSalso (wie oben), die zwei

folgenden Teilfolgen (aZP)peIN und (a2p+1)peIN sind monoton.

> Angenommen f ist stetig auf | .

Fallsa, ————selR, also sel und, von a,,; =f(an) es folgt, wenn
n — o, f(s)=s. Oft, kénnen wir die Gleichung f(s)=s I6sen, und

die einzige moglichen Grenzwert von (an )nelN finden.
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Zub.

Im Allgemein, wenn wir zwei Folgen haben, so dass:
. (an) wachsend

e (b,) fallend
o lim(a,-b,)=0

n—oo

folgt dass sie beide konvergieren, und haben dieselben Grenzwert.
Tatsachlich, (a,., —b,.,)- (@, -b,)=(a,., -a,)-(b,, -b,)
Nun, (a,., —a,)>0, weil (a,) wachsend und (b,,, —b,)<0, weil (b,) fallend,
folgt, dass (a,,, —b,,,)-(a, =b,)>0.
Also (a, —b, )ist wachsend und r!i_r)rzo(an —b,)=0also:
vnelN, a,<b,,a,<a <a,<..<a,<b,<b,,<..<b,
also vp,qelIN, a, <b,.
Daraus folgt, (an) ist durch b, nach oben beschrankt, und (bn) ist durch a, nach
unten beschrankt. Also (an) konvergiert nach L, und (bn) konvergiert nach L und

weil lim (a, —b,)=0, folgt L=L =1. Damit bekommt man zwei Folgen, die eine
n—ow

obere und eine untere Approximation von | geben. Wir kénnen das folgende Beispiel
p=n

, 1 . . "
geben, sei a, = Z—' undb, =a, T Der gemeinsame Grenzwert ist € . Und flr
! n!
p=0

n =8 bekommt man a; = 2,7182281 < e < by = 2,7182286.

Erweiterung:

Zub.

Seiena, b, c > 0. Seien drei Folgen folgendes definiert:
a,=a, by=b,c,=0;

3 1 1 1

a,+1 a, b, c,

b,.; =3%/a,.b,.c,

a,+b, +c,
2 )

und C,,; =

Wir schauen jetzt die drei Folgen nach Konvergenz und Grenzwert.
Nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung haben wir;
VX,Y,2)0 xy+yz+zxs\/x2 +y? +22.\/y2 +22 +x2 weil
Xy +yz + zx den Skalarprodukt von (x,y,z)und (y,z,x)also:

x3+y3+z3—3xyz=(x+y+z)(x2+y2+22—xy—yz—zx)>0.




Musterldsung zu Blatt 6, Aufgabe 1 Analysis | (MIA) WS 06/07

Angenommen jetzt x =3/a, , y=3/b, , z=3/c,,esfolgtalso c,,,>b,,;.

, 1 1 1
Angenommen jetzt X=—— , Yy=—— , Z=——,esfolgtalso b,,, >a, ;.
3Ian Slbn 3 C,

3 : .
< — also die Folge (an) ist wachsend
a

Von diesen zwei Relationen folgt, dass:
a

n+1

und c,,, <c, also die Folge (cn)ist fallend.

n

Die beiden Folgen konvergieren also nach | und I" mit 0< | < I,
Weil b, =3c,,,, —a, —¢C,, b, konvergiertnach I und I =3I" -1 -1",
21 =1 +1

2

Also wir haben jetzt { o
I =1l

2=L+I.—.

-+

Also die drei Folgen konvergieren und haben die gleichen Grenzwert!!!

. " 0
undfolgt I #0 und | #0, also ,also es folgt g = T =1.

(a,) ist der geometrische Durchschnitt.
(b, ) ist der algebraische Durchschnitt.

(c,) ist der arithmetische Durchschnitt.
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