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Losungen
zur
1. Klausur zur MIA: Analysis| fir Mathematiker
vom 16.12.06

Aufgabe 1. (2 + 2 Punkte)

a) Esseig € R\ {1}. Beweisen Sie durch vollstandige Induktion
n n+l _ 1
qu — 4" firallen eN.
q—1
k=0
b) Folgern Sie aus Teil a), daR die Reihe
>
n=0

fur alle ¢ € R mit |¢| < 1 konvergiert und bestimmen Sie lhren Summenwert.

(Diese Aufgabe sollte einen sicheren Einstieg in die Klausur erleichtern. Die Formulierung stellt klar,
dass ausnahmsweise die Hinweise auf entsprechende Resultate der Vorlesung nicht ausreichen, son-
dern dass die Uberlegung hier vollstandig dargelegt werden soll.)

L6sung:

n+171
q—1

_ g -1
= L5

a)Furn=0ist>}_,¢*=¢"=1und ¢
zung erfullt.
Der Induktionsschritt n — n + 1: Nach Definition des Summenzeichens ist

= 1, also ist die Induktionsvorausset-

n+1 n

quZqu—l—q"H,
k=0 k=0

nach Induktionsvoraussetzung also

+1
n k_qn-l—l_l n+1_qn+1 1 qn+1(q_1)
D4 R 1
prd q q q
also
ntl f qn+2_1
S =t
k=0

und das war zu zeigen.
Variante 1: Durch Induktion (¢ — 1) ), ¢* = ¢"t! — 1 zeigen.

Variante 2: Die letzte Formel direkt zeigen: (¢ — 1) Y7 _,¢* = >} _o(¢—1)g" = > 1" —
S od® = ¢+ gt = 0 ¢¥ — 1 = ¢"t! — 1. Die Induktion ist in den erlaubten
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Manipulationen der Summen enthalten.

b) Fur |¢q| < 1 konvergiert (¢") gegen 0, also auch % = ;L3¢" nach dem Satz Uber
Produkte von konvergenten Folgen. Die Partialsummen

qn+1 -1 qn+1 1
S R R
der Reihe konvergieren daher gegen 0 — q%l = rlq nach dem Satz tber die Addition von kon-

vergenten Folgen.

Aufgabe 2. (2 + 1 + 1 Punkte)

a) Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion: Fir ein geeignetes ny € N gilt

2" > n3  firalle n > ny.

b) Welches ist das kleinste ny € N mit dieser Eigenschaft?
c) Gibtesnocheinn € N, n < ng mit 2» > n3?

(In dieser Aufgabe sollte ein Induktionsbeweis mit einfacher Struktur gefiihrt werden. Die ausfiihrlichen
Fragen sollten darauf aufmerksam machen, dass nicht einfach drauflos gerechnet werden kann, sondern
dass der Induktionsbeginn erst einmal bestimmt werden muss.)

Losung:

Es bleibt nichts tbrig als die ersten Féalle durchzurechnen, es sei denn man erinnert sich an
210 — 1024. Damit bekommt man wegen 102 = 1000 einen guten Kandidaten fiir den Induktions-
beginn und sieht vielleicht sofort 29 < 93.

20=1>0%=0,

2l =2>13 =1,

210 = 1024 > 10® = 1000.

Hier stimmt also die geforderte Aussage.

Im Folgenden stimmt sie nicht:

22 =4 <23=38,

28 =8 <33=27,
24 =16 <4 =64,
20 =32 <53=125,
20 =64 <63 =216,
27 =128 < 73 = 343,
28 — 256 < 83 =512,
29 =512 < 93 =729,
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Behauptung: Fiir n > 10 gilt 2 > n3.
Beweis durch Induktion. Der Beginn fiir n = 10 steht schon oben.

Induktionsschritt (Variante A) n — n + 1: (n + 1)® = n® + 3n? + 3n + 1, und nach Indukti-
onsvoraussetzung n® < 2", also n? < -, n < 2;. Also wegen 1000 < 2% < 2" fiir n. > 10:

. 2” on 3 3 1 n oo ontt
(n+1)* <2 +3 +3 + 1555 2<1+1o+1oo+1ooo><2 2 = 2"t

1300
flr n > 10, da 1555 + 1000 + 1000 <1

Wenn man verstandlicherweise nicht sofort sieht, dass man die Induktionsvoraussetzung
mehrfach einsetzen kann, wird man z.B. wie folgt vorgehen:

Induktionsschritt (Variante B) n — n + 1: 2"+ = 27 4+ 2" > n3 4+ n3 nach Induktionsvoraus-
setzung. (n + 1)3 = n? + 3n? + 3n + 1. Es bleibt also zu zeigen:

n®>3n’+3n+1

Variante B1: Induktion nach n ab 10: 10% = 1000 > 300 + 30 + 1 als Induktionsbeginn.
(n+ 1) =n3+3n%+3n+1 > 3n% + 3n? + 3n + 1 nach Induktionsvoraussetzung und 3(n +
1)?2+3(n+1)+1=3n%+9n+ 7. Wegen 3n? + 3n + 1 > 9n + 7 sogar fir alle n > 3 folgt die
Beh. (Gegebenenfalls wird die letzte Ungleichung auch noch durch Induktion bewiesen.)

Variante B2: Statt die Ungleichung mit einer zweiten Induktion zu beweisen, ist auch gut,
folgendermaRen zu argumentieren: Fir n > 5ist n3 > 5n2? und 2n? > n%4n? > 3n+ 1, wie man
durch Vergleich der Summanden sofort sieht, also n? > 5n2 = 3n% + 2n? > 3n? + 3n + 1.

Damit ist 10 die kleinste der natirlichen ny mit der gesuchten Eigenschaft, und als Weiteres
wird sie von n = 0 und n = 1 erfllt.

Aufgabe 3. (1 + 1 + 1 + 1 Punkte) Entscheiden und begriinden Sie, ob die folgenden Aussagen
richtig oder falsch sind.

a) Furallez,y c Qmitx < ygibteseinz e Z,sodal z < z < y.

b) Furalle z,y € Zmitxz < y gibteseinz € Q,sodal z < z < y.

c) Furallez,y e Qmitx < ygibteseinz e R\ Q,sodal z < z < y.

d) Firallez e Qundalley c R\Qmitz < ygibteseinzc R\Q,sodal z < z < y.

(Hintergrund dieser Aufgabe ist die Aussage, dass Q in R dicht liegt und Verwandtes.)
Losung:

a) Die Aussage ist falsch, weil es z.B. zu 0,1 € Q keine ganze Zahl n mit 0 < n < 1 gibt.

T

b) Die Aussage ist richtig, denn z := 2 =z + 22 = y — X erfiilit z < 2 < y und z € Z.

c) Die Aussage ist richtig, denn z.B. fir z := o + ¥ 5‘\/_ 2istz < z < yundes gilt z ¢ Q.
Sonst ware £5£1/2 = z—z in Q und dann auch /2 = (452)~12/2 im Widerspruch zu v2 ¢ Q.
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d) Die Aussage ist richtig. Zu y — = > 0 findet man n € Ny mit % < y — x (Eudoxos / Archi-
medes). Also ist z := 2 + /2 < z + < y und natiirlich z < z. Wie in c) ist z nicht in Q.

Bemerkung: c) und d) folgen auch unmittelbar aus der Tatsache, dass R\Q dicht ist in R,
eine Aussage, die wir allerdings in der Vorlesung nicht explizit bewiesen haben. Der Beweis
geht wie die Uberlegung zu c) oben.

Aufgabe 4. (1 + 1 + 1 + 1 Punkte) Entscheiden und begriinden Sie, welche der folgenden Mengen
nach oben/unten beschrénkt ist bzw. ein Maximum/Minimum hat.

a) M, = {n €Ny :n? = (2k — 1)n fur geeignetes k € N; }.

b) M ={zxe€Q:22-1>0}.

) Mc={zeR:|z—-1]-1<0}.

d) My={reR:2%+2z+1>0}.
(Der Umgang mit dem Begriff der Beschranktheit wird hier geprift.)

Losung:

a) M, ist nach unten beschrankt und hat ein Minimum: 1 erfiillt 12 = (2-1 1)1, also 1 € M,
und 1 ist Minimum von M,, weil M, C N; gilt. ist n? = (2k — 1)n.

M, ist nicht nach oben beschrankt, denn ny := 2k — 1 ist in M,: n} = (2k — 1)n;, und die
Folge (2k — 1) ist unbeschrankt. Wir haben auch gezeigt: M, := {2k + 1|k € N}.

b) My =] — oo, —1[U] 1, oco[. Daher ist M, weder nach oben noch nach unten beschrankt.

c) M. =]0, 2] ist beschrankt mit sup M, = 2, aber 2 ¢ M,, und mit inf M. = 0, aber 0 ¢ M..
Also hat M. weder Minimum noch Maximum.

d) My = R\{—1} ist weder nach oben noch nach unten beschrankt.

Aufgabe 5. (3 + 3 Punkte) Die Folge (a,, )nen Sei gegeben durch ag := 3 und

2n
a‘7l :

SR L N;.
PENEIEFAL

a) Berechnen Sie limsup,,_, . a, und liminf,_, a,.
b) Bestimmen Sie sup M und inf M fur M = {a, : n € N}.

(Der Umgang mit limsup und lim inf wird hier abgefagt, wie auch die Bestimmung von Minimum und
Maximum.)

L6sung:

a) azn = 575 = T4 — 2und 1 < as, = 13 < 2firn € Ny.

Ant2  _ dng2 _ A+2

@2n+1 = 3=(2n+T) ~ 1-2n ~ I

— —2 und aopt1 = 11171—52 < 0firn € Ny.
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Also limsup,, . a, = 2 und liminf, . a, = —2

b) In &) wurde bereits a,, < 2 fir n € N, gezeigt, also sup M = ag = 3 wegen a; = 2.

Die Teilfolge (azn+1)nen, ist monoton wachsend: ag, 1 = %52 = -2 — 5257 < =2 — 527 =
az(n+1)+1- Wegen ay = 2, az = % = —6 ist daher Daher inf M = —6.

Aufgabe 6. (4 Punkte) Fir eine Folge (a,)nen Mit a, < 0, n € N gelte lim,, ., a, = 0. Zeigen Sie,
daf es zu jedem Index n € N ein my € N mit a,, < a,, fur alle m > mg gibt.

(Diese Aufgabe erfordert die prazise Anwendung der Definition der Konvergenz einer Folge.)
L6sung:

Fur jedes n gilt mit ¢ := —a,, > 0: Es gibt ein mg € N, so dass fur alle m > mg gilt:
lam| < e, weil die Folge nach Voraussetzung eine Nullfolge ist. Offenbar ist daher —a,,, < —ay,
also a,, < a,,, Was zu zeigen war.

Aufgabe 7. (2 + 2 Punkte)
a) Formulieren Sie flr eine Folge (a, )nen das Monatoniekriterium.

b) Sei (b,)nen €ine Folge mit 0 < b, < 1 fiir alle n € N. Zeigen Sie, daR die Folge (a;)nen Mit
Ay = ku, n €N
k=0

konvergiert.

(Die Aufgabe b) kann evtl. schwierig aussehen, daher sollte durch a) ein Hinweis gegeben werden, wie
man am besten vorgeht. Leider wurde nicht zu selten ,Kriterium* als ,Definition” verstanden.)

L6sung:

a) Jede monotone Folge in R ist bereits konvergent, wenn sie beschrankt ist.
Richtig ist auch: Jede monotone Folge aus R ist genau dann konvergent, wenn sie be-
schrankt ist.

b) Es genigt nach a) zu zeigen, dass die Folge monoton fallend ist, denn sie ist sicherlich
durch 0 nach unten beschrankt. a,,+1 = byy1a, < a, wegen 0 < b,+1 < 1, alsoist (a,,) monoton
fallend.

Aufgabe 8. (2 + 2 + 2 Punkte) Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Konvergenz und
berechnen Sie gegebenenfalls die Grenzwerte.

a) 2n2+3n+5
an = — 5
n24+4n+7
271,—&-1. n 1!
b) a, = 2"t 1)

27 . nl. (n4 1)+t
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n?3/n

) = T D1 3)

(Hier konnte elementares Basiswissen (Permanenzeigenschaften bei konvergenten Folgen) eingesetzt
werden mit sofortigem Erfolg! Abgesehen von Rechenfehlern.)

L6sung:
a
) 3L 5
2+34+5 24040
Y AII T T 1y0+0
1+24 7 +0+
b)
22 2
n_(n—i-l)"_(l—i—%)” e
c)
Yn 1
n = 73ini3 ] 1:1
n n

auf Konvergenz.

(Diese Folge ist entgegen des ersten Eindrucks keine Folge von Partialsummen und daher spielt Rei-
henkonvergenz hier keine Rolle, Der Unterschied sollte beachtet werden, dann ist man mit dem Monoto-
niekriterium wieder schnell durch!)

Losung:

Die Folge konvergiert, weil sie durch 0 nach unten beschréankt ist und weil sie monoton
fallend ist:

a = i l—i- ! + = =a —l—k ! + !
"“_k < k2l m+2 " n om+1 ! 2m+2
=n

und
1 1 1 1 1 1 1

el i A e Rl wrny ) A6 e Bl )

< 0.

Aufgabe 10. (6 Punkte) Sei s die Summe der konvergenten Reihe >~ | 1. Zeigen Sie:

_ 12 417
—~ (2n-1) 4

(Die Absicht dieser Aufgabe ist, das Rechnen mit Grenzwerten von Folgen bzw. Reihen anzuwenden.)
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L6sung:
Die n-te Partialsumme der Reihe 5, _; rtyy Sei s), und s, == Y2j_; 5. Dann gilt s, =
S+ Yy @ = s + +s,. Also folgt aus dem Satz tiber Summen von konvergenten Reihen:
. 1
SHZSQn—an—>8—|—15:ZS.

Aufgabe 11. (4 + 4 Punkte) Es seien K ein angeordneter Korper, e € K und die Folge (z,)nen
rekursiv durch

x9:=e und z,41:=z,+1g,neN

definiert. Hierbei bezeichnet 1 das Einselement des Korpers K.
a) Entscheiden und begriinden Sie, ob die Menge M := {z,, : n € N} stets unbeschrankt ist.

b) Beweisen Sie, dal? M zusammen mit dem Anfangselement e und der Nachfolgerfunktion S : M —
M, definiert durch S(z,,) := z,41 fir n € N, ein System natirlicher Zahlen bildet.

(Hier geht es um die Basiskonzepte wie System natirlicher Zahlen und archimedische Anordnung. Im
wesentlichen ist diese Aufgabe ein Abfragen dieser Konzepte.)

Losung:

a) Sei erst einmal e = 0. Dann ist M = N und M ist nach unten beschrankt. Nach Satz ist
Nx genau dann unbeschrankt, wenn K archimedisch angeordnet ist.

(Ist K archimedisch angeordnet, so wird jedes Element x € K durch n € N Ubertroffen. D.h. N ist
unbeschrénkt. Ist K nicht archimedisch angeordnet, so gibt es b € K, das durch kein n € Nk Ubertroffen
wird, d.h. Ng ist durch b nach oben beschrankt.)

Fir allgemeines e € Kisty : K — K, x — x + e, eine Abbildung mit ¢(N ) = M und der
Eigenschaft: x < y <= ¢ (z) < ¢(y). Also ist M genau dann beschrankt. wenn N x beschrankt.
Die vollstandige Behandlung von a) lautet also: M ist genau dann unbeschrankt, wenn K archi-
medisch angeordnet ist.

b) Wir wissen aus der Vorlesung: N ist ein System naturlicher Zahlen. Daher folgt die
Behauptung unter Verwendung von v, denn ¢ : Ny — M,z — x + e ist eine Bijektion, mit
¥(0) = e = xg,%(n + 1) = S(z,). Diese letzte Eigenschaft folgt aus x,, = n + e = ¥ (n), und
das ist Klar. (Ausfuhrlich durch Induktion: zp = 0+e=cund zp,4+1 =2, + 1 =(n+e)+1=
(n+1)+e=1¢(n+1)).

Ein anderer Weg, die Aufgabe zu losen, ist das direkte Nachprifen der Axiome:

P.1: S : M — M ist injektiv: S(x,) = S(x) bedeutet n = k, weil S(x,,) = 2p41.

P.2: e ¢ S(M) bedeutet e # S(x,,) = z,41 fur alle n € N. Die Anordnung besagt aber bereits
e < zpy1. Ganz ausfuhrlich durch Induktion: e < e+ 1 =121 = zgy1 und aus e < xp41, Tpt1 <
Tnt1 + 1 = x40 ergibt sich e < z, 4.

P.3: Sei BC Mmite € Bund S(B) C B. Dann B = M, d.h. z,, € B fur alle n € N. Das
sieht man durch Induktion: e = x( € B nach Voraussetzung. Ist z;,, € B so ist z,+1 = S(z,) €
S(B) C B, also z,,+1 € B.
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