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Kapitel VII. Integration in einer Veranderlichen

In diesem Kapitel wird die Integration von Funktionen f : I — R auf einem Intervall I C R auf die
Bestimmung von Flachen zurickgefuhrt und damit zugleich der Begriff der Flachenbestimmung
préazisiert. Es wird hier im wesentlichen nur die Integration von stetigen Funktionen behandelt
und in Beziehung zum Begriff der Stammfunktion gesetzt, so dass zum Schluss (des Kapitels
und der Vorlesung) auf eine Reihe von Integrationsmethoden eingegangen werden kann.

820 Integration durch Stammfunktionen

Zur Motivation: Gegeben sei eine nichtnegative Funktion f : I — R. Man betrachte das
Problem der Flachenbestimmung (Inhaltsmessung) der Flache ,oberhalb” eines kompakten In-
tervalls [a,b] (genauer: oberhalb der durch das Intervall bestimmten Strecke auf der z-Achse)
und unterhalb des Graphen I' ;. Das Ergebnis sei It f € R.

Zugrundelegt wird der Inhaltsbegriff von Rechtecken, Dreiecken und Trapezen aus der Ele-
mentargeometrie. Dann ist klar, dass fur eine konstante Funktion f(x) = m sich als Flachenin-
halt I’ f = (b— a)m (Rechteck) ergibt und fiir eine lineare Funktion f(z) = ma der Flacheninhalt
I0f = 2(mb +ma)(b— a) = $m(b? — a?) (Trapez).

Wir stellen daher an eine allgemeine Inhaltsmessung I°f die folgende Forderung:

(20.1) Forderung: Fir die zu integrierende Funktion f : I — R, f > 0, sollfurallea,b € I,a <b
gelten:
(11)
(b= a)mef <If < (b—a)Mf,
wobei m? f := inf f([a,b]) und M?f := sup f([a, b]) und
(12)
IPf=TI¢f+1°f wenn c€T,a<c<b.

(20.2) Satz: Sei f : I — R eine Funktion, f > 0, mit I1 und 12 fur alle a,b € I, a < b. Setze fir
einaclundxz >a,z€l,

F(x):=If.
Ist dann f stetig, so ist F' differenzierbar und es gilt F'(z) = f(x) fur 2 € I N ]a, oo]. Analog fir
F(z):=1% x <b. (02.02.2007)
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(20.3) Definition: F' : I — R heif3t Stammfunktion der Funktion f : I — R, wenn F'in I diffe-
renzierbar ist mit F' = f.

(20.4) Bemerkungen:
1° Eine Stammfunktion ist eindeutig bestimmt im Falle der Existenz.
2° Sei F' Stammfunktion einer Funktion f mit f > 0. Dann erflllen die

If:=F(b)—F(a),a,bel,a<b,

die Bedingungen I1 und 12.

3° Diese Eigenschaft 2° weist den Weg, wie I°f sinnvoller Weise zu definieren ist fiir den
Falla > b: I¢f = 0und IZf := —I5f fir d < c, falls IZf mit I1 und 12 fur alle a,b € I mita < b
gegeben ist.

4° Sei C(I) := {f : I — R|f stetig} die Menge der stetigen Funktionen. Aufgrund der
Permanenzeigenschaften 13.4 ist bekannt, dass C(I) ein Vektorraum tber R ist. C(I) ist sogar
eine (kommutative) Algebra. Eine weitere naturliche Struktur auf C(I) ist durch den Kegel der
nichtnegativen FunktionenC, (1) := {f € C(I)| f > 0} gegeben. Aus dem vorangehenden Satz
folgt in Verbindung mit 2°: Wenn I°f fiir f € C(I) existiert, so ist es eindeutig bestimmt.

5° V f € Cy(I) existieren I’ f mit 11 und 12 firalle a,b € I, a < b, <= V f € C(I) existiert
eine Stammfunktion.

(20.5) Notation: Im Falle der Existenz von I?f mit 11 und 12 schreibt man

/bf(x)d:r =1°f

/abf(ﬂc)dacz/abfdac:/abf(t)dt:/abdxf(x)'

/abf(x)d:r

Beispiele: Fur Polynome p(z) = Y i_, cxa® ist P(z) = Y p_ g cra®! eine Stammfunktion
und es gilt:

und auch

ist das Integral von f von a nach b.

b n 1
/ p(z)dr = Z P (bl€+1 - ak+1> .

k=0
Fur konvergente Potenzreihen f = > ¢, T% ist F = Y +¢,_1T" eine Stammfunktion (im
Konvergenzintervall I von f) und es gilt:

fira,b € |]—py, py[ -
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(20.6) Satz: Zu jeder stetigen nichtnegativen Funktion f : I — R gibt es I2f mit I1 und 12 fur
alle a,b € I, a < b. Also hat jede stetige Funktion eine Stammfunktion. [06.02.2007]

(20.7) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Jede stetige Funktion f : I — R hat
eine Stammfunktion F' der Form

F(z) = / " f(bdt.

(20.8) Regeln: Fir stetige Funktionen f,g : I — R auf einem Intervall I ¢ R und fur a,b € I
sowie A € R gilt:
b a a
/ fdx:—/ fdzx ; / fdx=0.
a b a

10
/ab(f+g)dx:Lbfdx+ngdx;/abAfdx:A/abfdx.

Also ist f;’ : C(I) — R eine lineare Abbildung (ein lineares Funktional, eine Linearform) und
damit ein Element des Dualraumes von C(I).
3° Im Falle a < b gilt:

20

b
f20:>/fd:1:20,
b
£20 fluy 20 = [ rdszo,
b b
fﬁg:/fd:z:ﬁ/gd:z:,

b b
I <9, flap # Glap) = / fd37</gd33-

Also ist f;’ : C(I) — R nicht nur ein lineares Funktional, sonder auch ein positives Funktional
(u : C(I) — R heif3t positiv, wenn fur alle f € Co(I) stets p(f) > 0 gilt).

4° Im Falle a < b gilt:
b b
/fd:): </ |f|dx.

821 Integrationsmethoden
Die Ergebnisse des vorangehenden Paragraphen besagen, dass zumindestens fir die ste-
tigen Funktionen ein Integral Uber kompakten Intervallen existiert. Zur konkreten Bestimmung

der Integrale werden hier einige Methden zusammengestellt.

(21.1) Integration durch Stammfunktion: Die Kenntnis einer Stammfunktion F' zu einer steti-
gen Funktion f liefert sofort (vgl. 20.4.2° und 20.6):

b
/ fdz = F(b) — Fla).
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Generell wird F|% := F(b) — F(a) gesetzt, so dass f: fdx = F|5.

Beispiele (neben dem Beispiel einer allgemeinen konvergenten Potenzreihe, vgl. vor 20.6):
10

b
/ x%dx = . (b°‘+1 - ao‘+1)
a a+1 ’

wobeia € R, a# —1unda,b > 0.
20
b1
/ Edwzlogb—loga,

wobei a, b > 0.
30

b
/ edr = e’ — e,
a
wobei a, b € R.
4°

b1
/ ——dx = arctan b — arctan a,
o 1+ 22

wobei a, b € R.
50

b1
/ ————dx = arcsinb — arcsina
a 1 - ./I/‘Z

wobei —1 <a < b < 1.

(21.2) Partielle Integration: Es seien f, ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann

gilt:
b , b
/ /
[ tddo=sol~ [ fodo.
a a
Beispiele:
10
L 1 L
/ sin?z dz™ — sinz cosz|? —/ —cos® z dx
_1 27 _1
2™ 2™
mit f(z) = sinz, g(z) = —cosz, da fg' = sin? und f'g = — cos. Also

M=

i l’TI'
. 2 2 2
/ sin” xdx :/ cos” xdx .
i ~1ix

Wegen 1 = sin’x + cos?z folgt

2 2
1 1,51 1 3
/1 xlogxdr = §x210g:1:|% —/1 53:25 dx = 2log2 — Zaf\% =2log2 — 1

T " 2 1
sin xda::/ cos xda::§7r.
— 357

N[
N[

1 1
™ 2

20
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(21.3) Integration durch Substitution: Seien f : I — R stetig und ¢ : [a, 5] — R stetig
differenzierbar mit ¢ (|c, 3]) C I. Dann gilt:

o(B) Ié;
/ f(@)de = / o) (t)dt
o) o

Rezept: Bei der Substitution x = (t) ersetze man dz durch '(t) dt: dx = (t) dt.

Beispiele:
1° Zur Bestimmung von [, V1 — 22dz dient die Substitution 2 = sin ¢:

1 ™
V1 — 22 dr — M — ain2 _
/_1 1—a2dr /1 1 — sin“(t) costdt /_

_571—

N[
D=

i 1
cos’tdt = =,

1. 2

2

wie oben in 21.1° gezeigt.

Dieses Ergebnis unterstitzt die Vortberlegungen in § 7 zum Inhalt der Kreisscheibe. Das
Integral beschreibt ja die Flache unterhalb des Halbkreises vom Radius 1, das heif3t, die Flache
des Einheitskreises ist entsprechend der Integralrechnung gerade 7 in Ubereinstimmung mit
den heuriestischen Voruberlegungenin 7.12.

20

" d(x) — oo a(z)|?
| L = gl

wenn g stetig differenzierbar und Uberall positiv ist. Das folgt aus der Substitution y = g(z), dy =
¢ (z)dz im Integral [ i dy; oder man sieht gleich, dass log ¢ Stammfunktion das Integranden ist.

Zum Beispiel:
/b T L, 2 v
= — 10 .
1422 2 81 yg2le

(21.4) Partialbruchzerlegung: Wir bauen auf den Satz tber die Partialbruchzerlegung: Fur
Polynome P und @, die teilerfremd sind (d.h. es gibt kein Polynom R vom Grad > 1, das @ und
Q teilt) und fur die der Grad von p kleiner als der von @ ist, hat die rationale Funktion

P(z)
Q(x)

eine Zerlegung als eine endliche Summe von rationalen Funktionen der Form

fz) =

;v e R\{z eR|Q(2) =0},

mit AR, 290 € R und m € Ny
(x — o)™

d
un Bx+C

(22 +2Dx + E)"

Dabei durchlauft z die reellen Nullstellen von Q und die quadatischen Ausdriicke 22+ 2Dz + E
sind ohne reelle Nullstelle mit zwei konjugiert komplexen Nullstellen z, und Z5 von @, also

mit B,C,D,E €R und ne€ Ny.
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22+ 2Dz + E = (z — 20)(z — Z). Es gilt insbesondere 0 < D? < E, ansonsten hat man
doch eine reelle Nullstelle.

Beispiel:
3(z+1) 3 2 z—1
x4 —x :_;—i_az—l 22+r+1°
Um diese Darstellung zu finden, muss man zunéchst das Nennerpolynom () zerlegen. Of-
fensichtlich sind hier 0 und 1 Nullstellen von Q(x) = z* —z, also hat man erst einmal die Identit&t
Q(x) = z(x—1)(z?+ax+b), und man sieht leicht, dass a = b = 1 ist. Der quadratische Ausdruck
z? + 2 + 1 hat keine Nullstelle in R, es gilt 22 + z + 1 = (z — 3(—1+ V3))(z — 3(—1 — V/3)). Der

Satz Uber die Partialbruchzerlegung besagt, dass

-z z -1 =2242+1

3(z+1) A+ B Cx+D

gelten muss, mit geeigneten A, B,C, D € R. A und B kann man dann durch Grenzwertbetrach-
tungen erhalten, z.B. ergibt sich A = —3 aus
3(z+1) B Cx+D

=A
3 —1 +xx—1+x:):2—|—x+1’

indem x gleich Null gesetzt wird und B = 2 analog. Die verbleibenden Koeffizienten findet man
durch Einsetzenvon z.B. x =2 und z = —1.

Ein weiteres Beispiel:

e4l 112
3-222+2 2z -1 (x—1)2°

Integrationsmethode: Daher bedeutet die Integration solcher rationaler Funktionen f, dass
die Partialbruchzerlegung von f gefunden werden muss, und dass Stammfunktionen zu den fol-
genden Briichen bekannt sind (wir schreiben [ g dz fiir eine Stammfunktion von g):

10

1 1 1-m
) wenn m # 1

/ 1 do — T-m ((xfxo)
(x —xo)™
log |z — x| wenn m =1

nach 21.1.1°/2°.

20
/ 1 d 1 ¢ z+D
Zy2De+ B VE-DVE-D?

wie sich mit A := +/E — D? aus Substitution y = %b wegen
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/ 1 / ) L 24D
— = arcan — — arctan
ZroDr BT A ) T2 YTA A

unter Verwendung unseres Resultats 21.1.4° ergibt.

Man beachte die Bedingung E — D? > 0, die erfullt ist, da das Nennerpolynom ¢(z) =
22 4+ 2Dz + E nach Voraussetzung keine reelle Nullstelle hat. Sollte ¢ doch eine reelle Nullstelle
haben, so ist ¢(z) = (x — z¢)(x — z1) und % zerlegt sich in zwei Summanden

1 1 1

q(z) (w0 —a1)(z—20) (w0 —a1)( —21)’

deren Stammfunktionen aus 1° schon bekannt sind.

30
1

Bx+C 1 9

22+ 2Dz + FE
wie sich aus der Darstellung

Bx+C 1 _4'(x) B 1
B (€= DB)

und 21.3.2° ergibt. Wegen 2° ist dann auch hier die Stammfunktion bekannt.

w2 +2Dx+E 2 q(z)

4° Schlief3lich flr n € Ny:

/ 1 o 1 c+D . ;-3 / 1 .
(x2+2Dx+E)» "~ 2(n—1)(E—D?) (224+2Dx+E)"1  2(n—1)(E-D?) J (x2+2Dx+ E)»=1 "

Unser Beispiel von oben hat dann die folgende Stammfunktion

1 dx = —3log|z| +2log |z — 1| + = log (x* + x + 1) — —= arctan
Tt —z 2

/3(w+1) 1 ) 1 2r+1
V3 V3

(21.5) Numerische Integration: (Sehnentrapezregel) Die Sehnentrapezregel (auch einfach

,rapezregel“ genannt) fur eine stetige Funktion f : [a,b] — R mit Schrittweite h := ,neN;
Ist -
Spf = —hf )+h> fla+kh)+ hf( ).
k=1

Fur den Fall, dass f zweimal stetig differenzierbar ist, gilt die Fehlerabschatzung

x)dx — Spf| <

wobei M := sup{|f”(z)| |« € [a,b] }. Es liegt also quadratische Konvergenz vor. Bezogen auf
die Anzahl n der Teilintervalle sieht diese Abschatzung mit S, f = S, f folgendermalf3en aus:

/f )dz — Snf| < (b_a) (%)2
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(21.6) Satz: (Mittelwertsatz der Integralrechnung)?® Fiir stetige Funktionen f, g : [a,b] — R, g >0

gibt es ¢ € [a, b] mit
b b
/ f(x)g(x)dx = f({)/ g(z)dx .

Die Aussage gilt ebenso fur den Fall g < 0. [09.02.2007]
Die Aussage gllt nicht allgemein: fo x)(2x — 1)dx ist im aIIgemelnen nicht 0 (etwa fir
flz)=6x: fO 27 — 1)dx = 423 — 322%|} = 1), wahrend fo 27 — 1)dx = 2% — z|§ = 0 qilt.

[[Zum Beweis des Mittelwertsatzes stellen wir als Erstes

mf/ d{1,</f dx<be/

fest: Diese Ungleichungen folgen aus der Monotonie des Integrals (20.8.3°) oder direkt aus der Kon-
struktion (Beweis zu 20.6). Also gibt es € [m? f, M? f] mit

/f dm-n/abg< )z

Nach Zwischenwertsatz existiert schlief3lich £ € [a, b] mit f(£) =, also

b b
[ @tz = 1 [ gtyan.
)

[[Beweis der Sehnentrapezregel 21.5: Wir setzen aj, := a + kh zur Abkiirzung (wobei h = %) und
berechnen in einem ersten Schritt mit H,(z) = = — a, — 5k unter Verwendung der partiellen Integration:

[ iwae= [T m@s@ = m s i - [ H @,

also

/a:k+1 f(z)dr = %h (f(ak) + flars1)) — /,,:Hl Hy(2)f'(z)dz.

Aufsummiert ergibt diese Identitét auch schon ein Ergebnis (gelegentlich Eulersche Summenformel
genannt). Mit der Stammfunktion Gy (z) := 2% — (ay, + 1h)x + (a3 + axh) von H, gehen wir aber einen
Schritt weiter (wieder partielle Integration):

/ - Hi(2)f'(x) dv = / - Gl (x) f'(x) dow = G f'|ar+ — / B G(z)f" (x) da .

Wegen G (ax) = 0 = Gi(ar+1) verschwindet der erste Summand und die Funktionen Gy, setzen sich
zusammen zu einer stetigen Funktion G auf dem Intervall [a, b] mit G|(a, a,.,] = Gk|ay,aps.] Mit G < 0.
Aufsummieren liefert

b n—1 g1 n—1 n—1 ak+1
/ f(x)dx:Z/ fla) :—hf +h2fa+kh + hf +Z/ (z)dz
@ k=0 " 9k =0 " 9k

also

%in der Vorlesung erwahnt als wesentliches Beweismittel zum Beweis von 21.5, aber nicht vorgetragen und nicht bewiesen
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b b
/ f(x)dz = Sh(f) + / G(2)f"(z) da,

und aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung 21.6 ergibt sich wegen G < 0

b b
/ F(2)dz = Su(f) + £7(€) / G(z) dz

fur ein £ zwischen a und b. Die Behauptung des Satzes folgt schlief3lich aus

Ak41 1 3
de = ——h
~/sz Gr(z) dx 5

zusammen mit

b n—1 ap41 1 ) 1 h2
/a G(z)dr = Z/ Gi(x) dx = —Tonhh? — = (b—a)h?.

k=0" %k

Denn insgesamt haben wir ja

b —a
Sf) = [ fade + 11O 00

gezeigt.

1
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