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Aufgabe 1:

Finden Sie ein Beispiel fiir eine meromorphe Funktion f € M(C), die auf den Kreisringen Ay 1(0)
und A; 5(0) unterschiedliche Laurentreihenentwicklungen besitzt. Beweisen Sie, dass Ihr Beispiel
die geforderte Bedingung erfiillt.

Lo6sung:
Wir betrachten die Funktion:
1
: C\{1 C: .
fre\{I} =€ s
Die Laurentreihenentwicklung auf Ag 1(0) lautet:
1 oo
= 2" fir 2] < 1.
1—-2
n=0
Es gilt:
111
-2  z1-1%"

z

Damit gilt fiir die Laurentreihenentwicklung auf A, 2(0):

1 - (1\" .
1—z:_;(z> fir |z| > 1.
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Aufgabe 2:

Sei U eine offene Menge in C, G C U ein beschréinktes Gebiet mit 0G C U und p € G ein Punkt. Sei
weiter f : U — C eine holomorphe Funktion mit der Eigenschaft: |f(p)| < min{|f(2)||z € 0G}.
Zeigen Sie: f besitzt eine Nullstelle in G.

Lo6sung:

Angenommen f besitzt keine Nullstelle in G. Es gilt also |f(z)| > 0 fiir alle z € G und f(z) # 0
auf 0G nach Voraussetzung. Betrachte nun die Funktion:

Nach Vorraussetzung gilt:

[f(p)] < min{|f(2)||z € G} firp € G.

Dies bedeutet aber:
lg(p)| > max{|g(2)[|z € 0G} fiirp € G. (1)

Beachte nun, dafl f nicht konstant ist, da

[f(p)] < min{[f(2)[ |2 € 0G}

gilt. Damit ist auch g nicht konstant. Nach dem Maximumprinzip wird das Maximum von g aber
auf dem Rand angenommen. Dies ist ein Widerspruch zu Ungleichung (1) und die Behauptung ist
damit gezeigt.
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Aufgabe 3:

(a) Berechnen Sie fiir alle k € Z das Residuum der Funktionen f; an der Stelle O :

sin z

fe:C"—=C: 2z

2k
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(b) Berechnen Sie die Laurentreihenentwicklungen der Funktion ¢ fiir geeignete punktierte

Kreisscheiben um ihre Singularitidten 0 und 1:

Lo6sung :
(a) Zuerst notieren wir die Reihenentwicklung des komplexen Sinus:

sin(z) = i =0 PRl

= (2n +1)!
Damit: -
sin(z) _ Z (=" L2n+1—k
2k — (2n+1)!

Sei k < 0. Dann gilt:
Reso(fx) =0

da 2n+1—k > 0 gilt.

Sei nun m >0, m € IN und k£ = 2m + 1. Dann gilt:

Reso(fx) =0

denn die Gleichung
m+1—(2m+1)=—1

kann fiir kein m erfiillt werden.

Sei nun m > 0, m € IN und k£ = 2m. Dann gilt:

Reso(fx) = 77—y

denn die Gleichung
2n+1—(2m)=-1

liefert n = m — 1 als einzige Losung.
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Lo6sung :

(b) Sei zuerst |z| > 0 und |z| < 1. Schreibe:

1 22

(1-1?  (z—1p

z

Die Singularitit an der Stelle 0 ist also hebbar. Es gilt:

1 o
e It
n=0
und
0 ( 1 ) 1 ot
Tl =7 = an
0z \1-=% (1-=2) —
damit also auf D(0,1):
g(z) = (n—1)2"
n=2

Sei jetzt |z — 1| > 0. Schreibe:

Damit gilt auf Ag o (1):
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Aufgabe 4:

Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes den Wert a des folgenden uneigentlichen Integrals:

oo

4
a::/idx.
2 —z+1

— 00

Sie diirfen natiirlich Methoden der Vorlesung bzw. der Ubungen benutzen!

Lo6sung :
Fiir dieses Integral verwenden wir den folgenden Satz aus der Vorlesung:

Satz (21.7). Seien P,Q € Clx] Polynome in einer Verdnderlichen, wobei Q~1(0) "R = O und
grad @ > 2 4 grad P gelte. Sei

meromorphe Funktion. Dann gilt:

o0

/f(t)dt:27ri Z Res. (f)

Im 2>0

Die Voraussetzungen des Satzes sind erfiillt und wir kénnen die Pole des Integranden bestimmen.

Sei:
4

& =2

Es gilt:
2 —z41=(2—2)(z— 2)

mit z; = % + i% 3 und z5 = z7. Es ist Im(z1) > 0 und wir haben:

4 4 4

Res., (f) = o :_im_ V3

Damit ist also der Wert:

o4 8T
a=27r1(—1%)—\/§
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Aufgabe 5:

Sei G ein Gebiet in C und p ein Punkt in G. Weiter sei K definiert als die Menge holomorpher
Funktionen auf G mit Bild in der offenen Scheibe D(0, R) vom Radius R > 0, die in p verschwinden,
also:

K:={fe0@G)|fz) <RVzeG, f(p) =0}
Zeigen Sie die Kompaktheit der Menge K bzgl. der Topologie der kompakten Konvergenz in O(G).

Lo6sung :

Zuerst bemerken wir, dafl IC beschrénkt ist nach Definition.

Als nichstes zeigen wir, dal K abgeschlossen ist. Sei (f,) kompakt konvergente Folge in K mit
lim, o fr, = f. Nach dem Satz von Weierstrass ist f : G — C holomorph. Da (f,,) auch punkt-
weise konvergiert ist |f(z)| < R fiir alle z € G und f(p) = 0.

Ist nun f konstant so gilt |f(z)| < R. Ist andererseits f nicht konstant, so ist nach dem Satz
von der Gebietstreue f(G) offen in C, also auch |f(z)| < R.

Damit ist f € IC, also K abgeschlossen.

Insgesamt ist IC beschrankt und abgeschlossen. Nach dem Satz von Montel ist K kompakt.
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Aufgabe 6:

Beschreiben Sie die Menge M aller Werte, die das folgende Integral bei Wahl einer geschlossenen,
stetig differenzierbaren Kurve « : [0,1] — C\ {£i} annehmen kann:

I() ::/%{2 d¢.

[e%

Das heifit M := {I(a) |« : [0,1] — C\ {xi}, astetig differenzierbar, a(0) = «(1)}

Lo6sung :
Es gilt:
1+2%2=(z—i)(z+1)
Der Integrand hat zwei Pole, einen bei —i und einen bei i. Sei im Folgenden W(«, z) die Win-
dungszahl. Es gilt:

I(a) = 27miRes; < G+ > W(a, 1) 4+ 2miRes_; <(z—1)1(z+1)) W (o, —i)
Es ist
. 1
oS (z—1)(z+1)/) 2
und 1
Res_; ( ) =75

Damit ergibt sich:

Damit gilt fiir die Menge M:
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Aufgabe 7:

(a) Formulieren Sie jeweils mit allen notwendigen Voraussetzungen den Cauchy-Integralsatz
in der Homologieversion, sowie den Residuensatz ebenfalls in der Homologieversion.

(b) Zeigen Sie fiir die Sdtze aus Teilaufgabe (a):

Der Cauchy-Integralsatz folgt aus dem Residuensatz.

Loésung:
(a) Cauchy - Integralsatz:

Sei U C C offen. Sei f eine holomorphe Funktion auf U. Weiter sei « eine stetige geschlossene
nullhomologe Kurve in U. Dann gilt:

/f(z)dz =0

Residuensatz:

Sei U C C offen und S C U eine in U diskrete Menge. Sei f eine holomorphe Funktion
auf U \ S. Weiter sei « eine stetige geschlossene nullhomologe Kurve in U \ S. Dann gilt:

/f(z) dz = 27 ZRess(f)W(a, s)

ses

(b) Seien die Vorraussetzungen des Residuensatz gegeben. Weiter sei S = (). Damit erhélt man
die Voraussetzungen des Cauchy - Integralsatz und auch die Aussage.
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Aufgabe 8:

(a)

(b)

Formulieren Sie den Satz von Rouché.

Bestimmen Sie mit diesem Satz die Gesamtzahl der Nullstellen
(mit Vielfachheiten gerechnet) der holomorphen Funktion :

f:C —C: 2z (25422224 8)sin 2
in den folgenden offenen Kreisscheiben :

(i) D(0,1),
(i) D(0,2).

L6sung :

(a)

Sei G ein Gebiet, p € G und D(p,R) C G. Seien f,g meromorphe Funktionen auf G ohne
Null- und Polstellen auf dD(p, R). Es gelte die Ungleichung:

1£(€) = g(O < [f(Q)] fiir alle ¢ € dD(p, R)

Dann gilt:
#N(f) — #P(f) = #N(9) — #P(g)

Die Funktion f hat auf D(0,2) hochstens Nullstellen. Auf D(0,2) hat sin(z) eine Nullstelle
bei z = 0, also auch auf D(0,1). Betrachte im Folgenden nur noch das Polynom.

Fiir z € 9D(0,1) gilt:
| =422 — 22| <6 <7< |25 +8
Das Polynom 2® + 8 hat keine Nullstellen in D(0,1), da fiir eine Nullstelle 2y gelten muf:
|Z()| = \/§ > 1.
Fiir z € 9D(0, 2) gilt:
| — 422 — 22| <20 < 56 < |25 + 8
Das Polynom 2% + 8 hat 6 Nullstellen in D(0,2), da v/2 < 2.

Die Gesamtzahl der Nullstellen von f in D(0,1) ist also 1 und in D(0, 2) ist sie 7.
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Aufgabe 9:

Zeigen Sie: Eine holomorphe Funktion f : C — C** ist konstant.

Lo6sung :

Das Gebiet C** ist ein Sterngebiet, also Elementargebiet. Nach dem kleinen Riemannschen Ab-
bildungssatz ist also C** konform &quivalent zu E vermége einer Abbildung ¢. Betrachte nun die
Abbildung ¢ o f : C — IE. Diese Abbildung ist beschriankt, also nach dem Satz von Liouville
konstant. Das heifit aber, dafl f schon konstant sein muf3.
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Aufgabe 10:

Entscheiden Sie tiber den Wahrheitsgehalt der nachstehenden Aussagen (i)-(vi), d.h. notieren Sie
als Losung ,,wahr”, falls die Aussage wahr ist und , falsch”, falls die Aussage falsch ist.
Eine Begriindung ist nicht erforderlich!

Bitte beachten Sie, dass Sie einen Punkt auf eine korrekte Antwort erhalten, Thnen jedoch
fiir eine nicht korrekte Antwort ein Punkt abgezogen wird. Fiir keine Antwort erhalten Sie keinen
Punkt. Die Mindestpunktzahl in dieser Aufgabe betréigt 0 Punkte.

Sei A :={z € C|1 < |z| < 2} der abgeschlossene Kreisring mit innerem Radius 1 und &uflerem
Radius 2.

(i
(ii

(iii

Eine holomorphe Funktion f: C — C\ A ist konstant.
Eine holomorphe Funktion f: C — C* ist konstant.
Eine holomorphe Funktion f: C** — A ist konstant.
(iv) Eine holomorphe Funktion f: C** — JA ist konstant.
(v

(vi

Eine holomorphe Funktion f: C* — C\ A ist konstant.

)
)
)
)
)
) Eine holomorphe Funktion f: C\ A — Z C C ist konstant.

L6sung :

(i) Eine holomorphe Funktion f: C — C\ A ist konstant.
wahr

(ii) Eine holomorphe Funktion f: C — C* ist konstant.
falsch

(iii) Eine holomorphe Funktion f : C** — A ist konstant.
falsch

(iv) Eine holomorphe Funktion f : C** — 0A ist konstant.
wahr

(v) Eine holomorphe Funktion f : C* — C\ A ist konstant.
wahr

(vi) Eine holomorphe Funktion f: C\ A — Z C C ist konstant.
falsch



