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1. Seien a,b > 0 und der stetig differenzierbare Weg (t) := acost+ibsint, ¢ € [0, 27] gegeben.
Beh. (a): Es gilt die folgende Gleichung:

/dzi dz

Beweis. Fiir a = b ist nichts zu zeigen. Sei also zuerst a > b. Sei im Folgenden (3 der Weg
der durch |z| = a, durchlaufen im mathematisch positiven Sinne, beschrieben wird. Der Weg
~ und der Weg 3 haben folgende Gestalt fiir a > b (hier a = 2 und b = 1):
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Wir schreiben fiir das Wegintegral entlang 3:
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Dabei ist 7 der Weg der durch Verkniipfen der Wege 3 und —~ entsteht. Der Weg 7 be-
schreibt den Rand des markierten Bereiches, auf dem die Funktion % holomorph ist. Mit
dem Integralsatz von Cauchy folgt

d
o0
z
5
und die Behauptung ist bewiesen fiir a > b. Der Fall a < b wird analog bewiesen. O

Beh. (b): Es gilt:

2

/ de B 2w
a2cos2t+ b2sin’t  ab’
0

Beweis. Fiir die Kreislinie wissen wir aus der Vorlesung:

dz

_— = 2 .. 1

. i (1)
|z|=a

Berechne nun:

dz QWL . B 7 —asin(t) +ibcos(t) . 7 sin(t) cos(t)(b? — a?) + iab
;/ B b/ (1) = / acos(t) + ibsin(t) ar= / a2 cos?(t) + b2 sin(t) .

Mit Gleichung (1) und Teilaufgabe (a) wissen wir, dafl der Realteil dieses Integrals verschwin-

det, also
2T

/ sin(t) cos(t) (b — a?) dt =0

a2 cos?(t) 4 b2 sin?(t)

gilt. Fiir den Imaginirteil gilt wiederum mit Gleichung (1) und Teilaufgabe (a):

2

/ ab dt = 2«
a2 cos2(t) + b2 sin’(t) )
0

Das ist die gesuchte Gleichung. O

. Sei G C C ein Gebiet mit D(0,r) C G und f : G — C holomorph.

Beh.: Es gilt:
f(20) = 5= / Re/(z) 220 42 4 i1m £(0).

2mi z )
oD(0,r)

Mit dieser Gleichung folgt die Poisson-Integralformel fiir harmonische Funktionen: Ist u :
G — R harmonisch, dann gilt fir zo € D(0,r):

[reit — zg|2

1 . 2 _ 2
u(zo) = — /u(re‘t)w dt.
0
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Beweis. Mit dem Hinweis
und der Darstellung

berechnen wir:

R

zZ— 29 2mi zZ— 29 2mi z
oD(0,r) oD(0,r) oD(0,r) (2)
1 1. 2 1 1. .1
— - dz — — — —-d
27 / 2f(z) zZ— 2o * 27 / 2f(z) z i
aD(0,r) aD(0,r)

Die ersten beiden Integrale auf der rechten Seite von Gleichung (2) berechnen wir mit der
Cauchy Integralformel und die beiden restlichen mit Teilaufgabe 5(b) von Ubungsblatt 7:

om0 = S,

2mi Z— 20
oD(0,r)
1 1 1 1
o / S () dz= S f(0)
oD(0,r)
1 1- 2 _
— - dz = f(0).
2mi / Qf(z)z—zo 2= J0)
aD(0,r)
1 1- .1 1-
o | 3fE; =30
aD(0,r)

Insgesamt ergibt sich also:

ﬁ / Rellz) 2t g, f(z0) = 1(f(O) — f(0)) = f(z0) — iIm £(0)

z zZ— 2y 2
aD(0,r)

Damit ist der erste Teil bewiesen.

Sei R > r, so dafl D(0, R) C G. Die harmonische Funktion u eingeschréinkt auf D(0, R) kann
als Realteil einer holomorphen Funktion f auf D(0, R) gesehen werden:

fi=u+iv

Dabei ist v eine passende reellwertige Funktion. Mit der Formel aus dem ersten Teil ergibt
sich nun:

u(zo) +1iv(zo) = % / ulz) 2+ % dz +iv(0)

i z zZ—2
aD(0,r)
2T (reit) reit
1 u(re™) re’ +zo. 4 .
= % ,reit m 17"6l dZ + IU(O)
0
[y 12 Ll 4 2iIm(re~itz)
_ iy 77— |20 + 21Im(re " 20 .
=5 u(re') T dz +iv(0)
0
Der Realteil obiger Gleichung ist die gesuchte Formel. O
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3. Beh.: Das Bild einer nichtkonstanten ganzen Funktion ist dicht in C.

Beweis. Angenommen die ganze Funktion f hat kein dichtes Bild. Es existiert also a € C
und r > 0, so da Bild f N D(a,r) = (. Damit ist die Funktion

1
g:C—-C:z2—~ —r——
f(z)—a
wohldefiniert und beschrankt:
BN
fz)—al| " r
Nach dem Satz von Liouville ist ¢ damit konstant, also auch f. Dies steht nun aber im
Widerspruch zur Voraussetzung. O
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