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1. Klar ist, dass beide Logarithmen dort wo sie beide definiert sind sich nur um etwas rein
Imaginédres unterscheiden konnen, da sich ihre Definitionen nur durch die Art der Winkel-
messungen (die Argumentfunktion) unterscheiden.
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Aus der Graphik ist nun ersichtlich, dass die beiden
Argumentfunktionen auf der oberen Halbebene iibereinstimmen (linke Hélfte der Graphik),
und sich auf der unteren Halbebene um 27 = argy(z) — arg—_(z) unterscheiden (rechte
Hilfte der Graphik). Entsprechend stimmen Logg und L auf der oberen Halbebene iiberein
und unterscheiden sich auf der unteren um 27i. Dies widerspricht nicht dem Identitdtssatz,
da der Bereich D auf dem beide Logarithmen definiert sind nicht zusammenh&ngend ist:
D =C\{z€eR} =OHUUH und der Identitéitssatz nur etwas iiber Gebiete (also zusam-
menhéngende, offene Mengen) aussagt.

2. (a) Die Figur Acht Kontur ist durch die Zusammensetzung der beiden Konturen
al(t) =1—¢"tec|0,2n]

und 4
as(t) = —1+e "t [0,27]

Bitte wenden!



gegeben. Wir wissen nun aber, dass das Integral iiber die Zusammensetzung zweier
Wege die Summe der Integrale iiber die beiden Wege ist und somit berechnen wir
gesondert die Integrale iiber beide Wege und addieren die Ergebnisse. Wir verwenden
die Partialbruchzerlegung um den Integranden in eine einfachere Form zu bringen:
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Jetzt ist aber der erste Term holomorph in C\ {—1} und somit verschwindet das Integral
iiber die Kontur ay (es liegt in einem Sterngebiet) nach dem Integralsatz von Cauchy.
Genauso verschwindet das Integral des zweiten Terms iiber die Kontur as. Damit bleibt
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zu berechnen. Damit ist )
/ 5 dz = —2mi
al—2z

(b) Wir verwenden die Partialbruchzerlegung aus der ersten Teilaufgabe und mit der glei-
chen Argumentation wie zuvor verschwindet das Integral des ersten Terms und wir

brauchen nur noch
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berechnen. Schlitzen wir nun die komplexe Zahlenebene entlang der negativen reellen
Achse, beginnend bei 1 (also wir entfernen die Menge {z € R|z < 1}) dann ist dort
2(;—_11) holomorph und diese geschlitzte Ebene ein Sterngebiet. Das Integral iiber die
Kontur ay bestehend aus dem Quadrat ohne der Seite auf der imagindren Achse héingt
dann nach dem Integralsatz von Cauchy nur von seinen Endpunkten ab. Wir ersetzen

deshalb die Kontur durch das Kreisstiick v;(t) = 1 + v2e® ¢t € [=3% 3%] mit den

und

174
gleichen Endpunkten. Das ist aber jetzt einfach zu berechnen und wir erhalten:
-1 1 -1 1 3m
- dz — — dy — —i2—
2 J, z—1" 2/71212 g

Analog schlitzen wir entlang der positiven reellen Achse beginnend bei 1 und erreichen
somit, dass das Integral iiber den Teil des Quadrats auf der imaginidren Achse as nur
von seinen Endpunkten abhéngt. Wir ersetzen dieses Stiick Kontur wie zuvor durch

den Kreisbogen y2(t) = 1+ v/2¢™ t € [%’r, %’T]und berechnen:
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Naiirlich kann man auch einfach parametrisieren und ausrechnen.

Damit ist

3. Nach dem Aquivalenzsatz kann man f um 0 in eine Potenzreihe entwickeln:

flz)= Z apz®
k=0



5.

wobei fiir ag, gilt:
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Nun schétzen wir wie im Beweis des Satzes von Liouville, die k-te Ableitung von f an der
Stelle 0 ab mit r > R:
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Fiir & > n folgt somit |f*(0)| = 0, da f*(0) unabhingig von r ist. Aber damit verschwinden
alle Koeffizienten aj, mit & > n der Potenzreihe oben. Damit ist also f(z) = ag + a1z +
... +anz™ ein Polynom. A priori war nicht klar, dass die Reihenentwicklung um 0 wie oben
in ganz C zuléssig war (tatséichlich ist der Konvergenzradius einer Potenzreihenentwicklung
einer ganzen Funktion um einen beliebigen Punkt immer unendlich, aber das erfordert einen
Beweis!). Hier hilft uns aber der Identitétssatz, da C zusammenhiingend ist und f nach der
Argumentation oben in einer Scheibe um die 0 durch das Polynom a, 2" 4+ an—12" "' +...+ag
dargestellt wird.

. Die Holomorphie von f zeigt man leicht mit dem Wirtinger-kalk{il:

of = %(% Jri%)f = %(fz +ify) = %(chrz'(ifh)) =0
damit ist f holomorph. Um zu zeigen, dass h holomorph ist braucht man etwas mehr. Zuerst
folgt aus dem Aquivalenzsatz, dass die Ableitung von f selbst wieder holomorph ist (f ist
analytisch und ihre Ableitung deshalb auch). Ausserdem verschwindet f nach Voraussetzung
nicht identisch auf dem Gebiet G, so dass die Nullstellen von f nach dem Identitéitssatz
isoliert sind. Sei N die (diskrete) Nullstellenmenge von f, dann definiert % eine holomorphe
Funktion auf G\ N. Nach Voraussetzung ist aber ' = f, —if, = fh —i(ifh) = 2fh und
damit % = h auf G\ N. Also ist h dort holomorph. Da nun aber h stetig in ganz G ist

und die Nullstellen von f isoliert sind, lésst sich % stetig auf ganz G fortsetzen (durch h).
Nach dem Riemannschen Hebungssatz ist damit aber h (die Fortsetzung) in ganz G schon
holomorph.
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mit g(¢) := ZE) Da |Z| < r ist, existiert ein € > 0, so dass

r2—z¢"
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fiir alle ¢ € D(0,r + €). Sei nun € so klein, dass f auf D(0,r + ¢) definiert ist (das geht,
da f in einer Umgebung von D(0, ¢) definiert ist). Dann ist g holomorph in D(0,7 + €)
(in der Variablen ¢!) und das zweite Integral verschwindet nach dem Integralsatz von
Cauchy. Das erste Integral hingegen ist nach der Integralformel von Cauchy genau f(0).
Insgesamt ergibt sich somit fiir I die linke Seite der behaupteten Gleichung.
Andererseits bilden wir den Hauptnenner des Integranden:
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und verwenden, dass fiir ¢ = re®, (¢ = r? gilt:
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wie behauptet.

Wir verwenden die Gleichung aus der ersten Teilaufgabe und gehen zur Parametrisie-
rung des Integrals {iber:
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und damit ist

271 reit re~it —z 21 re~it  peit — z

- 1 g2 it —it , 1 2 it it .
f(o) = —— C (MLirelt) dt = —— / co f(re ) re (_'L')Te_tht —
0 0

_ b " flre) iretdt = L/ &dC

S 2mi Jy  rett —z 27 Jopo,y ¢ — 2

|f| ist also eine stetige Funktion von G nach R. Da G sowohl abgeschlossen, als auch
beschrankt ist, ist es nach Heine — Borel auch kompakt. Eine stetige Funktion auf von
einer kompakten Menge nach R nimmt nun aber ihr Maximum an. Also existiert ein
20 € G mit |f(z0)] = M und

lf(x)| < MVzeG

Nach dem Maximumsprinzip kann aber zo kein innerer Punkt von G (also ein Punkt
in G) sein, da zp im Besonderen ein lokales Maximum ist. Damit nimmt also f sein
Maximum auf dem Rand von G an.

Wir definieren eine Funktion g: G — C durch g(z) = f(2) fiir alle z € G und g(z) = 0
fiir alle z € 0G. Dann ist durch die Voraussetzung g holomorph in G und stetig auf
dem Rand von G: Sei z; eine Folge von komplexen Zahlen mit z; € Gund z — 2
wenn ¢ — oo mit z € OG. Dann gibt es aber fiir gegebenes ¢ > 0 ein § > 0 wie
in der Voraussetzung und ein N € N so dass Vi > N gilt: |z, — z| < ¢ und damit
lg9(zi) — g(2)| = |g(z:)| < €. g ist also stetig in G und damit nimmt g nach der ersten
Teilaufgabe sein Betragsmaximum auf dem Rand OG von G an. Da dort g aber Null
ist, muss g bereits die Nullfunktion auf ganz G' gewesen sein.



