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1. (a) Identititen fiir die Operatoren 0 und 0, wobei f und g (reell) partiell differenzierbare Funk-
tionen von C nach C sind:

Beh. (i): 9(fg) = (8f)g + f9g.

Bewets. Verwende die Produktregel im Reellen:

a(fg) = %(81 —i0,)(fg) = %((amf)g + 029 —1(0y f)g —1f0yg) = (Of)g + fOg

O
Beh. (ii): 9f = 3]
Beweis. Verwende die Regeln fiir die komplexe Konjugation:
0F = (0.~ 10,)f = 3 (0T ~0,F) = 5(0.F +10,) = Of
O

Beh. (iii): 0(f o g) = ((9f) 0 9)dg + ((0f) © 9)07
Beweis. Schreibe die Funktion g als Summe von Real- und Imaginérteil:
g=u+iv

Berechne nun mit Hilfe der reellen Kettenregel:

d(fog)= 1(((3 f) e 9)8zu+ ((9uf) 0 9)02v) +i5 (((3 f) e 9)0yu+((0uf) © 9)9yv)

= ((0uf) © 9)0u+ ((9uf) © g)0v
((((0uf) © 9)0u) = (((10uf) © 9)0(iv)) + (((Ouf) © 9)Ou) + (((10u.f) © g)I(—iv)))
((((2uf) 0 9)Ou) = (((10uf) 0 9)O(iv)) + (((Ouf) © g)0u) + (10, f) © g)O(~iv))

(((9uf) © 9)2(10)) = (((10uf) © 9)0u) + (((Duf) © 9)0(—1v)) + (((10u]) © 9)Ou))
= ((0f) © 9)0g + ((0f) 0 9)9g
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(b) Sei U C C offen und V' C C eine weitere offene Teilmenge. f : U — V sei eine konforme
und sogar zweimal stetig differenzierbare, surjektive Funktion und g : V' — R zweimal stetig
partiell differenzierbar.

Beh.: g ist genau dann harmonisch, wenn go f harmonisch ist.
Beweis. Schreibe die Funktion f als Summe von Real- und Imaginérteil:
f=u+iv
Verwende die Cauchy-Riemann Gleichungen, also:
Uy =Vy und uy = —vy,
und berechne mit Hilfe der reellen Kettenregel:

A(go f) :am(gof)"'ayy(gof)
= 0z((gu © fluz + (gv © flvz) + 0y((gu © fluy + (gu © fvy)
= (Guu © Ui + (Guo © [taVe + (gu © tiae
+ (gou © [UaVe + (gov © £V + (go © f)Vaa

+ (guuo f) U?, +(guw © f)uyvy + (guo f)uyy
Ny

+ (Gou © f)Uyuy + (gov © f) U; +(gv 0 f)vyv
~—
—u2

= ((guu + guov) © f)ui + ((uu + gow) © f)vi

+ (Guv © f)(2uzvy + 2 w )+ (g0 f)(i%fi:c/ Fuyy) + (gy © f)(goiz/ +vyy)
= (ui + 'Ug)((guu + gov) © f)
=[f'*((Ag) o f)

Ist g harmonisch so folgt, daf auch (g o f) harmonisch ist. Fiir die andere Richtung sei jetzt
(g o f) harmonisch. Dann gilt:

((Ag)o f)(z) =0 firallez e,

weil |f'| # 0 gilt, da f konform ist. Es wurde f surjektiv vorausgesetzt, damit ist g harmo-
nisch. O

2. Sei U C C offen. Sei f: U — C eine stetige Funktion. Sei w € C mit w # 0. Definiere eine reelle
Gerade G := {z € C|z = rw,r € R}. Sei weiterhin f holomorph in U\G. Seien z1, 22, z3 drei
Punkte in U, so dal die von ihnen aufgespannte Dreiecksfliche A ganz in U enthalten ist.

Beh.: Unter diesen Voraussetzungen gilt:

51 f(z)dz=0.

Beweis.

(a) Besteht der Schnitt A NG aus einem Punkt oder ist er leer, so gilt die Behauptung nach
Vorlesung (schwichere Voraussetzung zum Lemma von Goursat, siehe (10.6)).
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(b) Besteht der Schnitt A N G aus mehr als einem Punkt, so kénnen wir dies auf den Fall, da8
G das Dreieck A in genau einer der Kanten des Dreiecks schneidet, reduzieren:

(i) Enthélt der Schnitt keinen Eckpunkt von A, so kénnen wir folgende Unterteilung in
kleinere Dreiecke wihlen:

zZ)

Z3 G

Es gilt dann:

8Zf(z)d /f dz + / f(z)dz + / f(z

[21,p,4] [p,23,4] [p,22,23]

(ii) Enthilt der Schnitt genau einen Eckpunkt von A, so withlen wir folgende Unterteilung
in kleinere Dreiecke:

Z1

Z3

Es gilt jetzt:

[1@a= [ roes [ e
[sJAN

[21,p,23] [p,22,23]

(¢) Sei nun 0.E. ANG = [z1,22]. Sei (ty,), eine Folge in [0, 1] mit ¢, > 0 und lim,_ ¢, = 0.
Definiere Punkte p,, durch:
Pn 1= 22+t (23 — 22).

Wir betrachten nun folgende Unterteilung von A:

Fiir alle n gilt also:

[1ea= [ o [ ree

oA [21,22,pn] [21,Pn,23]

Seite 3 von 9



wobei das zweite Integral wieder nach Vorlesung, (10.6), verschwindet. Das erste Integral
schreiben wir als Summe:

/ f(z /f )dz + / f(z)dz+ / f(z
[21,22,pn] [z1,22] [22,pn] [Pn,21]
Nun gilt:
nhHH;O / f(z)dz =0,
[22,pn]

denn fiir n — oo geht die Linge L([z2, pn]) des Weges [22, p,] gegen null. Die Funktion f ist
stetig auf U, damit gilt: ||f]|a < oo. Also gilt fiir beliebiges € > 0 fiir n grof} genug:

| £ < 1la L)) <
[22,pn]
Fiir den Beweis der Behauptung bleibt noch zu zeigen, dafl
lim fz / f(z
[21,Pn] [#1,22]

gilt. Sei also € > 0 vorgegeben. Aufgrund der gleichméfiigen Stetigkeit von f auf A finden
wir 6 > 0, so daB fiir |[z1, pn](t) — [21, 22](t)] < J gilt:

|f([z1, 2] (1)) = f([21, 22](1))] <e.
Fiir die Differenz der Wege zur Zeit ¢ gilt:
(21, Pn] (t) = [21, 22](})| =t tn |23 — 22| <t [23 — 22

Fiir n grof} genug gilt:
tnl|2s — 23] <6 und t,|z3 — 22| <¢

Damit erhalten wir also fiir n grof8 genug:

dz—/f

[21,Pn] [21,22]

S/\f([zl,pn}(t))(pn—zl)—f([ZuZz](t))(Zz—zl)l dt
0

< /\f([thz](t)) — f([z1, pa] (O 21| + | f ([20, pn] (8))pn = f([21, 22] () 22| dt

0
1

/ [ ([21, 2] (8)) = f (21, pul )| [22] + | £ ([22, Pal (8)) = £ ([22, 2] (8))] | 22]

IN

+ tn [f([21, pn] (1)) |25 — 22| dt

€(lza] + lz2[ + (| f]la)
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3. Sei U C C offen und v : [a,b] — U ein stiickweise einmal stetig differenzierbarer Weg. Sei
vt ]a,b] = U, v71(t) :=v(a+ b —t). Sei ferner f: U — C eine stetige Funktion.

Beh. (a): Es gilt:
/f(z)dz:—/f(z)dz

Beweis. Berechne unter Verwendung der Kettenregel:

b

b
/f(Z)dz:/f(v’l(t))(fl)'(t)dt:/f(v(a+b*t))v'(a+b*t)(*1)dt

Substituiere nun ¢ :=a + b — t:

b a b

[ rot@sb-0pa@rb-n-na= [ fo@) @ = [ ro@)n @ = [ e

a b a 5

Beh. (b): Gelte nun fir f zusdtzlich, daf8 |f(2)] < C, C € RY fir z € Bildy. Bezeichne L()
die Linge des Weges v. Dann gilt:

[ e <cre.

Beweis. Fiir eine stetige Funktion g : [a,b] — C gilt:

/bg(t) dt| < /blg(t)l dt,

b
w = / g(t)dt
und berechne:

/bg(t) dt 2 - /bg(t) dt = /bwg(t) dt = Re (/bwg(t) dt) - /bRe (wg(t)) dt

b b b b
< [1ollg(oldt = fal [ lo(olae=| [ gte)de] [ Igco)]a

a

Sei dazu

Damit ist die Behauptung fiir g gezeigt. Fiir den Beweis der Behauptung (b) der Aufgabe be-
rechnen wir nun:

/NZ=/ﬂ &</U |h|w<0/w dt = CL(y).
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4. Sei G C C ein Gebiet. Sei f : G — C analytisch und nicht konstant.

Beh. (a): Fiira € C ist die Menge G\ f~'(a) wieder ein Gebiet.

Beweis. Da f stetig ist, ist das Urbild des Punktes a unter f abgeschlossen. G ist offen, also ist da-
mit auch G\ f~1(a) offen. Es bleibt zu zeigen, dafl G\ f ~!(a) auch bogenweise zusammenhéngend
ist. Dazu zeigen wir, daB es fiir zwei beliebige Punkte x und y in G\f~'(a) einen stiickweise
glatten Weg gibt, der die beiden Punkte verbindet.

Aus der Vorlesung (6.1) wissen wir, daf die Nullstellen einer nichtkonstanten analytischen Funk-
tion auf einer offenen Teilmenge von C isoliert sind. Ist a # 0 so definiere die Funktion g : G — C
durch:

9(z) = f(z) —a

Die Funktion g ist ebenfalls analytisch und nichtkonstant uns es gilt:

f~Ha) = g7'(0)

Damit ist die Menge f~!(a) diskret in G.

Wiéhle nun einen stiickweise glatten Weg v in G, der z mit y verbindet. Das Bild des Weges ist
kompakt in G, daher ist K := f~1(a) N Bild v endlich. Wire der Schnitt unendlich, so wiirde es
wegen der Kompaktheit einen Haufungspunkt z in K geben, so daf§ jede e-Umgebung von z einen
Punkt aus f~!(a) enthalten wiirde, was der Isoliertheit widerspricht.

Wegen der Isoliertheit kann man nun um die endlich vielen Punkte in K e-Umgebungen in G
finden, die nur einen Punkt aus K treffen. Innerhalb dieser Umgebungen kann nun den Punkten
stiickweise glatt ausgewichen werden: wihle einen Radius r klein genug, so dafl der Schnitt des
Kreises mit Radius r um einen Punkt w = 7(tg) aus K aus zwei Punkten p und ¢ besteht, so daf
p = (tp) mit ¢, < to und ¢ = ~y(t,) mit t, > to gilt. Ersetze dann den Weg ([tp, t4]) durch einen
Kreisabschnitt der p mit g verbindet. Das Ergebnis ist ein stiickweise glatter Weg von x nach y
in G, der f~!(a) nicht trifft. O

Beh. (b): Das Bild von G unter f besitzt innere Punkte.

Beweis. Da die Funktion f nicht konstant ist, existiert ein z € G, so dafl f/(z) # 0. Der Umkehr-
satz fiir reelle Funktionen iibertréigt sich auf komplex differenzierbare Funktionen: An der Stelle
z ist die (reelle) Multiplikation mit der Jacobimatrix bijektiv. Mit dem reellen Satz finden wir
also eine offene Umgebung U C G von z, auf der f'(z) # 0 und f|y die Umgebung U bijektiv auf
V := Bild f|y abbildet. Mit dem reellen Satz folgt ebenso, dal V offen in C ist, also ist V C G
offene Umgebung von f(z), also f(z) ein innerer Punkt. O

5. (a) Sei Logy : C* — S der Hauptzweig des Logarithmus definiert als Umkehrfunktion von

exp : S — C**, wobei S := {z € C| — 7 < Im z < 7}. Bezeichne [1, z] den geraden Weg von 1
nach z. Sei L : C** — C definiert durch das folgende Integral:

L(z) == / %

(1,2]

Beh. (i): Es gilt: L = Logp.

Beweis. Wir wissen, dafl die Umkehrfunktion Logg sogar analytisch, also auch komplex dif-
ferenzierbar ist. Fiir die Ableitung gilt:

1
Logy(z) = ~
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Dies kann man z.B. mit dem Umkehrsatz begriinden. Danach gilt fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion g einer holomorphen Funktion f:

1
()

Der Hauptwert des Logarithmus Logg ist also Stammfunktion zu % Berechne nun:

9'(f(2))

0o = [ & = Logw(2) ~ Loga(1) = Log(:)

[1,2]
U
Sei nun 7 : [0,27] — C, v(¢) := exp(ip) ein geschlossener Weg.
Beh. (ii):
d¢ .
— = 2mi.
¢
¥
Beweis.
d 2 Lo 27
/ﬁ :/exp(lfb)l dt:i/ dt = 27i
¢ exp(i¢)
v 0 0
U

Betrachten Sie im folgenden den Weg v : [—m, 7] — C, v(t) := 2(—sin(¢) + isin(2t)).
Beh. (i): Dieser Weg in der komplezen Ebene verliuft wie folgt:

w
|

N

-

[TTT T[T T T T T T IO AT T T T[T T T T[T TTT]
_3 - _1 1 3
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Beh. (ii):

[ a0
J

Beweis. Anhand der Skizze aus Teil (i) sieht man, dafl der Weg in zwei Teilen durchlaufen
werden kann, wobei der erste Teil nur rechts, der zweite Teil nur links der imaginiren Achse
verlduft und beide Teile bei 0 starten und enden. Sei der erste Teil v; und der zweite ~o.
Somit gilt fiir das Integral:

/§2<_1dg:/<2€1d<+/<2<_1dg.
Y Y1 Y2

Der Weg 77 wird dabei von dem Intervall [—m, 0] parametrisiert und der Weg 2 von dem
Intevall [0, 7r]. Beachte nun, daf fiir den Weg ~ folgendes gilt:

Berechne nun:

0 0
¢ [ @) A=Y (=D
f =197 ) Gor-1- / R 1
_ / Y=ty (1) _ _/” A(H)' (1)
()2 — 1 (D)7 -1
0 0
¢
=& d¢

O

6. Esseiena, b,c,d € C, mit ¢ # 0und D := ad—bc # 0, und M die zugehorige Mobiustransformation:

M :C\{-2} — C\{%} mitM(z):= ZZZIS

Das Doppelverhéltnis der vier Punkte zg, 21, 22, 23 € C mit z1, 2o, 23 paarweise verschieden sowie
2o # z3 ist definiert durch

Z0 — 21 zZ9 — 21 (Zo — 21)(2’2 — 23)
DV = : = .
(20,21, 22, 28) 20 — 23 k27— %3 (20 — 23)(22 — 21)

Beh. (a): Jede Mébiustransformation M lif$t sich als Komposition von 5 Abbildungen der ge-
nannten Art schreiben.

Beweis. Definiere die folgenden 5 Abbildungen:
(i) Fr: C\{-4} - C\{-d} mit Fy(z) = cz. Diese Abbildung ist eine Drehstreckung.

(ii) Fy:C\{—d} — C\{0} mit F(z) :==2z+d. Diese Abbildung ist eine Translation.

(iii) F5:C\{0} — C\{0} mit F3(2) := 1. Diese Abbildung ist die Inversion.

z
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(iv) Fy: C\{0} — C\{0} mit Fy(z) := —22.  Diese Abbildung ist eine Drehstreckung.

(v) F5:C\{0} — C\{%} mit F5(z) :== 2+ ¢. Diese Abbildung ist eine Translation.

Es gilt nun:
M(Z) = (F5 (@) F4 OF3 (@) F2 OF‘l)(Z>7

denn der Ausdruck auf der rechten Seite ergibt:

a D 1 a ad—bc a(cz+d)—ad+bec  claz+b) az+b

¢ cecz+d ¢ clez+d) clez+d) Cclez+d) cz+d

O
Beh. (b): Fiir eine Mobiustransformation M mit zg, 21, 22, 23 # —% gilt die folgende Gleichung:

DV(M(Zo), M(Zl), M(ZQ), M(Zg)) = DV(Z(), 21522, 23). (1)

Beweis. Mit Teil (a) reicht es Gleichung 1 fiir die angegebenen 3 Abbildungen, also Dreh-
streckung, Translation und die Inversion, zu {iberpriifen. Sei D eine Drehstreckung, es ergibt
sich:

uzo — uz1)(uzg — uzg)

DV (D(z0), D(21), D(22), D(23)) = uzo — uzz)(uze — uz1)

(
(
(Zo - 21)( 22 — Z3)
(20 — z3) (22 — 21)

- DV(ZOa Z17 Z27 Z3)'

Sei nun T eine Translation, dann berechne:

((20 +v) = (21 +v))((22 +v) — (23 + v))
((z0 +v) = (23 +v))((22 +v) = (21 +v))
( )
(

DV (T (z0),T(21), T(22),T(23)) =

20 — 21) (%2 — 23)
20 — 23)(22 — 21)

= DV(Zo,Zl, 292, 23).

Betrachte jetzt noch die Inversion I:

DV(I(20), I(21), 1(22), I(23)) =

Z1—Z22 )
Z221

29 — 21)(22 — 23)
20 — 23)(22 - Z1)

= DV(20, 21, 22, 23).
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