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1. Konvergenzradien:

Beh. (a): Der Konvergenzradius von Y (2T)™ ist 3.

Beweis. Es gilt

Z(QT)n' _ Z 2n!Tn! _ Z szk ,
n>0 n>0 l;:zr(z)’

also

limsup 4/]ax| = limsup V27" =2 .

k—oo n— oo

Beh. (b): Der Konvergenzradius von Y a,T"™, wobei { @2n

a2n+1 -

. . 1
fir0<c<dundc,deR, zstﬁ.

Beweis. Ist 2d > 1 so gilt

lim sup W = limsup ¥, (cd)'rLQd — \/a ,

n—00 n—00

fiir 2d <1 gilt ebenso

limsup {/]a,| = limsup {/(cd)” = Ved .

n—00 n— o0

Beh. (c): Der Konvergenzradius von » <w>_ " ist 2.

Beweis. Es gilt

n—oo n—oo

—1)»\ "
limsup {/|a,| = limsup K/(Mg)) =

crdm .
andn+1 } ngt
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2. Dirichletreihe Y (_nz) :
n=1

Beh. (a): Die Reihe konvergiert in {Re z > 0} lokal gleichmdf$ig, aber nicht normal.

Beweis. Sei Gy := {z € C | Re z > 0}. Sei z € Gy. Schreibe z = s + it mit s, € R. Nun
existieren 7 > p > 0 so dafl D(z,p) C Gop und p < 7 < s. Wir wollen das Cauchy Kriterium
fiir gleichméflige Konvergenz in D(z, p) anwenden. Sei dazu w € D(z,p) mit w = v + u,
wobei u := s — 7 + it und betrachte die Partialsumme:

Sei weiterhin

Da s — 7 > 0 konvergiert die Reihe > 7, (_nlu)n und wir kénnen fiir vorgegebenes € > 0 ein

N € NN finden, so daB |A(n, m)| < € fiir m > n > N. Mittels Abelscher partieller Summation
erhalten wir:

(Z A, k)(k™" = (k+ 1)~ )) + A(n,m)m™"

Damit gilt:

m—1
1S (nm)|<e<1+2|k Ve (k+1)" |>

k=n
Mit der Abschéitzung

In™* —m™*| < ‘E‘ [n™% —=m™®%, Vn,meNund z=s+it
s

haben wir also

|S(n,m)| §6<1+( | ‘ )|7’L (Re v) _ m*(Re v)|> )

Danun Re v > 7 — p und |v| < 7 + p sind gibt es C € R, so daB
|S(n,m)| <eC

gilt. Damit konvergiert die Reihe lokal gleichmiBig in D(z, p).

Die Reihe konvergiert nicht normal in Gy, da sie im Bereich {z € C | 1 > Re z > 0} nicht
absolut konvergiert, denn

ist divergent. O
Beh. (b): Die Reihe konvergiert in {Re z > 1} normal.

Beweis. Wie im Beweis zu (a) definieren wir: sei Gy := {z € C | Re z > 1}. Sei z € Gj.
Schreibe z = s 4 it mit s,¢ € R. Nun existiert p > 0 so dafl D(z,p) C G; und p < s. Sei
w € D(z,p) mit w = v + z. Wir berechnen

—-1)" 1
wo ||, = e
und Y7 |~ konvergiert, da s —p > 1. O
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3. Sei r > 0 der Konvergenzradius der Potenzreihe Y~ a,z".

Beh. (a): limsup

An41 > l
Qnp, - T

Beweis. Wir beschrianken uns darauf, da3 der limes superior existiert, denn sonst ist die
Behauptung korrekt, da » > 0. Sei also

An 41

S := limsup
n—oo

(075
Das heift fiir ein € > 0:

an+1

e+S5 > , V n bis auf endlich viele

an

Sei @ > S. Nun existiert C > 0, so dafl
lan| < @"C, V n bis auf endlich viele.
Sei nun 0 < p < é Fiir alle bis auf endlich viele Reihenglieder gilt nun:
lanlp™ < Camp”
Da ap < 1 ist nun (a,p™) eine Nullfolge und somit gilt fiir den Konvergenzradius

1
o

r>

Da « beliebig nahe an S gewéhlt werden kann also
1

>i
"=3

Beh. (b): liminf

An+1
An

<1
.

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dafl der limes inferior existiert. Sei also

an+1
Qnp

B := liminf

n—oo

Das heif3t fiir ein € > 0:

An+1

B—-e< , V' n bis auf endlich viele

an
Sei 0 < a < B. Nun existiert C' > 0, so dafl

lan| > @™C, V n bis auf endlich viele.
Sei nun é < p. Fiir alle bis auf endlich viele Reihenglieder gilt nun:
|anlp™ > Ca™p"

Da ap > 1 ist nun (a,p™) unbeschriankt und somit gilt fiir den Konvergenzradius

r<

Q|
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Da « beliebig nahe an B gewihlt werden kann folgt

Falls nun

gilt, so zeigen obenstehende Abschitzungen, dafl die Folge (a,p™) fiir beliebig kleine p un-
beschriankt ist, also fiir den Konvergenzradius r = 0 gilt. O

. . . . . . _ L
Fiir Teil (c) nehmen wir die Reihe aus Aufgabe 1.(b). Es gilt r = N

an+1 an+1

Beh. (c): Es gilt limsup

n—oo

also keine Gleichheit in den Unglezchungen 3.a und 3.b.

= 2d und lim inf

n—oo

= %C. Da 2d > Ved > %c ist gult

Beweis. Betrachte die Quotienten |22+ | sowohl fiir gerade als auch ungerade n:
) kdk+1
Intl) _ 2€ —92d, fiirn =2k
Gn ckdk
k+1 gk+1
any1|  cd 1 .. _
o |~ Dorgir =5¢ firn=2k+1
Da nach Vorraussetzung d > ¢ war folgt die Behauptung. O

. Gegeben war der Ausdruck f(z) = [ ¢=+1p(t) dt mit b(t) :=t — [t] — 3.

Beh.: Das Integral definiert eine analytische Funktion f:{Re z > 0} — C.

Beweis. Zuerst zeigen wir die Existenz des Integrals auf der rechten Halbebene H :=
{z € C | Re z>0}: Sei z € H mit z = s + it mit s, € R. Definiere:

fr(z) = / = p)dt reR,r > 1
1

Fiir b(t) gilt die Abschiitzung:
[b(t)] <

N |

Damit erhalten wir:
lim |f.(2)] < lim 7/ ’t GHOl dt < lim Gt < 00
Das uneigentliche Integral existiert also fiir alle z € H. Sei nun m € IN;m > 1. Die Funk-
tionenfolge f,,(z) konvergiert dort auch lokal gleichmiifig: Es existiert ein p > 0, so dafl
D(z,p) C H und p < s. Wir wollen das Cauchykriterium fiir gleichmifiige Konvergenz in
D(z, p) anwenden. Sei dazu w € D(z,p) und € > 0. Nun gilt:
‘t_(“’“)‘ < ¢~ (s=pt1) (1)

Da der Grenzwert von f,,(z) fiir m — oo existiert, AN € IN so daf fiir n > m > N gilt:

/” =Gt gt < ¢
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Mit Abschétzung 1 gilt nun
|fn(w) = fm(w)[ <€,V we D(z,p).

Um die Analytizitit zu beweisen, zeigen wir dafl die f,, analytisch sind und wenden dann
den Weierstrass’schen Doppelreihensatz an. Sei n € IN mit n > 0 und integriere partiell:

n+1 n+1 1
hn(2) ¢=/ t=EFp(t) dt :/ =+ (t —n— 2) dt

n+1l ;—z —z
)
" z z 2 n

n=G=D —(n 1)~ (n+1)F4nF
z(z—1) 2z

n+1

Da n=*% = exp(—zlog(n)) gilt sind die Zdhler der beiden Briiche jeweils analytische Funk-
tionen in z, die exp-Reihe hat Konvergenzradius unendlich. Die Funktion z~! ist ebenfalls
analytisch in H, am Punkt zg besitzt die entsprechende Reihe Konvergenzradius so (Es sei
wieder 2o = sg + itg mit s, tp € R). Nun zu (z — 1)~ !: Diese Funktion hat bei z = 1 einen
Pol 1. Ordnung. Betrachten wir nun den Ausdruck g(z) := n=*=1 — (n + 1)~ an der
Stelle z = 1: Es gilt g(1) = 0. Wenn wir g(z) also in eine Potenzreihe um z = 1 entwickeln,
so ist der Koeffizient ag der Reihe gleich null, d.h. man kann den Faktor (z — 1) aus der
Reihe ausklammern. Der Grenzwert

z—1

im =1
zgvlz—l

existiert und damit ist g(z)(z—1)~! analytisch auch im Punkt z = 1. Insgesamt haben wir al-
so gezeigt, dafl hy,(z) am Punkt zg in eine Potenzreihe mit Konvergenzradius sg entwickelbar
ist. Wir haben

fm(2) = Z hn(2)

dargestellt als Summe von Potenzreihen mit Konvergenzradius sy am Punkt zy. Mit dem
folgenden Satz sind wir fertig.

Satz (Weierstrass (1841)). Sei Y ;- hi(z) eine Reihe von analytischen Funktionen, von
denen jede mit Konvergenzradius mindestens r am Punkt zg entwickelbar ist. Konvergiert nun
die Reihe gleichmdifig in D(zg, p) fir alle p < r, so ist die Grenzfunktion wieder analytisch
mit demselben Konvergenzradius am Punkt zg.

Beweis. Dieser Satz wird spéter in der Vorlesung préasentiert, dort allerdings mit anderen
Methoden bewiesen. Hier wollen wir die Aussage nur mit Potenzreihenmethoden beweisen.
Fiir die volle Punktzahl der Aufgabe war es nicht erforderlich diesen Beweis komplett aus-
zufiihren.

Sei p <7, j €N und € > 0 fest gewihlt. Bezeichne f,,,(z) wieder die Partialsummen. Nach
Voraussetzung gibt es ein N € IN, so da$ fiir alle n > m > N und alle z € D(z, p) folgendes
gilt _

|fn(z) - fm(Z)| < 6/ = €p] .

Die Funktion f,(z) — fm(2) ist eine Potenzreihe und fiir den j-ten Koeffizienten b; gilt

n
bj = E Qji

1=m-+1
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wenn aj; der j-te Koeffizient der i-ten Reihe ist. Fiir diesen Koeffizienten b; gilt nun die
folgende Abschétzung:

!
€
| < - —

|bJ‘ = j €
Damit ist nun die Reihe ¢; := Y. a;; konvergent.

Als néchsten Schritt iiberlege man sich dafl die Reihe
ch(z — 20)?, fiir z € D(z,7)
§j=0

konvergiert. Dazu verwendet man die Ungleichung | f,,(z)| < M +¢€ fiir alle n > N innerhalb
von D(zp, p), wobei M das Maximum von |fyy1| entlang des Randes von D(zp, p) darstellt.
Dazu beachte man, dal |fy+1]| entlang des Randes stetig ist. Damit ist nun

M+€
lej] < =5
p]

und die Reihe Z;io ¢j(z — 20)7 konvergiert in D(zp,7), da p beliebig nahe an r gew#hlt
werden kann.

Im letzten Schritt miissen wir nun noch zeigen, daf die Reihe Z;io cj(z — z0)7 als Funktion
identisch mit der Reihe Y >  h,(2) ist. Sei noch p’ < p und wieder N € IN, so daB fiir alle
n >m > N und alle z € D(zg, p) folgendes gilt

/

— € =e pP=r .
[fn(2) = fm(2)] < 5

Wir hatten fiir alle j die Abschétzung

Dieser abgeschitzte Wert ist der j-te Koeffizient der Entwicklung von

> ocilz—z) | - (Z hk(z>>
§=0 k=0

Nun gilt fiir z € D(z0, p'):

icj(Z—zo)j —(éhdz)) <g’i<pl)j:6/ P _.

im0 NP

Damit sind die Funktionen gleich innerhalb D(zg, p’). Da p und p’ beliebig nahe an r gewéhlt
werden konnen sind wir fertig. O

Also definiert f(z) auf H eine analytische Funktion. O
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5. Sei C[1] die Menge der formalen Potenzreihen mit der Teilmenge C(T') der konvergenten
Potenzreihen.

Beh. (a): Die Menge C[T7] ist ein kommutativer Ring mit Eins.

Beweis. Die Addition auf der Menge der formalen Potenzreihen ist erkléirt durch die Addition
von Koeffizienten mit gleichem Index. Das Nullelement ist die Potenzreihe, fiir die alle Ko-
effizienten gleich null sind. Das additive inverse Element einer Potenzreihe mit Koeffizienten
a,, besitzt die Koeffizienten —a,,.

Die Multiplikation ist erklért iiber das Cauchy-Produkt von Potenzreihen:

(> ant) (o butm) = i (;0 akbnk> ™

Die Koeffizienten der resultierenden Reihe entstehen aus endlichen Summen, also ist das
Ergebnis wieder eine formale Potenzreihe. Das Einselement ist die Potenzreihe mit den Ko-
effizienten ag = 1 und a,, =0V n > 1.

Die Multiplikation ist kommutativ, denn die Multiplikation und die Addition in C sind
kommutativ. Nach Umindizieren sieht man:

n=0 \k=0 n=0 \k=0

Beh. (b): Der Ring C[T] ist ein Integrititsring.

Beweis. Es ist zu zeigen, dafl der Ring nullteilerfrei ist. Seien also zwei Potenzreihen gegeben,

so dafl
(> ant) (3o baT) =0

Nach Definition gilt also

> bran-r=0,YneN.
k=0

Sei nun 0.E. Y a,T™ # 0. Wir miissen zeigen, daf§ > b,7" = 0 gilt. Dazu zeigen wir:
[bo...bn,1 :0:>bn:0],Vn€]N

Sei [ der erste Index fiir den a; # 0 gilt.

l
Z akbl,k = albo =0
k=0

Also ist by = 0. Seien nun by ...b,—1 = 0. Mit

l4+n

Z arbiyn—r = ab, =0
k=0

folgt nun auch b, = 0. O
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Beh. (c): Die Menge C(T) ist ein Unterring von C[T7].

Beweis. Hierfiir ist noch zu zeigen, dafl die Summe sowie das Produkt von zwei konvergenten
Potenzreihen wieder eine konvergente Potenzreihe ist.

Betrachte nun zwei konvergente Potenzreihen mit Konvergenzradien r; und ro. Die Summe
konvergiert innerhalb des Radius r = min{ry, 2}, denn innerhalb des kleineren Konvergenz-
radius konvergieren beide Reihen, also auch die Summe. Das Produkt konvergiert ebenfalls
innerhalb des Radius » = min{r;, 2}, denn innerhalb des kleineren Konvergenzradius kon-
vergieren beide Reihen absolut, d.h. es gilt der grofle Umordnungssatz und damit konvergiert
das Cauchyprodukt absolut mit dem gleichen Grenzwert. O

. Sei R ein Integrititsring. Definiere M := R x (R\{0}) und eine Aquivalenzrelation (a,b) ~
(¢,d) :<= ad = ¢b und setze Q := M/ ~. Nun ist @ der Quotientenkdrper von R.

Beh. (a): Der Quotientenkdrper von C[T] ist isomorph zum Kérper der formalen Lauren-
treihen.

Beweis. Zuerst iiberlegen wir uns welche Potenzreihen in C[T] bereits invertiert werden
koénnen.

Beh.: In C[T] sind genau diejenigen Potenzreihen > a,T™ invertierbar fir die ag # 0 gilt.

Beweis. Fiir das Inverse Y b, T™ einer Potenzreihe mufl nach Definition gelten:

(Z anT”) (Z bnT”) =1

Nach Definition des Produktes gilt:
(Z anT”) (Z bnT"> = Z (Z akbn_k> A
n=0 \k=0
Es muf} also gelten:
agbg = 1 = byg=—

und

Zakbn_k =0, VneN, n>0
k=0

Diese Gleichungen definieren nun rekursiv alle Koeffizienten b,, und nach Konstruktion ist
die Potenzreihe mit diesen Koeflizienten die Inverse.

Gilt andererseits ag = 0, so kann die Gleichung
(l()bo =1
nicht erfiillt werden und die Reihe kann in C[T] nicht invertiert werden. O

Die Addition und die Multiplikation auf einem Quotientenkorper Q(R) sind fiir Reprisentanten
(a,b) und (c,d) folgendermafen definiert:

(a,0) + (¢, d)

(a,0)(c,d)

(ad + be, bd)
(ac, bd)
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Es ist wahr, daf} diese Operation wohldefiniert sind und Q(R) zu einem Kérper machen, wobei
das neutrale Element der Addition durch [(0,1)], das neutrale Element der Multiplikation
durch [(1,1)], die additive Inverse von [(a, b)] durch [(—a, —b)] sowie die multiplikative Inverse
von [(a,b)] # [(0,1)] durch [(b, a)] gegeben ist.

Bezeichne L die Menge der formalen Laurentreihen und Q(C[T]) den Quotientenkorper
von C[T]. Fiir eine Laurentreihe sei m € Z der kleinste Index fiir den a,, # 0 gilt. Die
Multiplikation und Addition auf I wird analog zu den Potenzreihen definiert und genauso
folgt die Abgeschlossenheit beziiglich dieser Operationen. Um die Isomorphie zu beweisen
definieren wir folgende Abbildung

p: L — Q(C[T])
= " (T3 a,T™,T~™)] falls m <0,
2 anT" {[(z anT™, 1) falls m > 0.

Um in den folgenden Rechnungen keine Fallunterscheidungen ausfiithren zu miissen definieren
wir fiir die Ausdriicke T* in beiden Eintriigen der Aquivalenzklassen des Quotientenkorpers:
T* :=1 falls k < 0. Dies ist im Sinne der Definition von ¢. Sei im folgenden m < [. Zunichst
zeigen wir dafl ¢ ein Homomorphismus ist, dazu zuerst die Addition:

¢<<§m T> + (iw» '<Tm S an+bn>Tn,Tm)

_ (—mzam —m)
(

T ZanT” —m>

n=m

(T—m i b, T", T%)
n=l|

(T—l f: b, T, T‘l>
n=l

= d) (Z anTn> + Qb (Z bnTn
Nun zur Multiplikation:

(B (Ser)) = A (Sor) (o))
= ((T—m > anT"> <T‘l nz_:lbnT") T T‘l>
<T

m Z anT",T_m> (T—l ibnT’zT—l)
n=m n=l

(g (50

Der Homomorphismus ¢ ist injektiv, denn aus

(Z anT"> [(0,1)]

folgt direkt, daf alle a,, = 0 sind. Sei nun [ und m wieder unabhéngig und beide > 0.
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Der Homomorphismus ist auch surjektiv. Denn sei

o |(Ber) ()

mit Y7, b,T" # 0. Deswegen kann man folgendes schreiben

€ Q(C[TY)

ibnT" =T ich", co#0
n=lI n=0

Die entstandene Reihe mit ¢y # 0 kann invertiert werden und wir haben:

g= (72 anT"> (i ch”> h T = | T7! (Té anT”> (i chn> -1

n=0 n=0
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Beh. (b): Der Quotientenkérper von C(T) ist isomorph zum Kdérper der konvergenten Lau-
rentrethen.

Beweis. Wie in Teil (a) untersuchen wir zuerst welche konvergenten Potenzreihen invertier-
bar sind.

Beh.: In C(T) sind genau diejenigen Potenzreihen >, a,T" invertierbar fiir die ag # 0 gilt.

Beweis. Wir konstruieren zunéchst formal die Inverse wie in Aufgabe 6.(a). Jetzt muff man
aber noch zeigen, dafl die konstruierte Inverse auch konvergiert. Sei nun eine konvergente
Potenzreihe Y a, T™ mit ag # 0 gegeben. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir
annehmen, dafl die Koeffizientenfolge (ay, ), beschrankt ist: ist f(z9) := > an 2y konvergent
mit |zg| > 0, so ist (|an||20])n beschréankt und

flw) = nz:%(anz(’f) <ZZO) = ganz" = f(z), mitw:= i

Sei weiter 0.E. ap = 1 (Multiplikation mit konstantem Faktor). Mit der Beschréanktheit gelte
also |a,| < a, Vn € IN. Man kann aulerdem a > 1 annehmen. Die oben konstruierte Inverse
habe Koeffizienten b,,. Nach Konstruktion gilt:

by = — i arbn_k
k=1

Wir wollen nun folgendes zeigen: Es existiert ein C' > 1 so daf3
|bp] < (Ca)*, VneN
Mit dieser Abschitzung geben wir eine positive untere Schranke an den Konvergenzradius

an, d.h. die invertierte Potenzreihe konvergiert.

Wir beweisen die Abschétzung mittels Induktion nach n. Fiir by ist die Ungleichung nach
Konstruktion der Inversen erfiillt. Gelte nun die Aussage fiir n. Wihle C € R, so daf gilt:

c> -2

a—1
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Damit gilt

n+1 n+1 n an+1
by g1] < sz: |ag||bny1—x| < ak;(ca)n“*k < aC" I;)ak <aC"— < (aC)""
und wir haben obige Abschitzung gezeigt. O

Man geht nun genau wie in Teil (a) der Aufgabe vor. Zusétzlich muss man sich noch
iiberlegen, dafl die Multiplikation und Addition von konvergenten Laurentreihen wieder kon-
vergente Laurentreihen liefern. Fiir die Addition ist dies klar, da man nur den Potenzreihen-
anteil untersuchen muf. Fiir die Multiplikation multipliziere man die beiden Laurentreihen
mit den passenden Potenzen von T, so dafl man konvergente Potenzreihen hat. Dann kann
man wie in Aufgabe 5 (¢) argumentieren und erhiilt die Konvergenz der multiplizierten
Reihen. Das bedeutet, dafi das Produkt der Laurentreihen auch konvergiert innerhalb eines
gewissen Radius, nur nicht im Punkt 0. Mit der Abbildung ¢ erhélt man die Isomorphie wie
vorher. O
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