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1. Sei f(z) = (z —1)7}(z — 2)~? eine meromorphe Funktion auf C.

Beh. (a): Die Laurententwicklung von f(z) im Ringgebiet Ay 1(0) lautet:

oo

> ((n+3)2n+2 —1) 2"

n=0
Beweis. Die Partialbruchzerlegung von f(z) lautet:

1 1 1 1
(z—1)(z-2)2 2z—-1 (2-22 2-2

Fiir |z| < 1 gilt:

1 o0
1 Z 2"
n=0
Der Term —(z —2)~! wird ebenfalls mit Hilfe der geometrischen Reihe entwickelt fiir |2| < 2:
I 1 n
-1
Den mittleren Term erhalten wir als Ableitung von —(z — 2)~!

(fz(ziQ) - (2_12)2

Mit der gliedweise differenzierten Reihe gilt also:

1 1

1
2—2 2—2z 21—

2
2

I 1 1 L > 1,
e DI PR
Mit der Gleichung
1 1 ..
(n+1)2n+1 +2—n (n+3)2n+1 fir allen € IN
folgt die Behauptung. O
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Beh. (b): Die Laurententwicklung von f(z) im Ringgebiet Ay 2(0) lautet
— 1 < 1

I (I
n=1 n=

Beweis. Mit der Partialbruchzerlegung von Teil a) und der auch in diesem Falle giiltigen
von Teil a) ergibt sich der Nebenteil der angegebenen Reihe

Entwicklung von —(z — 2)
Der erste Term der Partialbruchzerlegung 1483t sich wie folgt schreiben

I 1

z—1 =z1-1

z
Fiir |z| > 1 gilt:

I 1 Il 1 1

;l_l_;Z;_Zzn+1_ o

z n=0 n=0 n=1

O

Damit ist die Behauptung bewiesen
Beh. (c): Die Laurententwicklung von f(z) im Ringgebiet As 5(0) lautet

> 1
Z 3)2"7%)

Beweis. Der erste Term (z — 1)~! der Partialbruchzerlegung ergibt wie in Teil b)

1 =1
72271

z—1 =
Wir schreiben fiir —(z — 2)~1:
11
z—2 21— 2
4
Fir [z| > 2 gilt:

1 1 1 2" = gt

_- s = s
zl—; anozn = "

Mit der gliedweise differenzierten Reihe gilt nun wie in Teil a)
e on—1 e on—2
-1
=2 (-
O

Z n+1
n=2

(z—2 —

Die Addition der 3 Teile liefert das Ergebnis
Beh. (d): Die Laurententwicklung von f(z) im Ringgebiet Ag1(1) lautet

)n

n=0

Beweis. Der erste Term der Partialbruchentwicklung ist schon in der richtigen Form. Fiir

—(z — 2)7! schreiben wir:
1 1
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Fiir |z — 1] < 1 gilt nun:

o0

1
T S

n=0
Mit der gliedweise differenzierten Reihe gilt nun wie in Teil a):

1 o0 o0

o2 = Zn(z -1t = Z(nJr D(z—1)"

n=1 n=0
Die Summe der 3 Teile ist die Formel der Behauptung. O
Beh. (e): Die Laurententwicklung von f(z) im Ringgebiet A; 2(1) lautet:

o0

1
22

n=3

Beweis. Auch hier ist der erste Term schon in der richtigen Form. Fiir —(z —2)~! schreiben
wir:

11 1
-2 (z-1)1-L
Fiir |z — 1] > 1 gilt nun:
1 1 I — 1 - 1 = 1
e e e PPN P st B pyue oz Sl Bl oy
(z-1)1-—25 (z-1) = (- 1) —(z—1) —(z—-1)
Mit der gliedweise differenzierten Reihe gilt nun wie in Teil a):
1 = 1 = 1
==Y ) = - D

(z —2)2 ; (z — 1)+l nz:; (z—1)»

Addition liefert das Ergebnis. O

. Berechnung von reellen Integralen mit Hilfe des Residuensatzes.

Beh. (a): Es gilt die folgende Identitit:

2m
sin(3t)
—dt =
/ 5 — 3cos(t) 0
0

Beweis. Fiir dieses Integral verwenden wir den folgenden Satz aus der Vorlesung:

Satz (21.5). Seien P,Q € Clz,y] Polynome in zwei Verdinderlichen, wobei Q(x,y) # 0 gelte
fiir alle (x,y) € R? mit 2> + y> = 1. Sei

P
R(z,y) = =
(z,y) 0
rationale Funktion in zwei Verdnderlichen. Definiere eine meromorphe Funktion f : E +— C
wie folgt:
1 1 1\ 1 1
=gy (1) 5 (1))
Dann gilt:
27
/R(cos(t), sin(t)) dt = 2ni Z Res. (f)
0 zeE
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Der Nenner des Integranden hat bereits die richtige Form, wir setzen:

Qz,y) =53

Fiir (z,y) € R? mit 22 + 3% = 1 gilt Q(x,y) # 0. Fiir den Zihler verwenden wir das
Additionstheorem fiir Vielfache des Argumentes:

sin(3t) = 3sin(t) — 4sin®(t)
und setzen:
P(z,y) =3y — 4y°
Damit gilt fiir die Funktion f(z):
135 (- 4 (1) 21
iz 5-3%(2+1) C3283(2—1)(2 - 3)

Diese Funktion besitzt 2 Pole innerhalb I, einen bei z = 0 und einen bei z = %
Berechnung von Resg(f):
Es reicht das Residuum von

1

32802 4)(2 - 3)

g(z) =

zu berechnen, da f = g-+h gilt, wobei h eine an der Stelle 0 holomorphe Funktion bezeichnet.
Die Funktion g hat an der Stelle z = 0 einen Pol der Ordnung 3, wir koénnen also das
Residuum folgendermaflen berechnen:

(2
o) =5 (5 pemg) O

Es gilt:
< 1 )<1> B 62— 10
3(z— 5)(z - 3) 9((2 - 5)(2 = 3))2
Damit:
(_ 1 >(2> _ 6 _ 2(62 — 10)(6z — 10)
3(2 — 5)(2 - 3) 9(z—35)(z—3)2 27((z—3)(z—3))°
Also gilt:

18 200)_ 91

1
Reso() = 3 <27 )T w

Berechnung von Res, (f):
Der Pol von f an der Stelle z = % hat die Ordnung 1, wir kénnen also schreiben:

26 -1 (1)_ 1-3% 728 91

e = a9 3 )

3B(1-9) 216 27

Insgesamt heben sich die beiden Residuen also gerade gegenseitig auf und die Behauptung
ist bewiesen. O

Seite 4 von 10



Beh. (b): Es gilt die folgende Identitit:

oo

/ 1 q T
€r =
w22 +1 24/3

0

Beweis. Fiir dieses Integral verwenden wir den folgenden Satz aus der Vorlesung:

Satz (21.7). Seien P,Q € C[x] Polynome in einer Verdnderlichen, wobei Q~1(0) N R =
und grad Q > 2 + grad P gelte. Sei

f(x) 52@

meromorphe Funktion. Dann gilt:

(oo}
/ ftydt =271 3 Res.(f)
— 00 Im 2>0
Die Voraussetzungen des Satzes sind erfiillt und wir kénnen die Pole des Integranden be-

stimmen. Es gilt:
1 z?—1
UGS ri+a241 2t -1
Die Pole der Funktion sind also die sechsten Einheitswurzeln ohne die Wurzeln 1 und —1.
Von diesen liegen 2 in der oberen Halbebene:

1 1
21:§+l§\/§

1 1
22:_§+1§\/§

Dies sind alles einfache Pole und wir berechnen die Residuen wie folgt:

1 1
Reszl(f) = (21 _ (% _ 1%\/5)(21 _ (_% _ 1%\/5)(21 — (—% +1%\/§) - 1\/5— 3

und
Res., () = ! =
= (21— (3 —13V3) (21 — (-3 —13V3)(z1 — (3 +i2V3) V3 +3

Damit gilt also:

27i Y Res.(f) = 2ri <—i2\1/§> = %

Im2>0

Da f eine gerade Funktion auf R ist, gilt:

o0 oo

1 1
of —— dr= [ ——q
/x4+x2—|—1 v /x4+x2+1 v
0

— 00

Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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3. Sei E := {z € C||z| < 1} die offene und E die abgeschlossene Einheitskreisscheibe. Nach der
Vorlesung wissen Sie, daf sich die Automorphismen ¢ von I stetig zu Abbildungen ¢ von |
nach IE fortsetzen. Sei z € OE mit Im (z) > 0.

Beh.: Es existiert genau ein Automorphismus ¢, so dafl (;5(1) =1, qZ;(—l) =—1 und d;(l) =z
gilt.
Beweis. Sei ¢ € Aut(IE). Nach der Vorlesung hat der Automorphismus ¢ folgende Gestalt:

zZ—a

¢(z) = ¢

—,  wobei (¢,a) € OE x E
1—-az

Diese Funktion ist definiert fiir alle z mit |z| < 1 und stetig auf E.Die stetige Fortsetzung é
besitzt also die gleiche Abbildungsvorschrift.

Fiir die Fortsetzungen von Automorphismen, die 1 und —1 fixieren, muf} also gelten:

~ 1—a
¢(1)_01,(—1_1
und 1
~ —1—-a
o(-1)=c Txa

fiir das gleiche Paar (¢, a) € OE x E. Dies ergibt das Gleichungssystem:

c—ca=1—a
ct+ca=14+a

Die beiden Gleichungen addiert ergibt die Bedingung ¢ = 1. Damit ergibt sich fiir a:
a=a

Die Konstante a muss also reell sein. Fiir einen Punkt z € JFE mit Im (z) > 0 soll nun

folgendes gelten:

< i—a 2a .1 —a?
=16~ Tva ira

Sei H = {z € C|Im (z) > 0} die obere Halbebene in C. Es bleibt nun noch zu zeigen, da8

die Abbildung

=z

P:(-1,1) —I0ENH
2a +,1—a2
— i
1+ a? 1+ a?

ar——

bijektiv ist. Sei also z = x + iy. Die Gleichung

11— a®
YTt
hat die Lésungen
l—y
ay/g =4/ ——
1/2 14y
und die Gleichung
—2a
rT=——7
1+ a2
legt das Vorzeichen der Losung fest. Damit ist die Bijektivitdt klar und die Behauptung
bewiesen. O
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4. Beh. (a): Sei L eine Laurentreihe, die auf einer nichtleeren offenen Menge U C C konver-
giert. Es existieren 0 <r < R < oo und p € C, so dafl A, r(p) das grifite Ringgebiet ist, auf
dem L konvergiert.

Beweis. Da L auf einer nichtleeren offenen Menge U C C konvergiert, existiert zo € U, so dal
L in zg konvergiert. Betrachte zuerst den Nebenteil der Reihe: dies ist eine Potenzreihe, die im
Punkte zo konvergiert. Damit existiert R > |z, so daf der Nebenteil auf der Kreisscheibe
D(0, R) konvergiert. Beachte: Der Konvergenzradius R ist echt grofier als der Betrag von
|20, da U offen ist. Der Hauptteil der Reihe L ist eine Potenzreihe in 1. Da der Hauptteil
ebenfalls in zg konvergiert, existiert r < |2p|, so dafl der Hauptteil auf dem Komplement der
abgeschlossenen Kreisscheibe D(0, ) konvergiert. Auch hier ist der Konvergenzradius r echt
kleiner als |zp|, da U offen ist. Wir haben also Konvergenz von L auf dem Ringgebiet A, r(0)
und dies ist das grofite Ringgebiet auf dem L konvergiert. O

Beh. (b): Seim > 0. Definiere die Funktion f,(z) iber die (m — 1)-te Partialsumme der

geometrischen Reihe:
m—1

fm(2) == Z 2k,

k=0

Definiere damit eine Funktion g.,(z),

m—1
Im(2) = kafm (exp <_i kzﬂ.) Z)
k=0 m

und erklire eine Potenzreihe mit Koeffizienten a,, tiber

oo

PE)i= 3o on = 32 o g 2, 0

Definiere nun eine Laurentreihe mit Koeffizienten b,,. Seien

bor = ap firallekeZ
b2k+1 = —ay, fir alle k € Ny
b_op_1 = —ay fur alle k € Ny

Dann ist
o0
L(z) := Z bp2™
— 00
eine Laurentreihe, die nur im Punkte z = 1 konvergiert.

Bemerkung. Diese Aufgabe war schwieriger als von uns beabsichtigt war.

Beweis. Die Idee ist, zuerst eine Potenzreihe P(z) mit Konvergenzradius 1 zu konstruieren,
deren Koeflizienten a,, eine Nullfolge bilden und die iiberall auf dem Rand der Konvergenz-
scheibe divergiert. Damit baut man eine alternierende Reihe, die in genau einem Punkt auf
dem Rand konvergiert und ergénzt diese symmetrisch zu einer Laurentreihe.

Die Konstruktion in der Behauptung definiert tatséchlich eine Laurentreihe: Die Funktion
gm(z) ist ein Polynom (m — 1)(m + 1)-ten Grades. In der definierenden Gleichung (1) liefert
jeder Term auf der rechten Seite ausschliefllich héhere Exponenten von z als der vorherge-
hende, da

m

m—1
Zk2+(m—1)(m+1) <Zk2
k=0

k=0
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Damit ist die Reihe P(z) eine Potenzreihe, also auch die Reihe L(z) eine Laurentreihe.

In dem Polynom g,,(z) haben alle Koeffizienten den Absolutbetrag 1. Damit ist klar, daf} die
Koeffizienten a,, eine Nullfolge bilden. Im néchsten Schritt werden wir zeigen, daf3 die Po-
tenzreihe P(z) in jedem Punkt des Randes der Einheitskreisscheibe divergiert. Das bedeutet
aber, dafl der Konvergenzradius 1 ist.

Sei ¢ = €l? # 1. Es gilt:

£ ()] = ‘1 exp(im(b)‘ _ exp(—@) - eXp(i";‘z’) _ sin(de’)
" 1 — exp(i¢) exp(—12) — exp(12) sin($)
Auf dem Kreisbogen —7- < ¢ < = ohne den Punkt ¢ = 0 gilt also:
2 M‘
™ 2 2
A (O)] > == 2
012 71 = @)
2
Beachte dazu, daf
maeo T
<
2 |7 2
gilt und damit
(52215
sin| — || > —|—
2 T 2

Die Abschitzung (2) gilt auch fiir den Punkt ¢ = 0. Fiir alle ¢ = €!¢ gibt es also ein [ € I

mit 0 <1 < m, so daf
12 2
i e (455 )
m T

(112

Sei nun ¢ ein Punkt in JE. Wenn die Reihe dort konvergieren wiirde, so miifiten die Reihen-
glieder eine Nullfolge bilden. Damit miifite auch

le fm <exp (-i ljj) C)’ =0

gelten. Dies steht aber im Widerspruch zu Ungleichung (3).

gilt. Damit folgt

=z —m (3)

max

2
0<l<m s

1 m—1 7.2
i I VO DY ian ey
o, Tl

Der Nebenteil der Laurentreihe L ist am Punkt z = 1 eine alternierende Reihe deren Glieder
eine Nullfolge bilden, also konvergent. Wire dieser Nebenteil auch fiir einen Punkt ¢ = e'? #
1 konvergent, so wiirde auch die Reihe

> an®(1-¢)
n=0
konvergieren, also auch
D ang™"
n=0

Da |¢?| = 1 steht dies aber im Widerspruch zur Divergenz von P auf JE.

Der Hauptteil von L ist eine Potenzreihe in % mit den gleichen Koeffizienten wie der Nebenteil
ohne ag. Diese Reihe hat also auch den Konvergenzradius 1 und das gleiche Randverhalten.
Damit ist 1 der einzige Punkt in C in dem L konvergiert. O
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5. Konvergenzgebiete von Laurentreihen.
Beh. (a): Das mazimale Konvergenzgebiet der Laurentreihe
%
2 s

ist der Rand der Einheitskreisscheibe.

Beweis. Der Nebenteil der Reihe besitzt den Konvergenzradius 1, denn es gilt
1)2+2
fim (D72
n—oo n2+2

Auf dem Rand der Konvergenzscheibe konvergiert die Reihe absolut. Sei dazu z € JE. Es
gilt

=1 1 < 1 1 1
§n2+2:§+;n2+2§§+;ﬁ

und die Reihe auf der rechten Seite konvergiert. Der Hauptteil der Reihe ist eine Potenz-
reihe in % mit denselben Koeffizienten wie der Nebenteil ohne ag. Damit ist das maximale
Konvergenzgebiet der Rand der Einheitskreisscheibe. O

Beh. (b): Das mazimale Konvergenzgebiet der Laurentreihe

o0 Tn
Z mita € R
exp(an) + exp(—an)

— 00

ist {z € C| exp(—a) < |z| < exp(a)} fir a# 0. Fir a =0 divergiert die Reihe iberall.
Beweis. Sei zuerst a = 0. Dann hat die Reihe die Form:

1

>l

Der Konvergenzradius von Haupt- und Nebenteil ist jeweils 1. Mogliche Konvergenzpunkte
liegen also nur auf dem Rand der Einheitskreisscheibe, aber dort bilden die Reihenglieder
keine Nullfolge.

Sei also jetzt a # 0. Wir berechnen:

lim ! " lim _oxplan) )" = exp(—a)
n—oo \ exp(an) + exp(—an) ~ n—>oo \ exp(2am) + 1 -

Damit ist der Konvergenzradius des Nebenteils exp(«) und der des Hauptteils exp(—«).
Also konvergiert die Reihe auf der angegebenen Menge. Auf den Réndern des Ringgebietes
konvergiert die Reihe nicht, denn sei z € € mit |z| = exp(«) und betrachte

i exp(an) B i 1
“ exp(an) + exp(—an) B =1+ exp(—2an) '

Die Glieder dieser Reihe bilden keine Nullfolge.
Sei jetzt noch z € C mit |z| = exp(—a). Betrachte dann den Hauptteil der Reihe:

oo

exp(—a(-n)) _ 1
nZ::l exp(a(—n)) +exp(—a(-n)) Z 1+ exp(—2an)’

n=1

oo

Auch die Glieder dieser Reihe bilden keine Nullfolge. O
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6. Beh.: Sei a > 0. Es gilt die Identitdt:

[cos(az) 1
cos(ax —u
/1+$2 da::iﬂe

0

Beweis. Sei a > 0. Fir x € R gilt:
1
cos(ax) = §(exp(iaa:) + exp(—iaz)) = Re (exp(iax))

Da sowohl die Kosinusfunktion als auch ﬁ auf R gerade sind, gilt die folgende Gleichung:

cos(ax) do — 1 cos(ax) de
1+ a2 2 1422

0 —o00
also
cos(ax) 1 exp(iax)
dz = =R ———=d
/ T2 0797 / 1+z2 OF
0 — 00

Der Integrand auf der rechten Seite ist eine meromorphe Funktion auf C. Diese Funktion
hat zwei Polstellen, bei i und bei —i. W&hle R > 2. Sei vg : [0, 1] — C definiert durch:

vr(t) ;== R exp(itr)

Dann gilt mit dem Residuensatz:

R
exp(iag) .. exp 1a§)) B exp(iaQ)
e D, e () - [ e

Wir wollen nun das Integral auf der rechten Seite abschitzen. Fiir |(| > R existiert ein C' > 0,

SO daﬁ
1 < —92 < —

gilt. Auflerdem gilt
lexp(iavr(t))| < 1
da a > 0. Damit erhalten wir

/eXplagdC‘<CR‘ wR=Cr R,
TR 1+<

: ¢
dm [ A

Es bleibt noch das Residuum an der Stelle i zu berechnen:

Res; <e>1q:€i¢§2§)) = fi% exp(—a)

Damit gilt fiir das uns interessierende Integral:

[ o5 b L (srimen (2899)) _ Ty
/

Also

14 2?2 14¢2
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