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49. Die ebene Quadrik

le{(‘;) €R2|x2+2xy+3y2:1}

besitzt die Gleichung

(ZE y) CA; - (z) =1 mit A = (1 ;)) € R?x2,

Wegen

det(A; — A By) = ‘1 A

) 3_/\’:(1—)\)(3—>\)—1:)\2—4>\+2

fiir alle A € R besitzt A; die beiden Eigenwerte

—(—4) + /(42 —14-2

damit gibt es eine orthogonale Matrix P; € O2(R) mit

A O
P1TAllD1=D1=(O1 )\2>=

wobei in den Spalten von P; normierte Eigenvektoren der Matrix A; zu den beiden

Eigenwerten A; und As stehen. Die Variablentransformation <;§) =P - (ZU)

fithrt nun die gegebene Gleichung

(« y)~A1-(§>:1

in die Gleichung

(w z).ijlpl.(f>:1 bow,  (w z).Dl.(f)zl,



also

w? 22

M+ z22=1 bzw. 5 + 5 =1
1 1
(%) (&)

iiber; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform dar. Damit ist @4
eine Ellipse mit den Hauptachsenabschnitten

1 1
VAL V22
Die ebene Quadrik

ng{(Z) ERQ\x2+4xy—|—6y2:1}

1 1

VR V2iE

und

besitzt die Gleichung

(x y).A2.<z):1 mit AF(; 2)@1&2“.

Wegen

1-— 2
e LIPS B (R S Y B P

fiir alle © € R besitzt Ay die beiden Eigenwerte

(-4 /P42 T4V
! _

2

K12 = > 0;

damit gibt es eine orthogonale Matrix P, € Oy(R) mit

0
PQTAQPQZDQ:(ILS ),
K2

wobei in den Spalten von P, normierte Eigenvektoren der Matrix Ay zu den beiden

Eigenwerten p; und po stehen. Die Variablentransformation (g) =B (Z))

fithrt nun die gegebene Gleichung

(x y)-AQ-(';>:1

in die Gleichung

(w z).PJAQPQ.(Z>:1 baw.  (w z).DQ.(I;):L

also ) )
w z
pw? + g 2® =1 bzw. ) 5 + ) 5 =1
(&) (&)



iiber; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform dar. Damit ist Qs
eine Ellipse mit den Hauptachsenabschnitten

L _ V2 und L _ V2
Vi Viva Vi Tivi

Insgesamt erhélt man also das folgende Ergebnis:

e Die ebenen Quadriken )7 und @5 sind zwei Ellipsen und damit jeweils zum
Einheitskreis und folglich auch zueinander affin dquivalent.

e Die beiden Ellipsen @; und )y sind aber nur dann auch euklidisch (me-
trisch) dquivalent, wenn sie dieselben Hauptachsenldngen besitzen; dies ist
hier genau dann der Fall, wenn die beiden kleineren Eigenwerte \; und uy
und die beiden grofleren Eigenwerte Ay und ps der beiden Matrizen A; und
Ajg iibereinstimmen. Wegen A\ #£ 17 und Ay # ps sind nun )7 und )5 nicht
metrisch dquivalent.

50. Der gegebene Kegelschnitt
Q= {<i1> € R? | 31%—2111:24—33334—6:61—2:62—1-1 :0}
2

besitzt die Gleichung

((L’l CL’Q)A(xl)—I—bT ($1)+C:0
) )

mit
(3 -1 2x2 _ (6 2 _
A_<_1 3)€R , b—(_Q)ER und c=1€eR.
Wegen
3—X\ -1
S e B R O R ()

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 und Ay = 4; wegen

1 -1 1 -1 . 1
A_)\1E2:(_1 1)“/‘)(0 0) 1st ’U1:(1>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 2, und wegen

-1 -1 -1 -1 . —1
A—A2E2=<_1 —1)W<O O) 1st U2=<1>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 4. Mit der orthogonalen Matrix

1 1
P= (—“1 e >= 2 %) € 0u(R)
[oa]] [Jo2]] v



und der Diagonalmatrix

D= dlag ()\1,)\2) = <(2) 2) € R2X2

X2 Y2

gilt dann PTAP = D. Mit der Variablentransformation (xl) =P <y1> ergibt
sich die Gleichung

PTAP () 4P (y1)+ =0,
(yl yz) (92) Y2 ¢

(1 v2) (g 2) (z;) +(6 —2)- % G _11) (z;) +1=0,

und damit

also

292 +4y2 + Yo +1=0.

4
VI
Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich

1)’ 1 1
2 — -+ +4 |y —2- +
(yl \/— it (\/—) > <y2 \/5 * Y2 (

1
:_1+2.(_

M
\_/

2

\/
,.p

Sl-

N——
. no

also
1\? 1)\?
2y +—=) +4(yp——=) =2,
(yl \/§> (” ﬁ)

+ L
so daf sich mit der erneuten Variablentransformation (Zl) = <y1 @) dann

<2 Y2 =45
22 22
2224425 =2, also 1_§+(L2)2:1’
V2

die euklidische (metrische) Normalform einer Ellipse mit den Hauptachsenab-
schnitten 1 und % ergibt. Damit sind () und der in Abhéngigkeit vom Parameter
t € R gegebene Kegelschnitt

Qt:{@;) € R? | (x) x%+tm§—2t:p2+t—1=0}

genau dann kongruent, wenn auch @); eine Ellipse mit den Hauptachsenabschnit-
ten 1 und \/Li ist; wegen

(x) = 27+t (23 -2+ 1) =1 <= 2l +t(v—1)° =1,

mit der Variablentransformation (j) = ( 1 ) also
2

£L‘2—1
(*) == 2zi +tz =1,

ist dies genau fiir ¢t = 2 der Fall.



ol.

a) Die gegebene Quadrik

Q:{(i) €R2|5x2+2xy+5y2—2\/§x+14\/§y+10:0}.

besitzt die Gleichung

( y)-A-(§)+bT~(z)+c:o

. (? é) € R>? b — <_2\/§) €eR? und c¢=10€R.

mit
14v/2
Wegen

det(A — \Ey) = =(B-N2—=12=(4—-)\)(6-\)

5—A 1
1 5—A

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 4 und \; = 6; wegen

(11 11 . (-1 9
A—)\lEz—(l 1>W(O O) ist vl—<1)€R

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 4, und wegen

(-1 1 ~1 1 . [ )
A_)\QE—<1 —1)W(O O) ist vg—<1>€R

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 6. Mit der orthogonalen Matrix

P= (o) 7 (3 1) som®

und der Diagonalmatrix

D = dlag ()\1, )\2) = (Bl g) € RQXQ

gilt dann PTAP = D. Die Variablentransformation (g) =P (Z) fithrt

nun die gegebene Gleichung

T T i
x - A - +0 - +c=0
@) <y) (y) ‘
in die Gleichung

(u v)-PTAP. Cj) +b'P- (Z) +e=0,



52.

also

(u u)-(g g)-(z)+(—2\/§ 14\/5)-%(_11 1)-(1@‘)“0:0,

und damit
4u> + 602 +16u+ 120 =—10

iitber. Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich ferner
4(W+4u+4)+6 (" +2v+1)=-10+4-4+6-1

und damit
4(u+22+6w+1)* =12,

(u + 2) die Gleichung

so daf sich mit der Variablentransformation (w>
z v+ 1
2 2 2 2
w_+z_:1 bzw. w2+22:1
300 VRNV

ergibt; wir erhalten damit in

Q’z{(ls)emgﬁ%:l}

die euklidische (metrische) Normalform einer Ellipse.

GemsB a) ergibt sich
(- )-r () |
)l () 0
e () () ()

P:%(_ll DGOQ(R) und t:%(_lg))eRQ

eine Bewegung, die die Ellipse Q)" auf die Ellipse ) abbildet.

damit ist

mit

Wir untersuchen in Abhéngigkeit vom Parameter a € R die affine Normal-
form der durch die Gleichung

(%) 2* —2zy+ (a+1)y* —2ay +a—1=0
gegebenen Quadrik; dabei gilt
(¥) <= 2*-2z2y+y*+ay*—2ay+a—1=0
= (z-y)’+a(y® —2y+1)—-1=0
— (r—y’+aly—-1> =1

Dies motiviert folgende Fallunterscheidung:



e Fiir a = 0 ergibt sich mit der Variablentransformation

(5)-C2")

die affine Normalform w? = 1 eines Parallelenpaars.
e Fiir a < 0 ergibt sich mit der Variablentransformation

()= (=6t )

2

die affine Normalform w? — 22 = 1 einer Hyperbel.

e Fiir a > 0 ergibt sich mit der Variablentransformation

()= (o)
z Va(y—1)
die affine Normalform w? + 2% = 1 einer Ellipse.
b) Die beiden Quadriken
Q2 =22y +2y* —2y=0 und Qy:2*—22y+3y> —4y+1=0

sind geméafl a) wegen a; = 1 > 0 und ay = 2 > 0 Ellipsen, mithin zum
Einheitskreis und damit auch zueinander affin dquivalent. Geméafl den in a)
ermittelten Variablentransformationen ergeben sich die beiden Affinitéten

e ()2 676 7)-6)- ().

pwmw () m (A6 )0 ()

welche die Quadriken ()1 und (), jeweils auf ihre affine Normalform abbilden.
Insgesamt ist damit aber f = f; ' o f; : R? — R? mit

) - o)
) ()

)+ (L)
o %) ()

S-S

eine Affinitét, die die Ellipse () (iiber den Einheitskreis) auf die Ellipse @2
abbildet.



