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Ubungen zur Vorlesung
~Mathematik im Querschnitt
— Losungsvorschlag —
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41. Es ist
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fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 und Ay = 0 mit den normier-

ten Eigenvektoren vy = \% (_11> und vy = \/Li (i) Mit der orthogonalen Matrix

P = (v,vq) = \/Li (_11 1) und der Diagonalmatrix D = diag(A1, \y) = (g 8)

gilt dann mit PT AP = D; mit der Variablentransformation <;> =P <:}L) ergibt
sich die Gleichung

(u v) PTAP (3) +bTP (z) +e=0,

also )
2 0 U -1 1 U
W (o o) ()0 -5 (3 1) (1) o
und damit
2u2—iu—iv—420
V2 V2 '

Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich
1 1Y)° 1)’
2 u2—2-—-u+<—) —\/§v—4—2(—> =0,
( V2 V2 V2

Q(U—%)Q—\@(v—i—%):&

also



w u— o

so daf sich mit der erneuten Variablentransformation V2 | dann
z v+ 2

2w? — 2z =0, also V2uw? — 2 =0,

die euklidische Normalform einer Parabel ergibt.

. Der gegebene Kegelschnitt

P:{(z) €R2\x2+23xy+y2+2:v+2y+120}.

(« y)-A-(§)+bT-(§>+c:0

A=t ) err?, b= (%) eR? wmd c=leR
s 1 2

Dabei ist der Kegelschnitt P genau dann eine Parabel, wenn er ohne Mittelpunkt
ist, also das lineare Gleichungssystem A -m = —% b keine Losung besitzt: wegen

1y 1 s|—1 1 S —1
(A| Zb)_(s 101 e\ 0 1-82|—1+5

ist dies genau fiir 1 — s2 =0 und —1 + s # 0, also fiir s = —1 der Fall. Wegen

besitzt die Gleichung
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fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 und Ay = 0; wegen
-1 -1 11 : -1
A—/\1E2—<_1 _1)W(0 0) 1st ’U1—(1>
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 2, und wegen

1 -1 1 -1 . 1
A—)\2E2:<_1 1)~=>(0 0) ist ’02—<1>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 0. Mit der orthogonalen Matrix

1 1
T= (_m T ) = 27 2| c0®
[oa]] [Jva]] iV
und der Diagonalmatrix

D = diag (M1, A2)
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gilt dann TTAT = D. Mit der Variablentransformation (i) =T (Z) ergibt
sich die Gleichung

(u v) TTAT (Z) +b'T (z) +c=0,

Y0 (D) e

und damit

4 4 2
QUQ+EU+1:0 bzw. QU2+E(U+\/T_>:

also

U
Mit der erneuten Variablentransformation (w) = ( \/5) dann
z Gl

4 1
2uw? 4+ — 2 =0, also —wl+2=0,

V2 V2

die euklidische (metrische) Normalform einer Parabel ergibt. Insgesamt ist

(Z’) 7 (U) 7. (_wi) 7 ({f;>+T. (_04):
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es ist t der Scheitel und die z—Achse t + R - vy die Symmetrieachse von P.
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43. Fiir den Abstand d(X, P) des Punktes X = (z ) € R? vom Punkt P = (i) gilt

i, P =Ix - pl= | (0 23)| = Vs

Ferner besitzt die Gerade L = R - u;, mit dem Richtungsvektor uy = (_43> den

Normalenvektor
Uy = up = (Z) der Linge ||| = V32 +42 = V25 =5
und damit die Hessesche Normalform

fiir den Abstand d(X, L) des Punktes X von der Geraden L gilt demnach

4
d(X,L) = ‘M‘

5

Damit ergibt sich

4
d(X,P) = d(X, L) M‘

Vo= M

-9+ a0 = (252

9p* + 24pq + 16¢°
PP—6p+9+q>—8g+16 = > ba =+ 109

25
16 , 24 9 ,
o2 == 22 _6p— 25 —
25p 25pq+25q 6p —8q+25=10

16p* — 24pq + 9¢* — 150p — 200g + 625 = 0

[ A

Folglich ist die Menge K C R? aller Punkte X, die vom Punkt P und der Geraden
L denselben Abstand haben, die Quadrik

K:{(Z;) cR? | 16p2—24pq+9q2—150p—200q+625:0};

sie besitzt also die Gleichung

oa)ar () (D) e

g ( 16 —12) c szz, h— <_150) cR? und c=625¢cR.

mit

-12 9 —200



Wegen

xa(A) = ’16_1; 9__12A’ =(16—A)-(9—N) — (—12)* =

= (144 —25XA+ X)) — 144 =X — 251 = (A —25) - A
fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 25 und Ay = 0; wegen
-9 —-12 3 4 . —4
A=hBy = (—12 —16) ~ <0 o) s ( 3)
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 25, und wegen
16 —12 4 -3 : 3
A—)\2E2_(_12 9)w<0 O) ist vg—(4)
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 0. Mit der orthogonalen Matrix
§— (v_ v_) _ (—3‘—;
[[oal[™ [|v]] 5

und der Diagonalmatrix

) € 02(R)

[SA PG [PV

D= dlag ()\1, )\2) = (205 8) € RQXQ

gilt dann STAS = D. Mit der Variablentransformation <§ > =S5 (Z) ergibt sich
die Gleichung

(u v) STAS (Z‘) +b'S (Z) +e=0,

(u v) (205 8) (Z) + (=150 —200) - % (‘34 Z) (g) +625 = 0,

und damit

also

25u% — 2500 + 625 = 0 bzw. u? —10v+25=0.

5
u v 9

mit der erneuten Variablentransformation (Z)

Es ergibt sich damit
0,

u .
5 | also in
v—3

w2

2
w 0z=0, bzw 10 z =0,

die euklidische (metrische) Normalform einer Parabel.



44. Der in Abhingigkeit vom Parameter a € R gegebene Kegelschnitt ), im R? mit
Variablen x, y € R besitzt die Gleichung

(a+1)2® + (a+ D)y + 2(a — Doy + 2V2az + 2V2ay + 24 — 2 =0

(z v) A (§)+bj (“;)Jrcazo

mit der symmetrischen Matrix

und damit

sowie

by — (2\/§a

2v/2a

Fiir a = 1 ist A, bereits eine Diagonalmatrix, und @), besitzt die Gleichung

)ER2, und Co =2a—2€eR.

202+ 22 + 222 +2V2y =0  bzw. 22+ +V2z+V2y =0,

also
(x2+ix+1)+(2+i +1>—
2 Te) T\ TR T
1\? 1\?
r4+—) +(y+—=) =1,
( \/5) (y NG

T+ 5=
mit der Variablentransformation (w) = V2 | ergibt sich in
z Y+ 73

und damit

w4 z22=1

die euklidische Normalform eines Kreises.

Fiir a # 1 besitzt nun die Matrix A, wegen

Xa,(A) = det(A, — A Ey) =

(a+1)—A a—1
a—1 (a+1)—A

= ((a+1) =N’ —=(a—1%2=(2-X)(2a—\)

fiir alle A € R die beiden Eigenwerte \; = 2 und A\ = 2a; wegen
a—1 a—1\ =1 (1 1 11
Aa B /\1 . E2 N (a -1 a-— 1) E%V:_H (1 1> I}/:}I <O 0)

. -1 R .
ist v = ( 1 ) € R? ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert \; = 2, und wegen

—a+1 a-—1 =l (=1 1 -1 1
Aa—)\Q'EQ—(a_l _a_|_1)afjn<1 —1)[}/.\:[(0 O)



ist vy = € R? ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert )y = 2a. Mit der

1
orthogonalen Matrix

N S
P = (L’ &) — ( 1‘/5 ‘f) € 05(R)
foull Toal) ~\ 4 &
und der Diagonalmatrix

Da = dlag ()\1, )\2) = (g 20a) € RQXQ

gilt dann PTA,P = D,. Mit der Variablentransformation (Z) =P <Z) ergibt
sich die Gleichung

(u v) PTAP (2) +b] P (Z) +e,=0,

also

2 0 -5 7
U V2 V2 U
(u U) (O 2a) (U)+(2\/§a 2\/5&)-<L L) (U)+2a—2:(),
V2 V2
und damit

2u? 4+ 2av* +4av +2a —2 =0,

also

2u* 4+ 2a (V¥ +2v+1) =2 bzw. wHaw+1)?=1;
mit der erneuten mit der Variablentransformation (ZU) = <v :L_ 1) ergibt sich
w+az?=1,
wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e fiir a > 0 ergibt sich in

w? 22
— =
12 (\}5)2

die euklidische Normalform einer Ellipse,

e fiir a = 0 ergibt sich in
w2
12
die euklidische Normalform eines parallelen Geradenpaars,

e fiir a < 0 ergibt sich in

w? 22
—_——_— = 1
e

die euklidische Normalform einer Hyperbel.



