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25. a) Fir alle z € R gilt

. / : " / .
sinh’x = coshx,  sinh” x = cosh’z = sinh x
. n . / : " !/ .
sinh™ x = sinh’ x = coshz,  sinh"™ z = cosh’ x = sinh x
und
/ . /i .
cosh’w = sinhz,  cosh” x = sin’z = coshx
cosh” x = cosh’z = sinhx,  cosh” z = sinh’ x = cosh
sowie
s ! /) / .
sinz =cosx, sin"x =cos'x = —sinx
sin/x = —sin’o = —cosz, sin”'x = —cos’z =sinx
und
/ . " s/
cos x = —sinx, cos x = —sin'x = —cosxw
cos v = —cos’x =sinw, cos™ x =sin’z = cosz,

weswegen die Funktionen sinh und cosh sowie sin und cos Losungen der
Differentialgleichung y"”” — y = 0 sind.

Mit den Funktionen sinh und cosh sowie sin und cos sind auch alle Linear-
kombinationen davon Losungen der gegebenen linearen Differentialgleichung

y"" —y = 0 vierter Ordnung; mit Koeffizienten ¢y, ¢, ¢3, ¢4 € R gilt dann
o(z) = ¢ -sinhx+cy-coshx +cg-sinx + ¢y - cosz,
Y'(x) = ¢ -coshx +cy-sinhx +c3-cosx — ¢y -sinz,
¢"(x) = ¢y -sinhx+cy-cosha —c3-sine — ¢y - cosz,
o" () c1-coshx 4 ¢y -sinha — ¢3 - cosx + ¢4 - sinz,

woraus sich wegen sinh 0 = 0 und cosh 0 = 1 sowie sin(0) = 0 und cos0 =1

0(0)=0 <= c+c=0

P0)=2 <= c+c=2

P'0)=2 <= c—c=2
P"0)=-2 <= ¢ —c3=-2



und damit ¢; =0, ¢ =1, ¢3 = 2 und ¢4 = —1, also die Losungsfunktion
¢:R—=>R, ¢(x)=coshz+2sinz — cosz,
ergibt.
26. Es handelt sich um die homogene lineare Differentialgleichung
' +2ay +a*y=0
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom
XA) =N +2aX+a* = (\+a)?
besitzt die doppelte reelle Nullstelle A = —a, so dafl die beiden Funktionen
pr:Ro R, (r) = =e 7,

und

Az ax

o R—=> R, po(r)=xe'" =z,

ein Fundamentalsystem bilden; damit ist die Gesamtheit der Funktionen
—ax

ax ax

p=cr-prte-pR>R px)=ce +ere = (c1+cpx)e”

mit den Konstanten ci, c; € R die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y" 4+ 2ay + a?y = 0. Die noch freien Konstanten ¢; und ¢, bestimmen wir mit
Hilfe der Anfangsbedingungen y(0) = 0 und '(0) = 1: wegen

00)=0 <= (1 +c-0e =0 < ¢, =0

ist zunachst

o(r) =core ®

und damit

P(x)=cre * +cpre *®(—a)=cy (1 —ax)e **
fiir alle x € R, und wegen
P0)=1 = c(1—a-0e"=1<+= =1

ergibt sich schlieBllich
v:R>R, ox)=xe "

Dabei wird die Bedingung y(1) = b wegen
p()=b <= 1-e'=b < e *=b = a=—Inb
genau fiir den Parameter a = — In b erfiillt, und man erhélt die Losung
0:R=>R, ¢@)=xe"" =g (elnb)z =z b".

Hinsichtlich des Verhaltens von ¢ fiir + — —oo und x — 400 treffen wir daher
die folgende Fallunterscheidung:



e Fir 0 < b < 1 ist

lim " = +o00 und lim 6" =0
T——00 T—+00
und damit
dm el = Jim (g JL) = e
——00 =400
sowie mit Hilfe der Regel von de I’'Hospital
. : x . 1 _ b*

e Fiir b =1 1ist b* =1 fiir alle x € R und damit

lim ¢(zr) =—-00  und lim ¢(x) = +o0.

T——00 T—+00

o Fiir 1 <bist

lim 6* =0 und lim b* = +o00
T——00 T—r+00

und damit mit Hilfe der Regel von de I’'Hospital

: : x : b®
Am e = i g = i e A ) =

sowie
lim ¢(z) = lim (_z_ " )= +o.

T—>+00 T—+o0 N~~~
—+00 —=+00

27. Es handelt sich um die homogene lineare Differentialgleichung
yv'+2y +ay=0
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom
XA) =N +2)\+a

besitzt gemafl der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen die Nullstellen

Mg =< (-2£V4—4a)=-1£V1—q,

N | —

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fiir a < 1 besitzt x(\) die beiden einfachen reellen Nullstellen
M=—-14++V1—a und A =—-1—+v1—a,

so daf} die beiden Funktionen

1 R—=R, ¢(z)= M



und

p2: R—= R, ofx) = e?

ein Fundamentalsystem bilden; dabei gilt

oo, falls \y >0,

lim ¢y(z) = lim M ={ 1, falls \; =0,
Tr—00 T—>00
0, fallsA\; <O
und
. R T Aox
n o) = B e

Damit geniigen die beiden Fundamentallosungen (und folglich alle Losungs-
funktionen)

Ao x
)

90201'801+CQ'§023R—>R, gp(l‘):clekl$+026

der Differentialgleichung v” + 2y + ay = 0 genau dann der Bedingung
lim ¢(x) = 0, falls A\; < 0 ist; wegen
Tr—00

M<0 <= —-1+V1-a<0 <=
< V1l—a<l <= 1l—a<l <= 0<a

ist dies genau fiir a € ]0; 1[ der Fall.

Fiir a = 1 besitzt x(\) die doppelte reelle Nullstelle A = —1, so daf§ die
beiden Funktionen

Ax —x

p1:R—=R, pi(z)=e""=¢€",

und

Az — IL‘G_x,

ot R—=> R, @o(z)=xe¢
ein Fundamentalsystem bilden; damit ist die Gesamtheit der Funktionen

T

p=cr-prt+e- e RoR pa)=ce+cure”=(+cr)e

mit den Konstanten ci, c; € R die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung ¢y 4+ 2y + ay = 0, und etwa unter Verwendung der Regel von de
I’Hospital erhélt man

lim p(z) = lim ——— = lim —
T—00 T—00 e L’H z—o00 %

Fiir 1 < a besitzt x(A) die beiden konjugiert-komplexen Nullstellen
M=—-14+i1va—-1 und A =—1—iva—1,

mit dem Realteil o = —1 und dem Imaginérteil +¢ mit 0 = v/a — 1, so dafl
die beiden (reellwertigen) Funktionen

p1:R—> R, ¢(z) =e cos(ox) =e "cos(Va—1z),



und
2 R= R, @o(z) =€ sin(oz) =e “sin(Va—1z),

ein Fundamentalsystem bilden; damit ist die Gesamtheit der Funktionen

p=c-prt+e-p2: R=R,
p(x) =cre*cos (Va—1z)+cye“sin(Va—1z),
mit den Konstanten cq, co € R die allgemeine Losung der Differentialglei-

chung y”"+ 24"+ ay = 0, und aufgrund der Beschranktheit von Cosinus und
Sinus erhalt man

lim ¢(z) = lim (&_j’/ (c1cos (Va—1z) +cosin (Va—1 x))J) = 0.

T—00 T—r00

-~

—0 beschriankt

Damit geniigen genau dann alle Losungen ¢ der gegebenen Differentialgleichung
y" 4+ 2y +ay =0 der Bedingung lim ¢(x) = 0, wenn a € ]0; 00| gilt, also a eine
Tr—r00

positive reelle Zahl ist.

28. a) Mit der Funktion ¢ : Rt — R ist dann auch die Funktion ¢ : RT — R,
Y(z) = 22 p(x), zweimal differenzierbar, und fiir alle z € RT gilt

P(z) = 2% o(x)
V'(x) = 2xp(x)+ 27 (x)
V'(x) = 2¢(x)+4zy(z)+2” " (z)

und damit
') = 34 () — 4ep(x) =

=2¢(x) +4r ¢ (z) + 22" (z) — 3 (21:(,0(1:) + 22 go'(a:)) — 42 p(x) =
=22 () + (4o —32%) ' (z) + (2— 62— 42%) p(z) =

=t |+ (5 -3) ¢+ (5 - 2-1) o)

damit ist ¢ : Rt — R genau dann eine Losung von

4 2 6
o ()i (220
T 2
wenn ¢ : RT — R eine Losung von

(%) =32 —42=0

ist.



b)

Bei (%) handelt es sich um eine homogene lineare Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten; der Exponentialansatz z = e*®
mit A € C liefert das charakteristische Polynom

YA =X =3Xx—4=A+1)(\—4)

mit den beiden einfachen reellen Nullstellen Ay = —1 und Ay = 4, und die
beiden Funktionen 11, ¥ : RT — R mit

Y(z) = eMT =e?, und  y(z) = 27 = t”

bilden ein Fundamentalsystem von (xx). Folglich stellt die Gesamtheit aller
Linearkombinationen

Yp=cr P tea-hg R SR h(z) =cre ™ + e,

mit Konstanten c¢;, ¢y € R die allgemeine Losung von (kx) dar.

Gemaif a) ist die Gesamtheit der Funktionen

—x 4x
L () et ee
ng _>R7 (,O(CL’)— 72 - 72 )

mit Konstanten c¢;, ¢y € R die allgemeine Losung von (x); dabei ist

(—cre @ +4dcyet®) 2% — (cre %+ cpel?) - 2

4

() =
fiir alle x > 0. Wegen

p(l)=1 <= clet+ee=1
Y(1)=-3 <= -3ce'+2c¢e=-3

ergibt sich ¢ = 0 und ¢; = e, so dafl die Funktion

N e-e 2 1—x
p:RT =R, o) =—3—=—5,

die maximale Losung des gestellten Anfangswertproblems (x) mit p(1) =1
und ¢'(1) = —3 ist.



