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21. Es ist das Anfangswertproblem

y = f(r,y) mit y(0)=1

fir die Funktion
fA@y) eR?ly>-1} >R, f(z,y) =

sin x
y+1

gegeben; zu betrachten ist damit
,  sinx
Y y+1

Es handelt sich um eine Differentialgleichung y' = h(x) - g(y) mit getrennten
Variablen; dabei ist

fir y>-1 mit y(0) = 1.

1
h:R—R, h(x)=sinz, und g:]-1,00 - R, g(y):?.
Y

Wegen ¢(y) # 0 fiir alle y > —1 erhalten wir

/ dy / — /(y+1)dy:/sin:):d$

1
§(y+1)2 = —cosT +c

fiir eine Konstante ¢ € R. Wegen

und damit

1
“(1+1)*=—cos0+c < 2=—-1+c < c=3

y(0) =1 <~ 5

erhalt man

1
5(3/—1—1)2:—(3081'—1—3 bzw. (y+1)>=6—2cosz,

woraus sich wegen y > —1 bzw. y +1 > 0 dann
y+1=+v6-—2coszx bzw. y=—-14++v6—2cosx
ergibt. Wegen 6 — 2cosx > 4 > 0 fiir alle x € R ist

p:R—=R, p(x) =—14++v6 —2cosz,

die maximale Losung des gestellten Anfangswertproblems.



22. Es handelt sich um die Differentialgleichung vy = h(z) - g(y) mit getrennten

Variablen fiir die stetigen Funktionen

h:R—=R, h(z)= , und g:R—=R, gy)=y—1

dabei liefert die Nullstelle 3y = 1 die konstante Losung
RS R, ) =1,

deren Graph G, die Parallele y = 1 zur z—Achse ist. Da g sogar stetig differenzier-
bar ist, kann wegen des Existenz— und Eindeutigkeitssatzes jede weitere Losung
¢ : D, — R der gegebenen Differentialgleichung keinen gemeinsamen Punkt mit
 haben, ihr Graph G, verlduft also entweder komplett unterhalb oder komplett
der Geraden y = 1:

e Fiir die Losungen ¢ : D, — R, deren Graph komplett unterhalb der Geraden
y = 1 verlauft, gilt p(z) < 1 und damit unter Verwendung der gegebenen
Differentialgleichung

fir alle x € D,; folglich sind diese Losungen aber streng monoton fallend.

e Fiir die Losungen ¢ : D, — R, deren Graph komplett oberhalb der Geraden
y = 1 verlauft, gilt ¢(z) > 1 und damit unter Verwendung der gegebenen
Differentialgleichung

fir alle x € D,; folglich sind diese Losungen streng monoton wachsend, und
wir erhalten hierfiir

d d d
/—yZ/h(x)dx bzw. _y:/ x 7
g(y) Yy — 1 2+ 1

wegen y > 1 bzw. y — 1 > 0 also
In(y — 1) = arctanz + ¢ bzw. y = earctana+e 4

fiir eine Konstante ¢ € R. Es ergeben sich also die streng monoton wachsen-
den Losungsfunktionen

e RR, pla) = emeionsie g 1,

fiir reelle Konstanten ¢ € R.



23.

24.

Die zu betrachtende Differentialgleichung
Yy(@®+1)+z(y+1)=0
148t sich in

2y ;o 2z
y?+1 Y=

Yy +1)=—z(y*+1) bzw.

umformen; damit sind die beiden Variablen x und y bereits getrennt, so dafl man
durch Integration auf beiden Seiten

/yfildy:/(_:cff—l)dx’ also In(y” +1) = —In(2° +1) 4

fiir eine Konstante ¢ € R erhélt. Wegen

y0)=1 <= I (’+1)=-In(0*+1) +¢c < In2=c

ergibt sich weiter

2
In(y?+1)=—-In(2*>+1)+n2=ln———
D (P +1) = (@ 1) 2=l
woraus sich
2 2 2—(22+1) 1-—22
2 2
v 22 +1 W y 2+ 1 2+ 1 1422

und damit wegen y(0) = 1 dann
1 —a?
Y=V 1+
[1— 22
@:DW%Ra 90<‘r): m7

die Losung des gestellten Anfangswertproblems; da die Wurzelfunktion zwar auf
R definiert und stetig, aber nur auf R* differenzierbar ist, beinhaltet das maxi-
male Definitionsintervall D, genau diejenigen x € R mit

1_ 2
”TxQ>O = 1-22>0 <= ’<1 <= —-1l<z<];
X

es ist also D, = |—1,1[.

ergibt. Folglich ist

Es handelt sich um die Differentialgleichung v’ = h(z) - g(y) mit getrennten
Variablen fiir die stetigen Funktionen

h:R—R, h(x)=2z, und ¢g:R—-R, gy)=y{y—1);



dabei liefern die beiden Nullstellen y; = 0 und ¢, = 1 von g die beiden konstanten
Losungen

Yr:R—=>R, ¢i(r) =0, und ¢:R—=R, (z) =1,

welche jeweils auf ganz R definiert sind. Da g sogar stetig differenzierbar ist, kann
wegen des Existenz— und Eindeutigkeitssatzes jede weitere Losung ¢ : D, — R
der gegebenen Differentialgleichung keinen gemeinsamen Punkt mit ¢, oder
haben, ihr Graph G, verlduft also entweder komplett unterhalb von Gy, oder
komplett zwischen G, und G, oder komplett oberhalb von G,,. Hierfiir erhalten

wir y .
5= / -/
—— = [ h(z)dx bzw. —dy = [ 2xdx,
/g(y) (=) y(y —1)
wegen
1 y—@-1y _ 1 1
yy—1)  yly—-1) y—-1 y
also
Injy—1|—Inly| =2*+¢
und damit
_1 1 2 2
In y ‘:xZ—l—c bzw. '1——‘:ex+cze’” e
Yy Yy

fiir eine Konstante ¢ € R. Wir treffen die folgende Fallunterscheidung:

o Verlduft G, komplett zwischen Gy, und Gy,, so gilt 0 <y < 1 und damit
‘% > 1; damit erhélt man

2 1
~—1=¢" e bzw. e
y L gy

und die Losung
1
R—R =—
(IO 9 (ID(ZE) 1 + exZ ec’
ist wegen e > 0 auf ganz R definiert.

e Verlduft G, komplett unterhalb von G, oder komplett oberhalb von Gy,,
so gilt y < 0 oder y > 1 und damit i < 1; damit erhélt man

1
1— = =e ¢ bzw. y=-—,
Y 1 —e* e
und die Losung
1
D, =R =
¢: D, o) =1

ist genau dann auf ganz R definiert, wenn der Nenner 1 — e ¢¢ ihres Funk-
tionsterms ohne Nullstelle ist; wegen

2 2 2 _
1—e¥e=0 < =1 < ¥ =¢ ¢ < 2°=—c¢

fiir alle x € R ist dies genau dann der Fall, wenn ¢ > 0 ist.



