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17. Fir alle x € 10, oo gilt
/ 2 / 2 / 3
zy +3y—52"=0 <= 2y = -3y+52° <= y =—-y+dHu;
x

folglich ist die inhomogene lineare Differentialgleichung y' = a(x)y + b(x) erster
Ordnung mit

a:RY =R, a(z)=-——, und b:RY - R, b(z)=5z,
zu betrachten. Da

A:RY" >R, A(z)=-3Inz,
eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen
0. :RT =R, @) =ce™® =ce3me=¢ (elm)fg =ca
fiir ¢ € R die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

y' = a(z)y dar.

Zur Behandlung der inhomogenen linearen Differentialgleichung wéhlen wir nun
den Ansatz ¢ : RT — R, ¢(z) = u(x) 23, der Variation der Konstanten mit
einer differenzierbaren Funktion v : RT — R. Wegen

¢'(z) =u(z) 2 + u(z) - (—327%)
fiir alle z € R ist ¢ genau dann Losung von 3 = a(z) y + b(x), wenn

u'(z)r ™ —3u(z) ™ = 3 (u(z)2™®) + 5,
T
also

u'(z)x™> =5x  bzw. u(z) = 52*

fiir alle 2 € RT gilt.



e Um eine partikuldre Losung ¢, : Rt — R der inhomogenen linearen Diffe-
rentialgleichung zu erhalten, konnen wir speziell

u(z) ==

und damit

op(r) =u(x)r P =2° 27 =2°

fir alle x € R* wihlen. Die allgemeine Losung von ' = a(x)y + b(z) ist
damit die Gesamtheit der Funktionen

op+ e : RT 5 R, L S T

mit ¢ € R.

e Um gleich die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differential-
gleichung zu erhalten, wéhlen wir

u(z) =2° + ¢

fiir ¢ € R und damit

fir alle z € R™.
18. Dem gegebenen Anfangswertproblem
y = (lnx)-y+a* fir x>0 mit y(1)=0

liegt die inhomogene lineare Differentialgleichung ' = a(x)y + b(x) erster Ord-
nung mit den stetigen Funktionen

a:RT =R, a(zr)=Inz, und b:RY =R, bz)=2"=e""7,

zugrunde. Da
A:RY - R, A(r)=zlnz-—ux,

eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen

Qe : RT — R, 0o(z) = cedA@) _ perhna—a _ oz -z _ @ e,
fiir ¢ € R die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen linearen Differential-
gleichung ¢ = a(z) y dar.

Zur Behandlung der inhomogenen linearen Differentialgleichung wéhlen wir nun
den Ansatz der Variation der Konstanten

zlnz—z

:RT =R, ox)=u(z)e ,
mit einer differenzierbaren Funktion v : RT™ — R. Wegen

(z) e 4u(x) - (e“nx’x (1-lnz+z-1-1))

(17) exlnx—x + U(l’) e:cln:c—x Inz

ox) = o
u/



19.

fiir alle z € RT ist ¢ genau dann Lésung von 3 = a(z) y + b(x), wenn
U/(QS') e:clna:—z + U(ZL’) eazlnx—:c Inz=Inz- U(l‘) ea:lna:—x + ea:lna:,

also

zlnz —x zlnz

u(z)e" e =e bzw. u'(r)=e
fiir alle x € R™ gilt. Damit ergibt sich
u(x) =€e*+c¢  firein ceR
und damit
p(z) = u(z) "™ = (" +¢) (2" ™) = (L+ce ) 2",

fiir alle x € RT; die Gesamtheit dieser Funktionen stellt die allgemeine Losung
der gegebenen Differentialgleichung dar. Wegen

p(1)=0 < (1+ce ') 1'=0 < ce'=-1 < c=—¢
ist die Funktion
e:R" =R, @)= 1+ (—ee®)a"=(1—¢"")a",
die maximale Losung des gestellten Anfangswertproblems.

Zu betrachten ist die homogene lineare Differentialgleichung v’ = a(z) y mit der
stetigen Funktion
a:R—=R, a(x)=—e"

Da
A:R—=R, A(z)=—€",

eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen
0. RY 5 R, @ (z)=ce?™® =ce™,

fiir ¢ € R die allgemeine Losung von ¢y = a(z)y dar. Wegen

1

0e(0) =1 &= ce® =-1 & cel=—-1 < c=—¢

ist die Funktion

x

p:R—>R, —e-e“,
die Losung des gestellten Anfangswertproblems
Yy = —¢c"y, y(0) = —1.

Zur Bestimmung der Menge ¢(R) ihrer Funktionswerte verwenden wir die be-
kannten Eigenschaften der Exponentialfunktion: wegen

{e* | x € R} =]0;00], also {—e" |z € R} =]—00;0],
ergibt sich
{e= |z e R} =]0;1], also p(R)={-e-e |z €R} =]—¢0[.



20. Wegen

bx

Y +ay=e" = y =(—a)y+e”

ist die lineare Differentialgleichung ¢y’ = «(x) y+/£(x) mit den stetigen Funktionen
a:R—=>R, alx)=—a, und B:R—=R, Bz)=e",
in Abh#ngigkeit von (a,b) € R? zu betrachten. Da
A:R—=>R, A(x)=-arz,

eine Stammfunktion von « ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen

A(z) —ax

0o :R—=R, @ (x)=ce’™™ =ce ",

fir ¢ € R die allgemeine Lésung der homogenen linearen Differentialgleichung
y' = a(x)y dar. Zur Behandlung der gegebenen inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung wéahlen wir nun den Ansatz

e:R=>R, o) =uz) e

der Variation der Konstanten mit einer differenzierbaren Funktion v : R — R.
Wegen
¢'(x) =u'(x) e " +ux) (e (—a))

fiir alle x € R ist ¢ genau dann Losung von ' = a(z) y + (z), wenn
u'(z) - e —a-u(x) e = (—a) - u(z) - e + 7,

also
UI(ZL‘) — 97 . ebz _ e(a—i-b):v

fiir alle x € R gilt; wir erhalten

a+b

Loelatb)e 1o falls a + b # 0,
u(z) =
T+, falls a + b =0,

fir ¢ € R und damit

L_elatb)z 4 c) e " fallsa+0b#0,

— L paT (a+b
90(517> U($) € {(l’ + C) e ot falls a + b = 0,

fiir alle € R. Fiir die Bestimmung der noch freien Konstante ¢ € R iiber die
Anfangsbedingung ¢(0) = 0 und die Untersuchung der Losungsfunktion auf R™
treffen wir demnach die folgende Fallunterscheidung;:

e Im Fall a + b # 0 erhélt man

1 .
a+b

_ 0 0_ _
0(0) =0 <<= <a—|—be —l—c)e =0 < c=



damit ist ¢ : R — R mit

1 1 1
_ (a+b)z —ar _ (a+b)z 1) e —
() (—a+be —a—i—b)e —— (e )e

1
—_ _ = A la+b)z  _—ax _ _—ax — br _ _—azx
a+b (e ¢ ) a—+b (e e™"")

die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems; diese ist wegen
a+ b # 0 und damit b # —a genau dann auf Rt beschrinkt, wenn b < 0
und —a < 0, also b < 0 < a, gilt.

Im Fall a + b = 0 erhélt man

0(0)=0 < (0+c)e"=0 = c=0;

damit ist
ax

e:R—=R, ¢z)=ze

die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems; diese ist genau
dann auf R* beschrinkt, wenn —a < 0, also 0 < a, gilt.



