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9. Bei der Definitionsmenge
D:{(x,y)€R2]xz—l—nglundeO, y >0}

handelt es sich um den im abgeschlossenen 1. Quadranten liegenden Teil der
Einheitskreisscheibe; damit ist eine D abgeschlossene und beschriankte, mithin
kompakte Teilmenge des R?. Folglich besitzt die (als Komposition des Sinus und
einer Polynomfunktion) insbesondere stetige Funktion

f:D—=R, f(z,y)=sin(zy),
nach dem Satz von Weierstrafl globale Extremstellen, so dafl

e sowohl die Menge M; der globalen Maxima von f, also aller (a,b) € D mit
f(z,y) < fla,b) fir alle (z,y) € D,

e als auch die Menge M, der globalen Minima von f, also aller (a,b) € D mit
fla,b) < f(x,y) fir alle (z,y) € D,

nicht leer ist. Zur Bestimmung der globalen Extremstellen (a, b), also der Mengen
My und M, treffen wir die folgende Fallunterscheidung:
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e Der Punkt (a,b) liegt auf dem Rand 9D von D:
— fiir die Punkte der unteren Strecke gilt (¢,0) mit ¢ € [0; 1] und damit
f(t,0) =sin(t-0) =sin0 = 0.
— fiir die Punkte der linken Strecke gilt (0,¢) mit ¢ € [0; 1] und damit
f(0,¢) =sin(0-¢) =sin0 = 0.
— fiir die Punkte (x,y) auf dem Viertelkreisbogen betrachten wir die Po-
larkoordinaten x = cos ¢ und y = sin ¢ mit ¢ € [O; g} und erhalten

sin(22go)> ‘

Y

f(z,y) = sin(xy) = sin (cos ¢ - sin ) = sin (

die differenzierbare Hilfsfunktion

hi [0 2] 2R h(p) = sin <Sin(22¢)> ,

kann Extrema nur in den Randpunkten 0 und 7 des Definitionsintervalls
[O ’T] und in den Nullstellen der Ableitung A" annehmen, wegen

"2
in(2
1 () = cos (sm( 90)> - cos(2¢p) fir alle ¢ € [0; g]

fiir cos(2¢) = 0, also fiir 2¢p = 7 bzw. ¢ = 7. Damit ergeben sich als
Kandidaten fiir globale Extremstellen
« flir ¢ =0 den Punkt (1,0) mit f(1,0) =0,

* fiir o = 7 den Punkt (0,1) mit f(0,1) = 0 und
* fiir o = 7 den Punkt (\%, \%) mit f <\/L§, \%) = sin%.

e Der Punkt (a,b) liegt im Innern D von D; da f (als Komposition des Sinus
und einer Polynomfunktion) insbesondere partiell differenzierbar ist mit

Ouf(w,y) =cos(zy)-y  und  O,f(x,y) = cos(xy) -«

fir alle (z,y) € lo), muf} dann (a,b) eine kritische Stelle von f sein, es mufl
also grad f(a,b) = (0,0) gelten. Wegen 0 < a < 1 und 0 < b < 1 ist auch
0 < ab < 1 und damit, da der Cosinus auf [0; 1] streng monoton fillt, aber
Oy f(a,b) =cos(ab)- b >0 bzw. 0,f(a,b) = cos(ab)-_a > 0.
>cos1>0 >0 >cos1>0 >0

Damit nimmt die Funktion f

e im Punkt ( L ) ihr globales Maximum sin% an, es ist also

V3 Vs
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e in den Punkten (¢,0) und (0,¢) mit ¢ € [0; 1] ihr globales Minimum 0 an, es
ist also
My ={(t,0) |t €[0;1] } U {(0,¢) |t €[0;1] }.



10.

a)

Die gegebene Funktion
[ RE=R, f(zy)=(z+y) e,

ist als Produkt einer linearen Funktion und einer Exponentialfunktion par-
tiell differenzierbar, und fiir alle (z,y) € R? gilt

Ouf(x,y) = 1€+ (x+y) - (" - y) = (L+ay +y°) e
sowie
Oyf(w,y) =1+ (x+y)- (" x) = (L +ay+a?)e?.
Fiir einen kritischen Punkt (x,y) € R? miifite
0.f(ry) =0  wnd  B,f(ry) =0,
wegen e > () also
l+zy+y*=0 und l+xy+a*=0,

gelten, woraus

y?=—(1+zy) =22 also y=2x oder y= —u,

und damit fiir y = x in 1 + 222 = 0 sowie fiir y = —2 in 1 = 0 jeweils ein
Widerspruch entsteht. Folglich kann f keine kritischen Punkte besitzen.

Die abgeschlossene Kreisscheibe
K ={(z,y) eR* | 2” +¢* <2}

mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius /2 ist kompakt, so daf die
(als Produkt stetiger Funktionen) stetige Funktion f nach dem Satz von
Weierstral auf K an mindestens einer Stelle p das globale Minimum f(p)
und an mindestens einer Stelle ¢ das globale Maximum f(¢) annimmt. Da
f gemafl a) partiell differenzierbar ohne kritische Punkte ist, liegen diese
Extremstellen auf dem Rand von K, also auf der Kreislinie

0K = {(x,y) ER2]x2+y2:2}

mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius v/2. Wir betrachten fiir den
Punkt (z,7) € 0K die Darstellung z = v2cos¢ und y = +/2sinp mit
¢ € [0, 27| in Polarkoordinaten und erhalten

f(xu y) = (x + y) A (\/ECOSSO + \/§Sin @) . 6(\/§C054p)(\/§sin<p)
- \/i(cos<p + sin ) - 2eosesing,

als Extremstellen der differenzierbaren Hilfsfunktion

hi[0,27] = R, h(p) = V2 (cosp +singp) - e20s@sine,



kommen neben den beiden Randpunkten 0 und 27 von [0, 27| nur die Null-
stellen der Ableitung

h/(QO) _ \/5(_ SiHQD—{—COSgO) QCoscpsin<p+
V2 (cos p + sin ) - (e2°°s‘psm¢ 2 ( —singpsing0+cosgpcos<,0))
= V2(cosp — sinp) - g2eoswsing. (1+2(cosp+sinp) )

>0

>1

also ¢ € [0, 2] mit cos ¢ = sin p, und damit ¢ = 7 und ¢ = ° in Frage, so
daf sich die globalen Extrema von f unter den Punkten

(V2,0) sowie  (1,1) und (—1,-1)
~— ~—— —_——
fiir p =0 und ¢ = 27 fir p=7 fiir 30:5777
finden. Die Wertetabelle
(z,y) | (v2,0) [ (1,1) | (=1, 1)
f(z,y) H V2 ‘ 2e ‘ —2e

zeigt, daB f in p = (—1,—1) das globale Minimum f(p) = —2e sowie in
g = (1,1) das globale Maximum f(q) = 2 e annimmt.

11. Fiir eine fest gewéhlte reelle Zahl r > 0 beinhaltet die gegebene Menge
D={(z,y) eR*|2 >0, y>0und 2”4+ y* <1’}

genau diejenigen Punkte der abgeschlossenen Kreisscheibe 22 4 32 < r? mit dem
Mittelpunkt (0,0) und dem Radius r, welche im abgeschlossenen 1. Quadranten
x > 0 und y > 0 liegen; damit ergibt sich folgende Skizze:
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Damit ist D eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von R?, mithin kom-
pakt. Folglich besitzt die (als Polynomfunktion insbesondere) stetige Funktion

f:D—R, f(w,y)::py(x2+y2—r2),

nach dem Satz von Weierstrafl (mindestens) eine globale Minimalstelle und (min-
destens) eine globale Maximalstelle. Dabei gilt fir alle (x,y) € D

2 2 2
fla,y)=_- y (2 +y°—7r%) <0

20 >0 <0

mit
fr,y) =0 <= =0 oder y=0 oder z*+y*=r%

folglich besitzt die Funktion f genau in den Randpunkten von D ihre globalen
Maximalstellen. Eine globale Minimalstelle (p,¢) € D von f mufl demnach im
Innern

D:{(x,y)€R2|x>O, y>0undx2+y2<r2}

des Viertelkreises D liegen; da f (als Polynomfunktion insbesondere) partiell
differenzierbar ist, kommen dabei hierfiir nur kritische Stellen von f in Frage.

Fiir alle (z,y) € D gilt
flzy)=zy(®+y*—r®) =2y + 2y’ —r’ay
und damit
Ouf(x,y) =32% +9y° — 1’y und O,f(x,y) = 2* + 3212 — r’a,
weswegen wir

Ouf(r,y) =0 <= Ba*+y* —rHy=0 = 322+ =12
Yy

und

Oyf(z,y) =0 <= (x2—|—3y2—r2)x:0 ﬁ) 2?4+ 3y? =r?

erhalten. Fiir eine globale Minimalstelle (p,q) € D von f muf also notwendig

3pP+¢*=r>  uwnd  p*+3¢ =1

also
0=r>—r’=@3p"+¢) - (1*+3¢) =2p"-2¢"=2-(p+q)-(p— 9),
0
>

damit p — ¢ = 0 bzw. p = ¢, und schlieBlich

r2
4p* =r bzw. p? = "

o

also p = g und ¢ = 7 gelten. Folglich besitzt die Funktion f im Punkt (g, %) € D
ihre globale Minimalstelle, und es gilt

Ge)=55 (6 )=1 (%)%



12. a) Die gegebene Funktion

2_ 2 .
xle%, fiir (z1,22) # (0,0),

fRE= R,  f(x,29) = {O, fiir (a1, 29) = (0,0).

ist zunéchst fiir alle (z1,22) € R?\ {(0,0)} partiell differenzierbar, und aus

22— 22 1 xe — 1T
f('Il?xQ) = 1% D) D) == D) B
T+ 5 T+ 25

ergibt sich mit der Quotientenregel

(21 +23) (Bt wp — a3) — (v} w9 — 11 23) (221)

(27 + 23)?
(Batwy — 2?3 + 32323 — 23) — (22f 1y — 223 23)
(i + 23)?
riwy + 42?2l — )

(27 + 23)?

O f(ry,m2) =

sowie entsprechend

5 3.2 4
) —4dxix; — a7,

(2F + 23)?

Oaf (w1, 72) =

Ferner sind die beiden Funktionen
g1 :R%Ra gl(l'l):f<l’1,0):0,

und
g :R=R,  go(x) = f(0,22) =0,

differenzierbar, und es ergibt sich
01£(0,0) =¢1(0) =0 und  92f(0,0) = g5(0) = 0.
b) Die beiden partiellen Ableitungen

glestdeici—al o (21, 22) # (0,0)
51f . R2 — R, alf($1’$2) = (x2422)2 ) 1,42 )
0, fiir (21, 22) = (0,0)

und
22 —4x3 z2—xq 2zl .
of RE SR, Oof(zy.zg) =4 @repr o L0 (#1,22) £(0,0)
0, fiir (21, 22) = (0,0).

sind zunéchst fiir alle (zq, z2) € R?\ {(0,0)} partiell differenzierbar. Wegen

81f(371,0)—31f(070) _ 0-0 =0 — 0

1 —0 1 z1—0

und 5 5
1 f(0,22) — 01£(0,0) _ =720 1 s 1
x9 — 0 T2 720




ergibt sich

8181]”(0, O) =0 und 8281]”(0, O) = —1,

und wegen
a2f(x170)—82f(0,0):$1—0:1 — 1
xl_o X1 z1—0
und 8, (0 9, £(0.0 0—-0
2f(0,22) — 8f(0,0) _0-0_
z9— 0 L2 20

ergibt sich
8182f(0, 0) =1 und 8282f(0, 0) = O,

insbesondere gilt
0102f(0,0) =1 # —1 = 0,0, £(0,0).

Fiir alle (z1,x2) # (0,0) gilt

22 g2 22 — 22
21, 29) — £(0.0)| = |2y 29 —2 20| = |z - @] - 2—2 <
|f( 1, 2) f(’>| 1 21,%_’_1,% |1| |2| m%.‘.x%_
2 + 22
<la| - |ao| - S = |2 - |2 — 0
1T 25 N~~~ (z1,22)=(0,0)
—0 —0

damit gilt
lim  f(xy,29) = 0= f(0,0),

(331 ,a?z)—)(0,0)

also ist f stetig an der Stelle (0,0).



