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1. a) Die gegebene Funktion

f : R2 → R, f(x, y) = x2 + y2 − x+ y,

ist als Polynomfunktion beliebig oft stetig partiell differenzierbar, und für
alle (x, y) ∈ R2 gilt zum einen

∂xf(x, y) = 2x− 1 und ∂yf(x, y) = 2 y + 1,

also
grad f(x, y) = (2 x− 1, 2 y + 1) ,

und zum anderen

∂x∂xf(x, y) = 2 und ∂y∂yf(x, y) = 2

sowie
∂x∂yf(x, y) = 0 = ∂y∂xf(x, y),

also

Hess f(x, y) =

(
2 0
0 2

)
.

Die kritischen Punkte von f sind genau die Nullstellen von grad f ; wegen

∂xf(x, y) = 0 ⇐⇒ 2x− 1 = 0 ⇐⇒ 2x = 1 ⇐⇒ x = 1
2

und

∂yf(x, y) = 0 ⇐⇒ 2 y + 1 = 0 ⇐⇒ 2 y = −1 ⇐⇒ y = −1
2

besitzt f genau einen kritischen Punkt, nämlich (1
2
,−1

2
). Die Hessematrix

H = Hess f(1
2
,−1

2
) =

(
2 0
0 2

)
ist wegen det(H) = 4 > 0 und Spur(H) = 4 > 0 positiv definit, so daß f in
(1
2
,−1

2
) ein isoliertes lokales Minimum besitzt.



b) Die abgeschlossene Einheitskreisscheibe

D =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1
}

ist eine kompakte Teilmenge von R2; damit besitzt die (als Polynomfunk-
tion insbesondere) stetige Funktion f auf D nach dem Satz von Weier-
straß (mindestens) eine globale Minimalstelle (p1, q1) ∈ D und (minde-
stens) eine globale Maximalstelle (p2, q2) ∈ D, für alle (x, y) ∈ D gilt also
f(p1, q1) ≤ f(x, y) ≤ f(p2, q2). Für globale Extremstellen (p, q) ∈ D kom-
men nur die beiden folgenden Fälle in Frage:

• Der Punkt (p, q) liegt auf dem Rand ∂D von D; wir betrachten für
die Punkte der Einheitskreislinie ∂D die Darstellung (cosϕ, sinϕ) in
Polarkoordinaten mit ϕ ∈ [0, 2π] und erhalten

f(cosϕ, sinϕ) = cos2 ϕ+ sin2 ϕ︸ ︷︷ ︸
=1

− cosϕ+ sinϕ = 1− cosϕ+ sinϕ.

Die differenzierbare Hilfsfunktion

h : [0, 2π]→ R, h(ϕ) = 1− cosϕ+ sinϕ,

kann ihre Extremwerte in den Randpunkten ϕ = 0 und ϕ = 2π ih-
res Definitionsintervalls [0, 2π] und auf ]0, 2π[ in den Nullstellen ihrer
Ableitung

h′(ϕ) = 0− (− sinϕ) + cosϕ = sinϕ+ cosϕ,

also für cosϕ = − sinϕ und damit in ϕ = 3
4
π oder in ϕ = 7

4
π annehmen;

damit kommen für (p, q) die Punkte (1, 0) sowie
(
−1

2

√
2, 1

2

√
2
)

und(
1
2

√
2, −1

2

√
2
)

in Frage.

• Der Punkt (p, q) liegt im Innern
◦
D von D; dann ist aber (p, q) ein

kritischer Punkt von f , weswegen gemäß a) nur
(
1
2
,−1

2

)
in Frage kommt.

Mit Hilfe der Wertetabelle

(p, q) (1, 0)
(
−1

2

√
2, 1

2

√
2
) (

1
2

√
2,−1

2

√
2
) (

1
2
,−1

2

)
f(p, q) 0 1 +

√
2 1−

√
2 −1

2

erkennt man, daß f auf D ⊆ R2 in
(
1
2
,−1

2

)
das globale Minimum −1

2
sowie

in
(
−1

2

√
2, 1

2

√
2
)

das globale Maximum 1 +
√

2 besitzt. Da D ⊆ R2 zudem

zusammenhängend ist, gilt f(D) =
[
−1

2
, 1 +

√
2
]
.

2. a) Es ist die inhomogene lineare Differentialgleichung y′ = a(x) y + b(x) erster
Ordnung mit den stetigen Funktionen

a :
]
−π

2
, π
2

[
→ R, a(x) = − tanx =

− sinx

cosx
,

und
b :
]
−π

2
, π
2

[
→ R, b(x) = cos2 x,



zu betrachten. Da

A :
]
−π

2
, π
2

[
→ R, A(x) = ln |cosx| =

cosx>0
ln(cosx),

eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen

ϕc :
]
−π

2
, π
2

[
→ R, ϕc(x) = c eA(x) = c eln(cosx) = c cosx,

für c ∈ R die allgemeine Lösung der homogenen linearen Differentialglei-
chung y′ = a(x) y dar.

Zur Behandlung der inhomogenen linearen Differentialgleichung wählen wir
nun den Ansatz der Variation der Konstanten

ϕ :
]
−π

2
, π
2

[
→ R, ϕ(x) = u(x) cos x,

mit einer differenzierbaren Funktion u :
]
−π

2
, π
2

[
→ R. Wegen

ϕ′(x) = u′(x) cosx+ u(x) (− sinx) = u′(x) cos x− u(x) sin x

für alle x ∈
]
−π

2
, π
2

[
ist ϕ genau dann Lösung von y′ = a(x) y + b(x), wenn

u′(x) cos x− u(x) sin x = − sinx

cosx
u(x) cos x+ cos2 x,

also
u′(x) cos x = cos2 x bzw. u′(x) = cos x

für alle x ∈
]
−π

2
, π
2

[
gilt. Folglich ergibt sich

u(x) = sin x+ c für ein c ∈ R

und damit
ϕ(x) = u(x) cos x = (sinx+ c) cos x

für alle x ∈
]
−π

2
, π
2

[
; die Gesamtheit dieser Funktionen stellt die allgemeine

Lösung der gegebenen Differentialgleichung dar.

b) Es ist die Differentialgleichung y′ = g(y)h(x) erster Ordnung mit getrennten
Varialben mit den beiden stetigen Funktionen

g : ]0,+∞[→ R, g(y) = y2,

und
h : R→ R, h(x) = 4x3,

zu betrachten. Wegen g(y) 6= 0 für alle y > 0 erhalten wir∫
dy

g(y)
=

∫
h(x) dx bzw.

∫
1

y2
dy =

∫
4x3 dx,

also

−1

y
= x4 + c



für eine Konstante c ∈ R, woraus sich wegen

y(0) = 1 ⇐⇒ −1

1
= 04 + c ⇐⇒ −1 = c

also

−1

y
= x4 − 1 bzw. y =

1

1− x4

ergibt. Für den Nenner der Lösungsfunktion gilt

1− x4 = 0 ⇐⇒ x4 = 1 ⇐⇒ x = ±1,

so daß im Hinblick auf den geforderten Anfangswert das offene Intervall
]−1, 1[ maximales Lösungsintervall zu wählen ist, da es x0 = 0 beinhaltet;
damit ist

ϕ : ]−1, 1[→ R, ϕ(x) =
1

1− x4
,

die maximale Lösung des gestellten Anfangswertproblems.

3. Die gegebene Quadrik

Q =

{(
x
y

)
∈ R2 | 3x2 − 10x y + 3 y2 + 38x− 42 y + 103 = 0

}
besitzt die Gleichung (

x y
)
· A ·

(
x
y

)
+ b> ·

(
x
y

)
+ c = 0

mit der symmetrischen Matrix

A =

(
3 −5
−5 3

)
∈ R2×2 sowie b =

(
38
−42

)
∈ R2 und c = 103 ∈ R.

Wegen

χA(λ) =

∣∣∣∣3− λ −5
−5 3− λ

∣∣∣∣ = (3− λ)2 − (−5)2 = (−2− λ)(8− λ)

für alle λ ∈ R besitzt A die beiden Eigenwerte λ1 = −2 und λ2 = 8; wegen

A− λ1E2 =

(
5 −5
−5 5

)
 

(
1 −1
0 0

)
ist v1 =

(
1
1

)
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ1 = −2, und wegen

A− λ2E2 =

(
−5 −5
−5 −5

)
 

(
1 1
0 0

)
ist v2 =

(
−1
1

)
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ2 = 8. Mit der orthogonalen Matrix

P =

(
v1
‖v1‖

,
v2
‖v2‖

)
=

1√
2

(
1 −1
1 1

)
∈ O2(R)



und der Diagonalmatrix

D = diag (λ1, λ2) =

(
−2 0
0 8

)
∈ R2×2

gilt dann P>AP = D. Mit der Variablentransformation

(
x
y

)
= P

(
u
v

)
ergibt

sich die Gleichung (
u v

)
P>AP

(
u
v

)
+ b>P

(
u
v

)
+ c = 0,

also (
u v

)(−2 0
0 8

)(
u
v

)
+
(
38 −42

)
· 1√

2

(
1 −1
1 1

)(
u
v

)
+ 103 = 0,

und damit

−2u2 + 8 v2 − 4√
2
u− 80√

2
v + 103 = 0.

Mit Hilfe quadratischer Ergänzung ergibt sich

− 2

(
u2 + 2 · 1√

2
· u+

(
1√
2

)2
)

+ 8

(
v2 − 2 · 5√

2
· v +

(
5√
2

)2
)

=

= −103− 2

(
1√
2

)2

+ 8

(
5√
2

)2

,

also

−2

(
u+

1√
2

)2

+ 8

(
v − 5√

2

)2

= −103− 1 + 100 = −4,

so daß sich mit der erneuten Variablentransformation

(
w
z

)
=

(
u+ 1√

2

v − 5√
2

)
dann

−2w2 + 8 z2 = −4, also
w2

(
√

2)2
− z2

( 1√
2
)2

= 1,

die euklidische (metrische) Normalform einer Hyperbel ergibt. Insgesamt ist(
x
y

)
= P ·

(
u
v

)
= P ·

(
w − 1√

2

z + 5√
2

)
= P ·

(
w
z

)
+ P ·

(
− 1√

2
5√
2

)
=

= P ·
(
w
z

)
+

1√
2

(
1 −1
1 1

)
· 1√

2

(
−1
5

)
= P ·

(
w
z

)
+

(
−3
2

)
︸ ︷︷ ︸

=t

;

damit besitzt Q die beiden Hauptachsen

t+ R · v1
‖v1‖

(w–Achse) und t+ R · v2
‖v2‖

(z–Achse),

und wir erhalten im x–y–Koordinatensystem die folgende Skizze:
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4. a) Wir bestimmen die affine Normalform für die in der Ebene mit den Koor-
dinaten x und y durch die Gleichung

(∗) x2 − 6x y + 9 y2 + 4x− 14 y + 8 = 0

gegebenen Quadrik Q mit Hilfe quadratischer Ergänzung. Wegen

(∗) ⇐⇒
(
x2 − 6x y + 4x

)
+ 9 y2 − 14 y + 8 = 0

⇐⇒
(
x2 + 2 · x · (−3 y) + 2 · x · 2 + (−3 y)2 + 22 + 2 · (−3 y) · 2

)
−

−
(
(−3 y)2 + 22 + 2 · (−3 y) · 2

)
+ 9 y2 − 14 y + 8 = 0

⇐⇒ (x+ (−3 y) + 2)2 −
(
9 y2 + 4− 12 y

)
+ 9 y2 − 14 y + 8 = 0

⇐⇒ (x− 3 y + 2)2 − (2 y − 4) = 0

erhält man mit der affinen Variablentransformation(
w
z

)
=

(
x− 3 y + 2

2 y − 4

)
=

(
1 −3
0 2

)
·
(
x
y

)
+

(
2
−4

)



die affine Normalform w2 − z = 1 einer Parabel; dabei ist(
1 −3
0 2

)
∈ GL2(R) mit

(
1 −3
0 2

)−1
=

1

2
·
(

2 3
0 1

)
.

Folglich ergibt sich(
x
y

)
=

(
1 −3
0 2

)−1
·
[(
w
z

)
−
(

2
−4

)]
=

(
1 3

2

0 1
2

)
·
(
w
z

)
+

(
4
2

)
,

und die Affinität

f : R2 → R2,

(
x
y

)
= f

(
w
z

)
=

(
1 3

2

0 1
2

)
·
(
w
z

)
+

(
4
2

)
,

bildet die Quadrik in affiner Normalform auf die Quadrik Q ab.

b) Wir ermitteln für die in Abhängigkeit von s ∈ R gegebene Quadrik

Qs =

{(
x
y

)
∈ R2 | (∗) x2 + 2 s x y + y2 = 1

}
die affine Normalform und den Typ über quadratischer Ergänzung; es ist

(∗) ⇐⇒
(
x2 + 2 · x · (s y) + (s y)2

)
− (s y)2 + y2 = 1

⇐⇒ (x+ s y)2 + (1− s2) y2 = 1,

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

• Für |s| < 1, also s2 < 1 und damit 1− s2 > 0, ist

(∗) ⇐⇒ (x+ s y)2 +
(√

1− s2 y
)2

= 1;

damit besitzt Qs die affine Normalform u2 + v2 = 1 einer Ellipse.

• Für |s| = 1, also s2 = 1 und damit 1− s2 = 0, ist

(∗) ⇐⇒ (x+ s y)2 = 1;

damit besitzt Qs die affine Normalform u2 = 1 eines parallelen Gera-
denpaars.

• Für |s| > 1, also s2 > 1 und damit 1− s2 < 0, ist

(∗) ⇐⇒ (x+ s y)2 −
(√

s2 − 1 y
)2

= 1;

damit besitzt Qs die affine Normalform u2 − v2 = 1 einer Hyperbel.

Die Quadrik Qs ist genau dann zum Einheitskreis affin äquivalent, wenn sie
eine Ellipse ist; dies ist genau für s ∈ ]−1, 1[ der Fall.


