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53. a) Die gegebene Funktion
fR* =R, f(r,y)=2"+32y+32y*—3z+1,

ist als Polynomfunktion beliebig oft stetig partiell differenzierbar, und fiir
alle (x,y) € R? gilt zum einen

Ouf(z,y) =302 + 62y +3y* -3 und 09,f(r,y) =32"+6x2y,

also
grad f(z,y) = (32° + 6zy +3y> — 3, 32° + 6uy),

und zum anderen

0,0, f(z,y) =6x+6y und 0,0,f(x,y) =6z

sowie
0,0y f(x,y) =62+ 6y = 0,0, f(z,y),

also

Hess f(x.y) — (6:1:+6y 6:1:+6y).

6x+6y 6x

b) Die kritischen Punkte von f sind genau die Nullstellen von grad f: es ist

Ouf(x,y) =0 <= 322 +62y+3y> —3=0 <=
afv( ) 8yf($7y):0
:y Cﬂ,y

= 3y —3=0 <= =1 <= yec{-1,1};
fiir y = —1 ergibt sich
Oyf(r,y) =0 & 32° —62=0 < 32(z—-2)=0 < y € {0,2},
und im Falle y = 1 ergibt sich
Oyf(r,y) =0 < 322 +62=0 <= 32(r+2)=0 < yc {-2,0}.

Folglich besitzt f genau die vier kritischen Punkte (0, —1) und (2, —1) sowie
(—2,1) und (0, 1).



o4.

c) Als lokale Extremstellen und Sattelpunkte der auf ganz R? definierten und
partiell differenzierbaren Funktion f kommen lediglich ihre in b) ermittelten
kritschen Punkte in Frage:

o Fiir
H; = Hess f(0,—1) = <:2 _06)

gilt det H; = —36 < 0; damit ist H; indefinit, und f besitzt in (0, —1)
einen Sattelpunkt.

o Fiir
Hy = Hess f(2,—1) = (2 162)

gilt det Hy, = 36 > 0 und Spur Hy = 18 > 0; damit ist Hs positiv definit,
und f besitzt in (2, —1) ein lokales Minimum.

o Fiir
H3 = Hess f(—2,1) = (:g __162)

gilt det H3 = 36 > 0 und Spur H3 = —18 < 0; damit ist H3 negativ
definit, und f besitzt in (2, —1) ein lokales Maximum.

e Fiir
Hy =Hess f(0,1) = (g g)

gilt det Hy = —36 < 0; damit ist H, indefinit, und f besitzt in (0,1)
einen Sattelpunkt.

a) Die homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
(Do) ¥ +2y +y=0
mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Polynom
XA) = A2+ 2 0+ 1= (A +1)?

mit der doppelten Nullstelle A = —1; damit bilden die beiden Funktionen

01 :R=> R, pi(z) =€, und w2 : R >R, po(z) =z,
ein Fundamentalsystem von (Dg). Die gegebene inhomogene lineare Diffe-
rentialgleichung
D) y'+2y +y=4de™

besitzt die rechte Seite
b:R =R, blx)=4e,

der Form b(x) = p(x) e*® mit der konstanten Funktion p(z) = 4 und a = —3.
Wegen x(a) # 0 wéhlen wir fir die partikuldre Losung ¢, von (D) den
Ansatz

op(x) = q(z) e = pe 3



ebenfalls mit einer konstanten Funktion ¢(z) = r. Wegen

3z 3x

o (x) = —=3re” und  ¢p(x) =9re”

ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn
9re 3% 4+ 2 (—3 r e’gx) +re 3 =4e3 also 4re 3 =4e7%,

fiir alle z € R gilt; damit ergibt sich r = 1 und folglich ¢,(x) = e~3*. Damit
ist die Gesamtheit der Funktionen

p=crp1+caps+e, : R=>R,  ox) =ce e e

mit ¢, o € R die allgemeine Losung von (D).

b) Es handelt sich um die autonome Differentialgleichung v’ = ¢(y) mit der

stetigen Funktion
Y

- 2Iny’

g:10,1[ =R, g(y)

Wegen ¢(y) # 0 fiir alle 0 < y < 1 erhalten wir

21
/ﬂ:/ldx bzw. / nydy:/ldx, also (Iny)’ =z+c
9(y) y

fiir eine Konstante ¢ € R. Wegen

y(0) =e ! <= (lne’1)2:O+c — (1) =c <= c=1

ist also (In y)2 = x + 1, woraus sich wegen Iny < 0 schliellich

Iny=—vVz+1 baw. y=e V!

ergibt. Wegen Iny < 0 enthélt das maximale Losungsintervall alle x € R,
fiir die der Radikand positiv ist; wegen x +1 > 0 <= z > —1 ist also

gOZ]-l,OO[—>R, 90(1‘1>:e_ m—&-l’
die maximale Losung des gestellten Anfangswertproblems.

55. Die gegebene Quadrik

Q={(“§) €R2|5x2—6xy+5y2—26:17+22y+21:0}

(« y)-A-(§)+bT-(§>+c:0

(5 =3 92 _(—26 9 B
A—(_3 5>€R , b—<22>ER und c¢=21eR.

besitzt die Gleichung

mit
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fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 2 und Ay = 8; wegen

A=\ E = (_33 _33) ~ (é _01> ist v = G)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 2, und wegen

-3 =3 11 ) -1
A—/\2E2=<_3 _B)W(O 0) 1st 02:(1>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 8. Mit der orthogonalen Matrix

U1 (%) 1 (1 —1)
= —, =) === € 02(R)
(Hvlll Hvall) v2l
und der Diagonalmatrix

D = dlag ()\1, )\2) = <(2) g) € R2X2

gilt dann PTAP = D. Mit der Variablentransformation (Z) =P (3) ergibt

(u U)PTAP( >+bT (U)+c:0,

sich die Gleichung

also .
2 0 U 1 -1 U
(u v) (0 8) (v)+(—26 22)-%(1 1)<U)+21_0,
und damit
2u? 4 802 ——u+ v+21*0
\/_ \/_

Mit Hilfe quadratischer Ergdnzung ergibt sich

2<u2—2-%-u+(%)2> +8<02+2-%-v+(%)2)

also

1\? 3\
2(u——=) +8(v+-—=) =—-21+1+36=16,
(=) +2(+ 5)



. . . . w u— ==
so daB sich mit der erneuten Variablentransformation L= V2 | dann

3
v+ 7z
w? 22
2w? +82% = 16, also + =1,
(2v2)2  (v2)?

die euklidische (metrische) Normalform einer Ellipse ergibt. Insgesamt ist
x u w4+ 55 w v
()—p.()—p. \3{5 —p.()+p. x/% —
Yy (% Z — V2 z —2
w I /1 -1 1 1 w 2
() 500 B ) () G)
——

damit besitzt () die beiden Hauptachsen

ke (w—Achse) und t+R- 2 (2—Achse),

ol vl

und wir erhalten im x—y—Koordinatensystem die folgende Skizze:

t+R-

Y

56. a) Fiir die gegebene Funktion

ZL’2

—, fiir
fi]RQ%R, f(x’y): \/m’ u (I,y)%(0,0),
0, fiir (x,y) — (()’())7

gilt:



e Fiir alle (x,y) € R? mit (x,y) # (0,0) ergibt sich

B 22 22 442 B
/12 +y2 - /12 +y2
=vz2+y? — 0 also flz,y) —  f(0,0);

(z,)—(0,0) (z,y)—(0,0)

damit ist f an der Stelle (0,0) stetig.
e Fiir alle h # 0 ergibt sich

Wk

h _E<\/h2+02_0) =g Rl e
wegen
lim f(ha())_f(OaO):l und lim f(hao)_f(()?()):_l
h—0+ h h—0— h

ist f an der Stelle (0,0) nicht partiell differenzierbar in z—Richtung.
e Fiir alle h # 0 ergibt sich

f(0,h) — £(0,0) 1 0 I .
I AW A R A

damit ist f an der Stelle (0,0) partiell differenzierbar in y—Richtung.

b) Wir bestimmen die affinen Normalformen der beiden Quadriken ¢y und @5
mit Hilfe geeigneter quadratischer Ergénzungen: Wegen

Pdry—5yf=1 <= (+29)* -9 =1 <= (v+2y)*—(3y)* =1

erhalt man mit der Variablentransformation

()32 ) e s Y

die affine Normalform w? — 2% = 1 einer Hyperbel. Wegen

P?+6ry+5yt =1 = (v+3y)*—4y* =1 < (z+3y)*—()* =1

erhalt man mit der Variablentransformation

(t;) _ (x§§y> — M, - (;5) mit M, = ((1] g) € GLy(R)

die affine Normalform w? — 2% = 1 einer Hyperbel. Damit sind @; und Q5 zu

ihrer gemeinsamen Normalform H : w?—2z? = 1 und folglich auch zueinander
affin dquivalent. Dabei bildet die Affinitét

f1:R2_>R27 fl(:;):M1<;§)a



die Hyperbel @); auf die Hyperbel H in Normalform ab, und die Affinitét

fo :R* > R?, fz(g) =M2'<:;>>

bildet die Hyperbel ) auf die Hyperbel H in Normalform ab; insgesamt ist
dann die Hintereinanderausfithrung

f:f; ofl:R _)R7 f(y>:M2M1(y>7

eine Affinitét, die die Hyperbel ) auf die Hyperbel Q5 abbildet; dabei ist

-1
Soa, (1037 (1 2y _1/2 =3\ (1 2)_
M, M1_<02 03) 2\0 1 03) "



