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37. Die gegebene Quadrik

10

( y)-A-(§>+bT-(z>+c—o

9
Qz{(?j) ER2|4(x2+y2)+2xy—|—a:+y——:0}

besitzt die Gleichung

mit 0
(41 2x2 (1 2 _ 9
A_(l 4)€R , b—(l)GR und c¢= 10€R.
Wegen
det(A—AE)z“*IA 4i/\‘:(4—/\)2—1:(3—/\)(5—)\)

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 3 und A\ = 5; wegen

11 11 . 1
A_AIE:(l 1)“(0 0) st ”1:<—1>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 3, und wegen

-1 1 1 -1 . 1
A—)\QE:(l _1>w(0 0) ist v2—(1)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 5. Mit der orthogonalen Matrix

1 1
[or][" [[v2]] Vi V2

und der Diagonalmatrix

[\

D= dlag (/\1,/\2) = <3 g) < R2X2



gilt dann PTAP = D. Die Variablentransformation (z) =P (Z) fithrt nun
die gegebene Gleichung

(« y)-A-(§)+bT-<;)+c:O

(u v)-PTAP. (Z)Hﬁp. <“) +e=0,

in die Gleichung

v
also
3 0\ (u 5 ) (v 9
Ca G (3 )0 g
und damit

9
3u2+5v2+\/§v—1—0=0

iitber. Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich ferner

3u*+5 v2+2-£ u+<\/§> :3+5<‘/§>

10 10 10 10

und damit

2
2
3u2+5(v—|—\1/—;> =1,

so daB sich mit der Variablentransformation ( | = " die Gleichung
z v+ \1/—05

w? 22

3uw’+5z°=1  baw. s+ s =1
1 1
&) (%)
ergibt; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform dar. Insgesamt ist
N _p (v _p. w _p. (v ,p. 0\
y) v) z— \1/—05 B z —*1/—05 N
w 4L 0 w _L
()[4, 3 G (-()
& Vi Vi) \TTo z 1

=N

damit ist



38.

eine Bewegung, die die Ellipse

2 2

E = (w)eR2| w2+ & s =1
c L L
() ()

in euklidischer (metrischer) Normalform auf die gegebene Quadrik @) abbildet.
1

L 1
t+R-v = P)+R- L und t+R-vy = D)+R- L
—+ ~1 — 1

sowie den den Hauptachsenabschnitten der Lénge \/Lg und \/Lg

Folglich ist @ eine Ellipse mit dem Mittelpunkt ¢ = :@), den Hauptachsen
10

Die gegebene Quadrik
Q= {(z) € R? | 3$2+8xy—3y2+1293+6y—120}

besitzt die Gleichung

(« y)-A~(§)+bT-(§>+c:o

mit
_ 3 4: 2%2 o ].2 2 _
A—<4 _3)€R , b—(6>€R und c¢c=-1€R.
Wegen
3= 4 e \V(a A2
det(A—/\E)—‘ 4 _3_)\‘—(3 A(=3—=A) —4% =

=94+ X —-16=X—-25=(A—5)(A+5)

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 5 und Ay = —5; wegen

-2 4 1 -2 . 2
A—)\1E=(4 —8>W<O 0) 1st U1=(1)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 5, und wegen

8 4 21 . 1
(-G e ()

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ao = —5. Mit der orthogonalen Matrix

p_ (L &) _
[lvr ][ 1wl

S
S

) € 02(R)

Sl

5



und der Diagonalmatrix

D = dlag ()\1, )\2) = (g _05> € R2X2

gilt dann PT AP = D. Die Variablentransformation (;) =P (3) fithrt nun
die gegebene Gleichung

(« y)-A~(§)+bT-<§>+c:0

(u v)-PTAP. (Z) +bTP <:}‘

in die Gleichung

N
+
o
I
=

also
5 0 u 2 1 u
(u v)-(o 5)-(>+(12 6)- | Y3 -()—1:0,
- v v v \Y
und damit

5u2—502+£u—1:0

V5

iiber. Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich ferner

5<u2+2-%-u+(%)2> —51}2:1+5<%)2

3 2
5(u+ —=) —502=10,
( VS)

3
so daf sich mit der Variablentransformation (Zj) = (u + \/5> die Gleichung
v

und damit

w? 22

Vo A

ergibt; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform einer Hyperbel dar.

5w? — 522 =10 bzw.

. Wir bestimmen zunichst den Abstand eines Punktes P = (Z:) der euklidischen

Ebene R? von der Geraden ¢ und der Kreislinie K:

e Die Gerade ¢ = {(i) eER? |z = 3} besitzt die Hessesche Normalform
aj p—
1

= 0; damit ist d(P,¢) = |z — 3|.



o Isist K = {(i) ER? |22+ ¢y = 4} die Kreislinie um den Mittelpunkt

M = 0 mit dem Radius r = 2; damit besitzt P von M den Abstand

0
\/m, woraus sich dann d(P, K) = ‘\/m — 2‘ ergibt.
Damit ist
E= {(gyc) R ||z —3]=2- ‘m—z‘} — B U E,
mit

Elz{G;) eR2|2-<\/W—2>=x—3}
EQZ{CD €R2|2-<\/m—2>:3—x};

wir zeigen, dal E; und F, zwei Ellipsen sind, und bestimmen deren Mittelpunkte
und die Léngen ihrer Hauptachsen.

e Wegen

(i) €EE < 22+t =0+4+1 < 4(2®+¢°) = (z+1) <

= At + 4yt =224 22+1 <= 32222 +4y =1 =

2 2
— 3 x2—2-1-x+ ! +4yP=1+3 N =
3 3 3
4

2 _12 2
<:>3<:1:—%) +4y2—§<:>(x2§)+ Y =1
Gl

O Wl

ist E; eine Ellipse mit Mittelpunkt ( ) und Hauptachsenlédngen % und \/Lg

e Wegen

(i) €EE = 2+ =T—2 <= 4(*+¢°) = (T—-12) =

= 4P 44y =49 - 4o+ 2 = 322+ dr+4y* =49 —

7 7\> 7\>
<:>3<x2+2~§-x+(§)>+4y2=49+3(§) —
(z+3)° ¥

- 5 =
7
(%)

7
3) und Hauptachsenlingen 1 und

0 3

7\’ , 196
= 3<x+§) +4y =5 = (14)2

3

ist Ey eine Ellipse mit Mittelpunkt (

7
73
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a)

Die Hohe he des Dreiecks ABC' durch die Ecke C' steht auf der gegeniiber-
liegenden Seite AB senkrecht; damit ist ho eine Gerade mit dem Tréger-

punkt t; = C = und dem Normalenvektor u; = B — A = ((1)) und

c
1
besitzt damit die Gleichung

Uy o (i) =u ot bzw. T =c.

Die Hohe hy des Dreiecks ABC' durch die Ecke A steht auf der gegeniiber-
liegenden Seite BC' senkrecht; damit ist A4 eine Gerade mit dem Trager-

punkt to = A = und dem Normalenvektor uy = C' — B = (c I 1) und

0
0
besitzt damit die Gleichung

ﬂgo(g):ﬁgotg bzw. (c—1)xz+y=0.

Fiir den Hohenschnittpunkt H = (§0> gilt also
0

xog = c (wegen H € h¢) und (c—1)zog+yo=0 (wegen H € hy);

damit ergibt sich yy = —(c — 1) zy und folglich

i1 L ge)

Der Héhenfulpunkt He = 8 der Hohe he auf der Dreiecksseite AB

liegt fiir ¢ < 0 links von A sowie fiir ¢ > 1 rechts von B; damit liegt der
Hohenschnittpunkt H fiir diese Wahl der Parameter sicherlich auflerhalb des
Dreiecks.

Fiir ¢ € [0;1] liegt der HohenfuSpunkt H¢ dagegen auf der Strecke [AB].
Ferner besitzt der Hohenfulpunkt H,4 als Punkt der Dreiecksseite BC' die

Gestalt
B+ A (C—B)= ((1))+>\- <011>,

wobei er als Punkt der Hohe h4 deren Gleichung geniigt; aus
(c=1)(1+A(c—=1)+A=0

ergibt sich

1—c

2 _ _
(C—1)+)\<C—1) +)\—0, also )\—m,

und wegen A € [0; 1] liegt auch der HéhenfuBpunkt H 4 auf der Strecke [BC.
Damit liegt aber der Hohenschnittpunkt H jetzt innerhalb des Dreiecks.



Cc

c) Die Koordinaten des Hohenschnittpunkts H = ( (1-¢)c

) € R? geniigen

der Gleichung
y=1—-clc=(1—-2)r=2—2%

Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich daraus

(oo b () ()

und damit

einer Parabel; dabei ist

()= () -0 2) () ()



