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29. a) Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) y' +2y +2y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische
Polynom

XA =X 22X +2=A+12+1=N+1—-0) (A +1+9)

mit den beiden einfachen Nullstellen A\; = —1 + ¢ und Ay = —1 — ¢; damit
bilden die beiden Funktionen ¢q, @2 : R — R mit

p1(xr) =e T cosx und @o(r) =e T sinx

ein Fundamentalsystem von (Dy).

b) Die rechte Seite
b:R—=R, bx)=—42"—2,

ist von der Form b(z) = p(x) e*® mit der Polynomfunktion p(z) = —4 2% — 2
vom Grade m = 2 und a = 0. Da a keine Nullstelle von y ist, wahlen wir
fiir die partikulére Losung ¢, von

(D) Y +2y +2y=—42" -2
den Ansatz
op(z) = q(z) =ra’+ sz +t
mit einer Polynomfunktion ¢(z) = r 2% + sx +t vom Grade m = 2. Wegen
() =2rz+s und  @(z)=2r
ist ¢, genau dann Lésung von (D), wenn
2r+2Q2raz+s)+2(ra*+ sz +t) = —4a” -2,

also
2ra® + (Ar+2s)z+ (2r+ 25+ 2¢) = —42° — 2,

fiir alle x € R gilt; durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
2r=—4, 4r+2s=0 und 2r+2s+4+2t= -2,
also r = =2, s =4 und t = —3, und folglich
op: R—=R,  fo(r)=—22"+4x—3.
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a)

Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) v'+4y +3y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische
Polynom
XA) =N +4X+3=A+1)(A+3)

mit den beiden einfachen Nullstellen \; = —1 sowie Ay = —3; damit bilden
die beiden Funktionen @1, 5 : R — R mit

pi(@) = e und pylr) = e

ein Fundamentalsystem von (Dy). Folglich ist die Gesamtheit der Funktionen

p=c-p1+c-p: R—=R, @(x)zclefx-i-@@*gx,

mit Konstanten ¢y, ¢ € R die allgemeine Losung von (Dy).

Die rechte Seite
b:R—R, b(x)=10cosz,

ist von der Form b(z) = p(z) e*® cos(kx) mit der Polynomfunktion p(z) = 10
vom Grade m = 0 sowie a = 0 und k = 1. Da a + ki = i keine Nullstelle von
X ist, wahlen wir fiir die partikuldre Losung ¢, der inhomogenen linearen
Differentialgleichung

(D) y'+4y +3y=10cosx
den Ansatz

op(z) = q1(x) cosz + go(x) sinz

mit Polynomfunktionen ¢;(x) = r und ¢(x) = s vom Grade m = 0. Wegen
@ (x) = —rsinz +scosx und @)(r) = —rcosz — ssinz

ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn

(—rcosx — ssinz) + 4 (—rsinx + scosx) + 3 (rcosz + ssinz) = 10 cos z,

also

(2r4+4s)cosx+ (—4r +2s)sinz = 10 cos z,

fiir alle x € R gilt; damit ergibt sich 2r +4s =10 und —4r + 25 = 0, also
r =1 und s = 2, und folglich ¢,(z) = cosz + 2sinz.

Geméf a) und b) ist die Gesamtheit der Funktionen

—3x

p=crp1+cpst,  R=>R ¢x)=ce®+ce ™ +cosx+2sinz,

mit ¢, ¢a € R die allgemeine Losung von (D) mit

3x

O'(r)=—cre ¥ —3cpe > —sinx + 2cosw



fir alle z € R; damit ist

P0)=0 <= c1-1+c-1+142-0=0 <= 1+c+1=0
und
P0)=0 <= —c;-1-3c-1-0+2-1=0 <= —c;1—3c2+2=0,

woraus sich ¢; = —g und ¢y = % ergibt. Damit ist
5 — 3 —3x :
v:R—->R, go(:r):—§e —i—§e +cosx + 2sinz,

die gesuchte Losung des gestellten Anfangswertproblems.

31. Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥"+2y +y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom
XA =X +2 0 +1=(A+1)°

mit der doppelten Nullstelle A = —1; damit bilden die beiden Funktionen

o1 R—=R, pi(x) =€, und o R—=> R, po(x) =z,
ein Fundamentalsystem von (Dy). Die gegebene inhomogene lineare Differential-
gleichung

D) Y2y +y=e"

besitzt die rechte Seite
b:R—R, bx)=e",

der Form b(z) = p(z) e*® mit der Polynomfunktion p(z) = 1 vom Grade m = 0
und der Nullstelle @ = —1 von x der Ordnung o = 2. Fiir die partikulére Losung
¢, von (D) wihlen wir den Ansatz

pp(z) =q(x)e ™™ = (ra” +sz+t)e”

mit einer Polynomfunktion ¢(z) = r 22 + sz +t vom Grade m + « = 2; nachdem
e ® und x e* die homogene Gleichung (Dy) 16sen, kénnen wir s = ¢ = 0 wéhlen.
Wegen

T 2 T

—rxz‘e” r

o (x) =2rxe” = (2rz—ra®)e

und
gpg(x) =2r—2rxz)e”* — (2rx — er) e’ = (2T —4rx+ r$2) e ”
ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn

(2r—4r$+r:1:2) e_x+2(27’93—7":£2) el +ratet=e",
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also

x —x

2re " =e ",
fiir alle x € R gilt; damit ergibt sich r = % und folglich ¢, (x) = %x2 e~*. Damit
ist die Gesamtheit der Funktionen

1'2
p=cprt+pte,:R=-R, )= (01+029€+§) e,

mit ¢1, co € R die allgemeine Losung von (D); dabei ist

¢'(z) = (C2+:I:)ex—(cl+ch+%2> e = ((CQ_Cl)Jr(l_CQ) m_x;) ot

fiir alle x € R. Unter Beriicksichtigung der gegebenen Anfangswerte ergibt sich

p0)=1 <= c;-e"=1 < ¢, =1
und damit

/ 0
P0)=1 <= (ca—c1)- =1 <<= y=14c¢ < c3=2;
folglich ist
2
e:R=>R, px)= (1+2x+%> e ",
die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems.
Die homogene lineare Differentialgleichung
(Do) ¥ +4y=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Po-
lynom

X)) = A2 4= (\—20)(\+ 26)

mit den beiden konjugiert-komplexen Nullstellen A\; 5 = ¢ + i0 mit ¢ = 0 und
o = 2; damit bilden die beiden Funktionen

1 : R =R, ¢(x) =e? cos(ox) = cos(2x),
und
ot R =R, ¢o(r) =€ sin(ox) = sin(2z),

ein Fundamentalsystem von (Dy). Die gegebene inhomogene lineare Differential-
gleichung
(D)  y"+4y=sin(22)

besitzt die rechte Seite

b:R—R, b(x)=sin(2x),



der Form b(z) = p(z) e*® sin(k z) mit der Polynomfunktion p(x) = 1 vom Grade
m = 0 und der Nullstelle a+ik = 2¢ von x der Ordnung o = 1. Fiir die partikulére
Losung ¢, von (D) wihlen wir den Ansatz

wp(r) = qu(x) cos(2x) + ga(x) sin(2x)

mit Polynomfunktionen ¢;(z) = mx 4+ s; und go(x) = rox + s2 vom Grade
m + a = 1; nachdem cos(2z) und sin(2z) die homogene Gleichung (Dy) lésen,
konnen wir s; = s = 0 wahlen. Wegen

@,(x) = 7r1(cos(2x) — 2 sin(2x)) + 75 (sin(2x) 4 2z cos(2z))
= (r1 + 2rox) cos(2x) + (ry — 2r1x) sin(27)

und

@y(x) = (2rycos(2x) — 2 (r1 + 2ryx) sin(2x)) +
+ (=2ry sin(2z) + 2 (ry — 2r2) cos(2x))
= 4(ry —rx)cos(2x) — 4 (r; + rox) sin(2x)

ist ¢, genau dann Losung von (D), wenn

4 (ry — rx) cos(2x)—4 (r1 + rox) sin(2z)+4 (ra cos(2x) + rexsin(2z)) = sin(2x),

also

471y cos(2x) — 4ry sin(2z) = sin(2x),
fiir alle x € R gilt; damit erhélt man r; = —i und 79 = 0, insgesamt also
¢p(r) = —1 z cos(2x). Damit ist die Gesamtheit der Funktionen

x :
p=crprt+cprte,  R=>R, )= (cl — Z) cos(2z) + cosin(2x),
mit ¢, ¢p € R die allgemeine Losung von (D); dabei ist

¢ (x) = _}l cos(2z) — 2 (01 — %) sin(2x) 4 2¢5 cos(2x)

1
= [2c— = | cos(2z) — 2 <01 - f) sin(2x)
4 4
fiir alle z € R. Unter Beriicksichtigung der gegebenen Anfangswerte ergibt sich
0(0) =0 <= ¢1cos0+cs8in0=0 <= ¢, =0

und

¢'(0) =0 (262_4_1> cos0 —2¢;sin0 =0 <= 202:1_1 — C2:§;

folglich ist

1
v:R=>R, o) = —% cos(2x) + 3 sin(2x),

die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems.



