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25. Die zweimal differenzierbaren Funktionen f : R — R mit
f"(x)=4f(x) firalle z€R
sind genau die Losungen der linearen Differentialgleichung
y' —4y =0
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom
x(\) =\ —4

besitzt die beiden einfachen reellen Nullstellen \; = 2 und \y = —2, so daf die
beiden Funktionen

01 R =R, () =eM"=e?",

und

2z

)\gz:ef 7

p2: R R, pa(z)=¢
ein Fundamentalsystem bilden; damit ist die Gesamtheit der Funktionen

xT

p=c-p1+tc-0:R=R, ox)=ce** +cye?
mit den Konstanten ¢y, co € R die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y" — 4y =0, die gesuchten Funktionen f : R — R finden sich also auf jeden Fall
unter diesen Losungen. Wegen
p(0)=1 = 1+ e’ =1 = c1+tau=1 <= c=1—0¢
erfiillen geniigen dabei genau die Funktionen
f R=R, flx)=ce**+ (1— c)e 2"

der gestellten Anfangsbedingung f(0) = 1; darunter befinden sich auch die beiden
Fundamentallosungen ¢; (fiir ¢; = 1) und 9 (fiir ¢; = 0), die beide bekanntlich
keine Nullstelle besitzen.

Wir betrachten nun die Funktion f fiir ein ¢; € R\ {0,1}; wegen

f()=0 &= c1®"+(1—c)e?" =0

_ 01—1
= et =(c—1)e %" = ' =

C1

fiir alle x € R ergeben sich damit die beiden folgenden Fille:
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o Ist ©= >0, so besitzt f die Nullstelle z = {In %

o Ist =1 <0, so besitzt f keine Nullstelle.

Wegen

C1 —

1 1 1
<0<=1-—<0<=1l<— = 0<c<l
C1 C1 C1

besitzt die Funktion
fR=R, fla)=ce**+(1—c)e?”
insgesamt genau dann keine Nullstelle, wenn ¢; € [0; 1] gilt.
Es handelt sich um die homogene lineare Differentialgleichung
"—2y"+5y =0
dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom
XA) =N =2 X +5X=A(N—2X+5)

besitzt die einfache reelle Nullstelle A; = 0 sowie (unter Verwendung der Losungs-
formel fiir quadratische Gleichungen) die beiden konjugiert—komplexen Nullstel-

len
1
Mg =5 (—(-2) = V(2P —475) = (21\/—1)_112@
so dafl die drei (reellwertigen) Funktionen ¢1, ¢, @3 : R — R mit
p1(r) =e’ =1 sowie @o(x) =e"cos(2z) und 3(x) = e”sin(27)

ein Fundamentalsystem von y"” —2y"” +5y" = 0 bilden; damit ist die Gesamtheit
der Funktionen

p=cr-pr+ca-patcy-p3:R=R p(z) =c + cpe” cos(2x) + ¢z e” sin(2x)

mit den Konstanten ¢y, co, c3 € R die allgemeine Losung der Differentialgleichung
"

y" —2y" + 5y = 0, welche nun den gegebenen Anfangsbedingungen y(0) = 0,
y'(0) = =3 und y"(0) = —11 anpafit werden. Wegen

¢’ (z) = ¢y (e cos(2x) — 2€”sin(2x)) + ¢3 (e” sin(2x) + 2" cos(2x)) =
= (c2 4+ 2¢3) €” cos(2x) + (=22 + ¢3) e sin(2x)

und
@"(x) = (g +2¢3) (¥ cos(2x) — 2€” sin(2x)) +

+ (—2c¢9 + ¢3) (6" sin(2z) + 2 €” cos(2x)) =
= (—3cy+4c3)e” cos(2x) + (—4 o — 3c¢3) e¥sin(2x)
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fiir alle z € R ergibt sich
gO(O):O < c1+c-14+c3-0=0 <= c1+c=0

sowie entsprechend
0'(0)=-3 < 3 +2c3=-3

und
(p,/(O) =—-11 «— —362 —|—4C3 = —11,

woraus man zunéchst co = 1 und ¢3 = —2 und dann ¢; = —1 erhélt. Folglich ist
die Funktion

¢:R—=R, f(z)=-14¢€"cos(2z)—2¢e"sin(2z),
die Losung des gestellten Anfangswertproblems.

Die in Abhéingigkeit von ¢ € Rt gegebene homogene lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung
(*) y// 4 62 y = O

mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Polynom
YA =X+ =2 —(ci)>=(\—ci)- (A +ci)

mit den beiden konjugiert-komplexen Nullstellen A\ 3 = +c¢ mit dem Realteil
0 = 0 und dem Imaginérteil 0 mit o = ¢; damit bilden die beiden Funktionen

1 :R—=>R,  p1(z) = e cos(ox) = cos(cx),

R =R, () = e®sin(ox) = sin(cz),
ein Fundamentalsystem von (x), und die Gesamtheit der Funktionen
po=c-p1+c-p:R=>R @(x)=c -cos(cz)+ cy-sin(cx),
mit ¢, ¢y € R stellt die allgemeine Losung von () dar. Dabei wird wegen

0(0) =0 <= ¢;-cos0+cy-sinQ=0 <= ¢; =0
-1 =0

die erste Anfangsbedingung ¢(0) = 0 genau von den Lésungen
v:R—=>R, @(x)=c- sin(cx),

erfiillt; wegen ¢'(x) = cyc - cos(cx) fur alle z € R ergibt sich fiir die zweite
Anfangsbedingung ¢'(1) = 0 damit

P'(1)=0 <= cyc-cosc=0 ? co - cosc =0,

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
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e Fiir cosc # 0 ist ¢'(1) =0 <= ¢y = 0, und damit ist die Nullfunktion die
einzige Losung von (%) mit ¢(0) = 0 und ¢'(1) = 0.

e Fiir cosc = 0 ist ¢'(1) = 0 fiir alle ¢; € R erfiillt, und fiir jedes ¢ # 0
ist die Funktion ¢ : R — R, ¢(z) = ¢ - sin(cx), eine von der Nullfunktion
verschiedene Losung von (%) mit ¢(0) = 0 und ¢'(1) = 0.

Damit besitzt die gegebene Differentialgleichung (*) genau dann eine von der
Nullfunktion verschiedene Losung ¢ : R — R mit ¢(0) = 0 und ¢'(1) = 0, wenn
cosc = 0 gilt, also genau fiir c € § + Ny - .

Die in Abhéngigkeit von (a,b) € R? gegebene homogene lineare Differentialglei-
chung zweiter Ordnung

(%) v'—2ay +by=0
mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Polynom
xA) =X —2aX+b
mit den Nullstellen

—(=2a) £/(-2a)* —=4-b  2a+/4(a? =)
2 B 2
wir treffen hinsichtlich des Radikanden A = a? — b folgende Fallunterscheidung;:

:ai\/m;

e Im Falle A > 0 besitzt y(\) zwei reelle Nullstellen Aj, Ay € R mit \; # g,
und wir kénnen \; # 0 annechmen; damit besitzt (x) insbesondere die Losung

01 R= R, ¢ () =eM?,
die wegen
lim ¢(z) = 400 fiir A >0

xr——+00
und
lim ¢(z) = 400 fiir A <0

r—r—0Q0
auf R nicht beschrankt ist.

e Im Falle A = 0 besitzt x(\) eine doppelte reelle Nullstelle A € R; damit
besitzt () insbesondere die Losung

p2 R =R, p(z) =xe,
die wegen
. _ 1 i Az — i >
mEIJPoo o) xgrfoo (z- e ) =400 fiir A>0
>1 fiir x>0
und
. o ) Az _ .. <
zl_l}t_noo wa(x) Igr_noo (z- e ) oo fir A<0
>1 fiir <0

auf R nicht beschriankt ist.



e Im Falle A < 0 besitzt x(\) zwei konjugiert—komplexe Nullstellen ¢ +io
mit 0 = a € R und 0 = Vb — a2 € R*; damit bilden die beiden Funktionen

01 : R =R, pi(x) =e*cos(ox), und ¢y : R = R, po(x) = e sin(ox),
ein Fundamentalsystem von (x). Dabei ist die Losung ¢; von (%) wegen

@1(2”—”) — tn cos(2nm) = et 400 fir 0>0

ez

n—oo
und
onm _2me, _2me ..
p1(—=F) =e o "cos(—2nmw) =e o " — +00 fiir 0<0
n—oo

auf R nicht beschrénkt. Fiir o = 0 ist die Gesamtheit der Funktionen
p=cr-pr+ce-p: R=>R, () =c - cos(ox) + ¢ -sin(ox),

mit ¢, ¢; € R die allgemeine Losung von (x); wegen

lo(x)| = |e1 - cos(ox) + ¢o - sin(ox)| <
< e - |cos(o)| +[ca] - |sin(oz)] < er| + o
<1 <1

fir alle z € R ist jede Losung ¢ von (k) auf R beschrankt.

Zusammenfassend gilt: es ist genau dann jede Losung der Differentialgleichung
(%) auf R beschrénkt, wenn

A=a>-b<0 und o=a=0

ist, also genau fiir a = 0 und b > 0.



