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9. Die (als Produkt und Komposition von Polynomfunktionen und der Exponential-
funktion insbesondere) stetige Funktion

RS R, flry)=e @ (—a?41),
besitzt auf der kompakten Einheitskreisscheibe
D={(z,y) eR* | 2*+y* <1}

nach dem Satz von Weierstrafl (mindestens) eine globale Minimalstelle und (min-
destens) eine globale Maximalstelle, es gibt also (a,b) und (¢, d) € D mit

fla,b) < f(z,y) < fle,d)

fir alle (z,y) € D; fiir die Lage dieser Extremstellen (p,q) € D gibt es die
folgenden beiden Moglichkeiten:

e (p,q) liegt auf dem Rand von D, also auf der Kreislinie 22 +%? = 1 um (0, 0)
mit Radius 1; wegen

fp,q)=e P+ (p? 4 1) =€t g2

kommen hier nur ¢ = 0 mit p = +1, also (+1,0), sowie ¢ = £1 mit p = 0,
also (0,+£1) in Frage.

e (p,q) liegt im Innern von D, also in der offenen Kreisscheibe x? + y? < 1;
da aber f partiell differenzierbar mit

Oflwy) = (O (—20)) - (=22 +1) + @0 (<20)
— _21' . 67(5524’1/2) . (2 — xZ)
und

Ouf(wy) = (e (=2p)) - (=22 +1)
N R )
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fiir alle (x,y) € R? ist, muB} (p,q) dann eine kritische Stelle von f sein, so
dal wegen

f(pg) =0 <= —2p-¢ P (2 p?) = p=0

>0 >0

und
Oaf(p,q) =0 = —2¢-¢ W), (1-¢°) < ¢=0

——

>0 >0

kommt hier fiir (p, ¢) nur der Punkt (0,0) in Frage.

Der Vergleich der Funktionswerte

(p7 Q) H (170) ‘ <_1’0) ‘ (071) ‘ (07_1> ‘ (O’ 0)
0T 0 (et et 1

zeigt, dal die Funktion f im Punkt (0,0) ihr Maximum 1 sowie in den Punkten
(1,0) und (—1,0) ihr Minimum 0 annimmt.

Die Einheitskreisscheibe
M ={(z,y) e R* | 2> +¢y* < 1}

ist eine sowohl abgeschlossene als auch beschrankte und damit kompakte Teil-
menge von R?; dariiber hinaus ist die Funktion

f:M—R, f(x,y):xQ—x—l—Zyz,

als Polynomfunktion insbesondere stetig. Nach dem Satz von Weierstrafl besitzt
damit die stetige Funktion f auf der kompakten Menge M eine globale Minimal-
stelle (p1, q1) € M und eine globale Maximalstelle (ps, g2) € M, fiir alle (x,y) € M

gilt also f(p1,q1) < f(x,y) < f(p2, q2)-

Die Polynomfunktion f ist insbesondere partiell differenzierbar, und fiir alle
(z,y) € M gilt

O f(x,y) =2x—1 und O f(x,y) =4vy.

Damit kommen fiir globale Extremstellen (p,q) € M nur die beiden folgenden
Falle in Frage:

e Der Punkt (p,q) liegt auf dem Rand OM von M; wir betrachten fiir die
Punkte der Einheitskreislinie 9M die Darstellung (cos ¢, sin ¢) in Polarko-
ordinaten mit ¢ € [0;27] und erhalten

f(cos @, sin ) = cos® p — cos ¢ + 2 sin? .

Die differenzierbare Hilfsfunktion

h:[0;27] = R, h(p) = cos®p — cosp + 2 sin® p,
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kann ihre Extremwerte in den Randpunkten ¢ = 0 und ¢ = 27 ihres Defi-
nitionsintervalls [0; 2] und auf |0; 27[ in den Nullstellen ihrer Ableitung

B (@) =2cosp- (—sing) — (—sing) +4sinp - cosp =

1
= 2sinpcosp +sing =2 sinp - (cosgo+—> ;

2
also fiir sinp = 0 und damit in ¢ = 7 oder fiir cos p = —% und damit in
= 2 oder ¢ = % annehmen; damit kommen fiir (p,¢) die Punkte (1,0)
und (—1,0) sowie (—3,21v/3) und (-1, —1/3) in Frage.

e Der Punkt (p, ¢) liegt im Innern M von M; dann ist aber (p, ¢) ein kritischer
Punkt von f, es gilt also grad f(p, q¢) = (0,0), weswegen nur der Punkt (%, O)
in Frage kommt.

Mit Hilfe der Wertetabelle

(pg) [ (1,0) [ (=1,0) [ (=33 _
foo || o [ 2 | g | 7 |

1
27

(—%, —% 3) das globale Maximum % besitzt.

1
4

\/5) und

D=

erkennt man, dafl f in ( O) das globale Minimum —3 sowie in (—%,

Die (als Polynomfunktion insbesondere) stetige Funktion
fiR* =R, f(z,y) =2°+4y* — 3z — 3y,

besitzt auf der sowohl abgeschlossenen als auch beschriankten und damit kom-

pakten Teilmenge
Q = [_17 1] X [_L 1] - RQ

nach dem Satz von Weierstrafl (mindestens) eine globale Minimalstelle und (min-
destens) eine globale Maximalstelle.

Da die Funktion f dariiber hinaus partiell differenzierbar ist, wobei
o f(z,y) =32° -3 und Oof (z,y) =12¢y* — 3
fiir alle (z,y) € R?* und damit insbesondere

O f(z,y)=3(z*—-1) <0

fiir alle Punkte (z,y) € 52 im Innern 52 =]-1,1] x |=1,1] von @ gilt, kommen
fiir globale Extremstellen (a,b) € @ von f nur Punkte (a,b) auf dem Rand 0Q)
des Quadrats @ in Frage:

e Fiir die Punkte (—1,¢) mit ¢t € [—1,1] der linken bzw. (1,t) mit ¢ € [-1,1]
der rechten Quadratseite gilt

f(EL ) = (£1)® +43 — 3. (£1) -3t = 41> — 3t F 2;
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da die (als Polynomfunktion insbesondere differenzierbare) Hilfsfunktion
hi:[-1;1] = R, hy(t) =4t -3t F2,

ihre Extrema nur in den beiden Randpunkten ihres Definitionsintervalls,

also in t = —1 und t = 1, sowie in den Nullstellen ihrer Ableitung
1 1 1
Mt)=12"-3=12(* —= | =12(t+= ) (t—=
also in t = —1 und ¢ = 1 annehmen kann, kommen fiir (a, b) nur die Punkte

(£1,-1), (£1,-3), (£1,3) und (£1,1) in Frage.

e Fiir die Punkte (¢, —1) mit ¢ € [—1, 1] der unteren bzw. (¢,1) mit ¢t € [—1, 1]
der oberen Quadratseite gilt

ft,£1) =3 +4-(£1)* -3t -3 (£1) =t -3t +1;
da die (als Polynomfunktion insbesondere differenzierbare) Hilfsfunktion
hy i [-1,1] = R, h(t)=t"—3t=+1,

ihre Extrema nur in den beiden Randpunkten ihres Definitionsintervalls,
also in t = —1 und ¢ = 1, die hier mit den Nullstellen ihrer Ableitung

hy(t) =32 —=3=3(>-1)=3(t+1)(t—1),

zusammenfallen, annehmen kann, kommen fiir (a, b) nur die Punkte (—1, 1)
und (1,+1) in Frage.

Mit Hilfe der Wertetabelle

(a7 b) H (_17_1) ‘ (_17_%> ‘ (_17%> ‘ (_171) ‘ (17—1) ‘ (17_%) ‘ (1=%> ‘ (171)
b 1 | 8 [ 1 [ 8 [ & T[]

erkennt man, dafl f den maximalen Funktionswert 3 in den Punkten (—1, —%)
und (—1, 1) sowie den minimalen Funktionswert —3 in den Punkten (1, —1) und
(1, %) annimmt.

Die Menge
M={(z,y) eR*|2>0,y>0, z+y—1<0}

ist das von den Geraden x = 0, y = 0 und y = 1 — x begrenzte abgeschlossene
Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0, 1) und damit insbesondere eine
kompakte Teilmenge des R?. Folglich besitzt die (als Polynomfunktion) insbeson-
dere stetige Funktion

[ M—=R, flry)=ry(z+y—1),

nach dem Satz von Weierstral auf dem Kompaktum M (mindestens) ein globales
Minimum und (mindestens) ein globales Maximum. Dabei gilt fiir alle (z,y) € M

y) = : (r+y—1)<0
flxy) =2 - y -(x+y—1)
20 >0 <0



mit
flz,y) =0 <= =0 oder y=0 oder y=1-—u;

folglich besitzt die Funktion f genau in den Randpunkten von M ihre globalen
Maximalstellen, und es gilt

sup f(M) = 0.
Eine globale Minimalstelle (p,q) € M von f mufl demnach im Innern
M={(z,y) eR*|2>0,y>0, z+y—1<0}

des Dreiecks M liegen; da f (als Polynomfunktion) insbesondere partiell differen-
zierbar ist, kommen dabei hierfiir nur kritische Stellen von f in Frage. Fiir alle

(x,y) € M gilt
flay) =zy@+y—1) =2’y +ay’ —zy
und damit
of(z,y)=2zy+1y*—y und Oof(z,y) = 2* + 23y — x,
weswegen wir

Ohflr,y) =0 < 2ax+y—1)y=0 = 20 +y=1
y

und
Ohflz,y) =0 < (z+2y—1)xz=0 = r+2y=1

erhalten. Fiir ein globales Minimum (p, ¢) € M von f muf} also
sowohl 2p+q¢=1 alsauch p+2q=1,

also p =1 —2¢ und damit 2(1 —2q) + ¢ = 1 bzw. 2 — 3¢ = 1, und schliefllich
q= % und p = % gelten; somit ergibt sich
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