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5. a) Die Funktion
f:R? >R, flxy,z0) = (221 — m2)3,

ist partiell differenzierbar mit
31f(x1,x2) =3 (2 T — (L’g)z -2=26 (2 T — I2)2

und
Oof(x1,79) =3 (211 — x9) - (—1) = =3 (221 — x3)?

fiir alle z = (21, 2) € R

b) Die Funktion
g:R* =R, g(xy,15) = sinx - cos zs,

ist partiell differenzierbar mit
O1g(x1,x9) = COS T + COS Ty

und
Oag(xy1,22) =sinz - (—sinzy) = —sinzy - sinxy

fiir alle 7 = (21, z2) € R

¢) Die Funktion
h:R* =R, h(zy,z) = (27 + 102, 29 + 73) ezfﬂ«”%’
ist partiell differenzierbar mit
Oh(z1,m5) = (20141020 -€* 193 4 (22 410 2y o+ 22)- <ex%”% (2 x1)> =
— (221 + 1029 4 223 + 20 2% 2 + 221 22) 7175
und
Ooh(z1, 22) = (1021 +222) - "1 4 (22 +10 2y 20+ 22)- <e””§+xg (2 x2)> =
=102z + 229 + fo To + 2021 x% + 2x§) %13

fiir alle z = (71, 79) € R%.



d) Die Wurzelfunktion w : Rf — R, w(t) = /, ist auf R* differenzierbar;
damit ist die Funktion

E:R? =R, k(r,29) =294/27 + 23,

zumindest fiir alle z = (z1,79) € R?\ {(0;0)} partiell differenzierbar mit

1 T1 X2
Ohk(ri,29) =29 | ——— 22 = —
o) = (o) = 2

und
1 T3+ 23
Ook(w1,02) = 1\ il + a3+ 1y - | ——= (212) | = 2.
L 2/x? + 13 N

Dariiber hinaus ist die Funktion
ki :R—=R, ki(r)) =k(x,0) =0,
differenzierbar, insbesondere fiir a; = 0 gilt dann 0,k(0,0) = £k1(0) = 0; die
Funktion
ko : R =R,  ko(z) = k(0,29) = 29 \/;% = Ty |T9],

ist wegen
kg(Ig) - kg(O) . i) |.T2‘ .
9 — 0 To z2—0
im Punkt ay = 0 differenzierbar mit d»k(0,0) = k5(0) =

6. Wir betrachten fiir die gegebene Funktion

FR2OR, f(oy) = sinx - arc an(nm), tir (z,y) # (0,0),
0, fiir («,y) = (0,0),

ihren Differenzenquotienten im Punkt a = (0,0) € R? in z—Richtung

F(h.0) = f(0.0) _ sinh-arctan (n 7 ) !
h A = N -arctan | In —

N 1]

fiir alle h # 0 und untersuchen, ob sein Grenzwert fiir h — 0 existiert. Der erste
Faktor 148t sich mit der Regel von de I'Hospital behandeln, und es ist
sin h cosh 1

lim = lim =-=1;
h—0 h h—0 1 1

fiir den zweiten Faktor ergibt sich direkt
. 1 s
limarctan [ In — | = —,
h—0 |h| 2
~—~
— 00

—00



so dal man insgesamt

erhélt. Folglich existiert die partielle Ableitung von f nach der 1. Variablen im
Punkt (0,0), und es gilt

. Das Rechteck
D =[-1,1] x [0, 27]

ist eine sowohl abgeschlossene als auch beschrinkte und damit kompakte Teil-
menge von R?; dariiber hinaus ist die Funktion

f:D—=R, f(x,y)=2x+¢€" cosy,

als Summe und Produkt einer linearen Funktion sowie der Exponenentialfunktion
und des Cosinus insbesondere stetig. Nach dem Satz von Weierstrafl besitzt damit
die stetige Funktion f auf der kompakten Menge D (mindestens) eine globale
Minimalstelle und (mindestens) eine globale Maximalstelle.

Da die Funktion f dariiber hinaus partiell differenzierbar ist, wobei
O f(z,y) =1+¢€" cosy und O f(z,y) = —€" siny

fiir alle (x,y) € D gilt, kommen fiir globale Extremstellen (a,b) € D von f nur
die beiden Fiélle in Frage:

e Der Punkt (a,b) liegt auf dem Rand 0D von D; wir betrachten die vier
Rechtecksseiten und greifen dabei auf bekannte Eigenschaften der Expo-
nentialfunktion sowie des Cosinus zuriick:

— Fiir die Punkte (—1,¢) mit ¢ € [0, 27] der linken Rechtecksseite gilt
f(=1,t) = =1+ e ' cost;

damit kommen fiir (a,b) nur die Punkte (—1,0), (—1,7) und (-1, 2m)
in Frage.
— Fiir die Punkte (1,¢) mit ¢ € [0, 27] der rechten Rechtecksseite gilt

f(1,t) =1+ e cost;

damit kommen fiir (a,b) nur die Punkte (1,0), (1,7) und (1,27) in
Frage.



— Fiir die Punkte (¢,0) bzw. (¢,27) mit ¢ € [—1, 1] der unteren bzw. oberen
Rechtecksseite gilt

f(t,0) =t+e' = f(t,2m);

da dieser Ausdruck in ¢ streng monoton wachsend ist, kommen fiir (a, b)
nur die Punkte (—1,0) und (1,0) bzw. (—1,27) und (1, 27) in Frage.

e Der Punkt (a,b) liegt im Innern

o

D =1]-1,1] x |0, 2n]

von D; dann ist aber (a,b) schon ein kritischer Punkt von f, es gilt also
grad f(a,b) = (0,0). Aus

Oaf(a,b) = —e%sinb =0
folgt zunéchst sinb = 0, also b = 7w, woraus sich mit

Glf(a,b):1+eacosbb: 1—e"=0

dann e* = 1, also a = 0, ergibt; hier ist damit (a,b) = (0, 7).
Mit Hilfe der Wertetabelle

(a,b) | (=1,0) | (=1,
f(a,b) H —1+% ‘ -1 -
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erkennt man wegen
1 1
l—e<—-1—--<-1<—-14-<1+e¢,
e e

daB f in (1,7) eine globale Minimalstelle sowie in (1,0) und (1,27) globale Ma-
ximalstellen besitzt.

. Die Betragsfunktion i : R — R, h(t) = |t|, ist auf R\ {0} differenzierbar; damit
ist die Funktion

fRE=R, flzy) =|z—vyl vy,

zunichst an allen Stellen (a,b) € R? mit a # b partiell differenzierbar. Es bleiben
also nur noch die Punkte (a,a) mit a € R der Winkelhalbierenden des 1. und 3.
Quadranten zu untersuchen:

e Fiir den Differenzenquotienten der Funktion
g1:R=>R, gi(z) = f(z,a0) = |z —a - q,
an der Stelle x = a gilt
gla+h)—gi(a)  flatha)—fla,a) [h[-a—0 ||

h h h h




fiir alle h # 0. Wegen

h) — h
lim gl(a+ ) gl(a) — lim u .a = a
h—0+ h—0+ h h>0
und , ;
g Sath)—gile) . Rl
h—0— h h—0— h h<0
ist g1 an der Stelle x = a genau dann differenzierbar, wenn a = —a gilt,

01 f(a,a) existiert also genau im Falle a = 0.

e Fiir den Differenzenquotienten der Funktion
g2 R=>R, ga(y) = flay) = la—yl-y,
an der Stelle y = a gilt

92(a+h)_92(a) f(a7a+h)_f<a’a’)

h h
_[=h-(a+h) -0 A
= . = (a+h)
fiir alle b # 0. Wegen
h) — h
lim galath) = g2(a) = lim Ly (a+h) = a
h—0+ h—0+ h h>0
und h ,
lim g2ath) = g2(a) = lim u-(a—i—h) = —a
h—0— h h—0— h<0
ist go an der Stelle y = a genau dann differenzierbar, wenn a = —a gilt,

0o f(a, a) existiert also genau im Falle a = 0.

Damit ist die Funktion f an denen vom Nullpunkt (0,0) verschiedenen Punkten
der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten nicht partiell differenzierbar.



