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41. Die gegebene Quadrik

x 8 4
QI{(&?;) ERQ|.1]%4—4%11’2—21’3—ﬁxl——l’g—llz()}

besitzt die Gleichung

mit
1 2 —
A:<2 2)€R2X2, b= VPl eR? und c=-4€eR.
N VA
Wegen
1= A 2 _ 2 _
det(A—/\EQ)—' 5 _2_/\‘—(1—)\)(—2—)\)—2 =

= (=24 A+ A —4=22+ A —6=(A—2)(\+3)

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 und Ay = —3; wegen

-1 2 1 -2 . 2
A_)\1E2:<2 _4)«/»(0 O) ist vl—<1>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 2, und wegen

4 2 2 1 . —1
A_)\2E2:(2 1)W<O 0) 1st UQ—(Z)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ao = —3. Mit der orthogonalen Matrix

2 _ 1
P:(Ul, vz>: \{5 2\/5 € 05(R)
[oa]]” [z NG



und der Diagonalmatrix

D= dlag ()\1, )\2) = (g _03> S R2X2

gilt dann PT AP = D. Die Variablentransformation <i1> =P (Zl) fithrt nun
2 2

die gegebene Gleichung

((L’l 1’2) -A- (xl) +bT (xl) +c=0
) )

in die Gleichung

(y1 y2)-PTAP- (yl) +b' P (y1> +c=0

Y2 Y2
iiber, also
o ) )+ 40 (F 2) ()0
0 =3) \w) TUVE V)L L), |
und damit

2y —3ys —4y; —4=0.
Mit Hilfe quadratischer Ergdnzung ergibt sich

2(yi —2-1-y1+1%) —3y; =4+2-1%,

also
2(y1 — 1) =395 =6,

so daB sich mit der erneuten Variablentransformation (Zl) = (yl N 1) dann

Z2 Y2
2 2
V4 z
222~ 32 =6, also =2 1,

(v3)" (v2)’

die euklidische (metrische) Normalform einer Hyperbel ergibt.

() exte 94()+5 ()

mitA_<1 _1) E]RZX?,Z)—(l)ERQundc——éleR.Wegen

. Esist

-1 1 -3

1-x -1
w =[5 T = - 0
fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 2 und Ay = 0 mit den normier-

ten Figenvektoren vy = \/LE (_11> und vy, = \/Li (1) Mit der orthogonalen Matrix



-1 1

P = (v,v9) = \/Li ( ] 1) und der Diagonalmatrix D = diag(A1, \y) = (g 8)

) ergibt

I

gilt dann mit PT AP = D; mit der Variablentransformation <;> =P <

4

sich die Gleichung

(u v) PTAP (Z) +bTP (Z) +e=0,

also )
2 0 U -1 1 U
W (o o) (0) 0 -5 (3 1) (1) -0
und damit 4 5
2u — —=u— —=v—4=0.

V2 V2

Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich
1 1) 1)
2 u2—2-—-u+<—) —\/§U—4—2(—> =0,
( V2 V2 V2

2(u—%)2—\/§(v+%)20,

1
u —_——

so daf} sich mit der erneuten Variablentransformation (Z;) = (U n ?) dann
V2

also

2w? — 2z =0, also V2uw?—2=0,
die euklidische Normalform einer Parabel ergibt.

. Der gegebene Kegelschnitt
P= {(‘;) c R? | x2+23xy+y2+2x+2y+120}.

besitzt die Gleichung

(x y)-A-(§)+bT-<z)+c:0

A=t ) er>?,  p=(2)eR? ud c=1eR
s 1 2

mit

Dabei ist der Kegelschnitt P genau dann eine Parabel, wenn er ohne Mittelpunkt
ist, also das lineare Gleichungssystem A -m = —% b keine Losung besitzt: wegen

1 s|—1 1 S —1
_1p =
(A’ Qb) (s 1 —1)11:-1(0 1—s2 —1+8>




ist dies genau fiir 1 — s2 = 0 und —1 + s # 0, also fiir s = —1 der Fall. Wegen
1-Xx -1
uw =" 7N T e = 0
fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 2 und \; = 0; wegen

-1 -1 11 : -1
A—/\1E2—<_1 _1)W(O 0) 1st ’U1—(1>
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 2, und wegen
1 -1 1 -1 . 1
A—/\2E2—<_1 1)W(0 O) 1st U2—<1>
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\ = 0. Mit der orthogonalen Matrix
1 1
() = %) coum
[l [Jv]] iV
und der Diagonalmatrix

D= dlag (/\1,/\2) = <(2) 8) € R2X2

gilt dann TTAT = D. Mit der Variablentransformation (Z) =T (z) ergibt

sich die Gleichung

(u v) TTAT (:f) +b'T (Z) +e=0,

Ty @ o)) e 50 ) ()=,

und damit

2w+ w120 baw. 282+ (o
+

V2
Mit der erneuten Variablentransformation ( ) ( ) dann

4 1
also —w?+2=0,

2uw? + — z =0,
V2 V2

die euklidische (metrische) Normalform einer Parabel ergibt. Insgesamt ist
BN _p (¥ . w S AN 0\
y) v) z— \/Ti N z _\/Ti N
w 4 L 0 w _1
() (4 %) (o)) ()
N——

es ist t der Scheitel und die z—Achse t + R - vy die Symmetrieachse von P.



44. Fiir den Abstand d(X, P) des Punktes X = <§ > € R? vom Punkt P = <i> gilt

ax.p) = x - rl = | (2 23) | = Vo r -

Ferner besitzt die Gerade L = R - uy, mit dem Richtungsvektor u;, = <_43> den

Normalenvektor
Uy = uy = (i) der Linge ||| = V32 +42 =25 =5
und damit die Hessesche Normalform
I 3w ;L 4y _

fiir den Abstand d(X, L) des Punktes X von der Geraden L gilt demnach

4
d(X,L) = ‘M‘

b}



Damit ergibt sich

N e T

d(X,P) =d(X,L)

3p+4q

=37+ - 17 = (2 )

9p? + 24 16¢*
p’—6p+9+¢°—8q+16 = Pt oepgt 10

25
16 , 24 9 ,
2 2= Z a2 6y — 25 —
25p 25pq+25q 6p —8q+25=0

16p? — 24pq + 9¢° — 150p — 200 + 625 = 0

[ A

Folglich ist die Menge K C R? aller Punkte X, die vom Punkt P und der Geraden
L denselben Abstand haben, die Quadrik

K:{(Z) € R? | 16p2—24pq+9q2—150p—200q+625:0};

sie besitzt also die Gleichung

(» q)-A-<Z>+bT-<§>+c:O

= ( 16 —12> € R2%?, h— <_150) €R* und c=625€cR.

mit

—-12 9 —200
Wegen

Xa(A) = ‘16_19 9__11‘ =(16—=X)-(9—N) — (—12)* =

= (144 - 250+ X%) =144 = N> =251 = (A — 25) - A

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 25 und Ay = 0; wegen
-9 —-12 3 4 . —4
A=h B, = (—12 —16) ~ (0 0) seoom= ( 3)
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 25, und wegen

16 —12\ (4 -3 3
A_AQEF(—U 9)“(0 o) ot “2:(4)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 0. Mit der orthogonalen Matrix

4
§— (v_ v_) _ (—35
Tl Treall )\ 5

) € 02(R)

[SA PG [PV



und der Diagonalmatrix

D= dlag ()\1, )\2) = (205 8> € R2X2

gilt dann STAS = D. Mit der Variablentransformation (S ) =5 (Z) ergibt sich
die Gleichung

(u v)STAS (Z) +b7S (g) +e=0,

(u v) (205 8) (Z) + (=150 —200) - % (_34 Z) (Z‘) +625 =0,

und damit

also

25u% — 250 v + 625 = 0 bzw. uw?—10v+25=0.

5
u v 5

mit der erneuten Variablentransformation (f) = (v 5> also in

Es ergibt sich damit
0,
T2

2_102=0 bzw. .0
w z s W 10 z )

die euklidische (metrische) Normalform einer Parabel.



