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37. Die gegebene Quadrik

Q {(i) ER2|14x2—4a:y—|—11y2—28x+4y+13—0}

(x y)-A-(§)+bT-<z>+c:O

besitzt die Gleichung

mit
(14 =2 952 (28 9 -
A_(_2 11)€R , b-( A >€R und c¢=13 € R.
Wegen
| M4=-x =2 | B N o2
det(A—/\E)—‘ 9 11_)\‘—(14 A)(11=X) = (=2)° =

=154 — 25 A+ A% —4 = X2 — 25 A + 150 = (A — 10) (A — 15)
fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 10 und Ay = 15; wegen
4

-2 2 -1 . 1
N I ) T )
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 10, und wegen
-1 -2 1 2 . -2
A—)\gE—(_Q —4>W(O 0) ist ’U2—<1)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 15. Mit der orthogonalen Matrix

1 2
v v = ——=
() = (2 ) com
[oa ][ [[oe]] VAR
und der Diagonalmatrix
D= dlag ()\1, )\2) = (100 1O5> S R2X2



gilt dann PTAP = D. Die Variablentransformation (Z) =P (Z) fithrt nun
die gegebene Gleichung

(« y)-A~(§)+bT-(;>+c:0

in die Gleichung

also
10 0 u 4 -z u
(u v)- (0 15) (>+(—28 -y ¥ -<)+13:0,
v 75 75 v
und damit
10u? + 1502 ——u—l— v+13—0
V5 f

iiber. Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich ferner
1 1)’ 2 2 \?
10 u2—2-—-u+(—> +15 v2+2-—-v+(—> =
( V5 V5 V5 V5

und damit

1) 2 \°
W(u——7) +15(v+—=] =1,
w u— -
so daf sich mit der Variablentransformation ( ) = ( \ég) die Gleichung
z v+ 75

w? 22

10w’ +152* =1 bzw. S+ s =1
1 1
(&) (&)

ergibt; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform dar. Insgesamt ist

+ L €1
<x)_P-<u)_P- Ty —P-<w>+P- 3| =
y v Z — 75 z —75
w = —= - w 1
()3 ) () ()0
VB V5 V5

damit ist



eine Bewegung, die die Ellipse

2 2
E = (w>eR2| v 5+ & s =1
o e e
(H) (&)
in euklidischer (metrischer) Normalform auf die gegebene Quadrik @) abbildet.

Folglich ist @ eine Ellipse mit dem Mittelpunkt ¢ = (1) den Hauptachsen

0 )

oo () (D) e = (D) o ()

sowie den den Hauptachsenabschnitten der Lénge \/% und \/%

38. Die gegebene Quadrik

Q:{("Q €R2]7x2+48xy—7y2—6x+8y20}.

besitzt die Gleichung

(« y)-A’(§)+bT-<z>+c:o

(T 24 9% 9 (-6 9 _

A—<24 _7>E]R , —(8>ER und c¢=0¢€R.
Wegen
det(A—)\E):‘72_4/\ _72§)\‘:(7—)\)(—7—)\)—242:()\—25)()\+25)

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 25 und Ay = —25; wegen

18 2 —3 4\ 4
A_AlE—(M —32)W(0 o) ot “1_<3>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 25, und wegen

32 24 4 3 . -3
A_A2E—<24 18)W(O 0) 15t ”2—(4)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = —25. Mit der orthogonalen Matrix

U1 V2
(i)
[loal]" vl
und der Diagonalmatrix

D = diag (A1, A2)
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gilt dann PTAP = D. Die Variablentransformation (Z) =P (Z) fithrt nun
die gegebene Gleichung

(x y)-A-(i)HF- <§)+c:0
(u v)-PTAP. (Z)Hﬁp. <Z) +e=0,

R CRANCRERN(RIOR

25u® —250v% 4+ 10w =0

in die Gleichung

also

und damit

itber. Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich ferner

1 1\? 1\
Su 5(1} 5 v+ (5) > 5 (5)

und damit

u

so daf} sich mit der Variablentransformation (f) = (v 1 ) die Gleichung
5

22 w?

S =
G )
ergibt; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform einer Hyperbel dar.

39. a) Die gegebenen Geraden g =t, +R-u, und h =t; + R - u;, mit

ty = (2) und u, = (_31) sowie t; = (;) und wuy, = (—31>

besitzen die Normalenvektoren

~ 1 . - 3
ug = |4 sowie un = {4

und damit die Gleichungen

g ﬂgo<§>:ﬁgotg, also x+ 3y = 24,



und
h ﬂhO(z):ﬂhoth, also 3r+y=28;

wegen ||t,|| = v/10 und ||u,|| = v/10 ist

r+3y—24 b 3r+y—38 0
—_— = ZW. — =
V10 V10
die Hessesche Normalform von g bzw. h, und man erhéalt
:B+3y—24‘ ‘3x—|—y—8‘
d(P,g)=|——F— und d(Ph)=|—F——]|.

Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte P = (";) der euklidischen
Ebene R? mit der Eigenschaft

() d(P,g)*+d(P,h)* = 40;

r+3y—24\° [3z+y—8)\"

< VI )+< V10 >:4°
(x+3y—24)*+ Bz +y—8)% =400

2’ +9y* + 576+ 6xy — 48z — 144 y) +
+(92° +y* + 64+ 62y — 482 — 16y) = 400
1022 +10y> + 640+ 122y — 96 — 160y = 400
522+ 6zxy+5y* —48x — 80y + 120 = 0.

dabei gilt

(*)

e 111

Die in b) ermittelte Quadrik
€z 2 2 2
Q:{(y) ER* |52 +6xy+5y —48x—80y+120:0}

besitzt die Gleichung

(x y)-A-<§)+bT-(;)+c=0

(5 3 9%9 (48 9 B
A—(3 5)€R , b—<_80>€R und ¢ =120 € R.

mit

Wegen

det(A — \E) = =(-N2=3=(2-))(8-))

5—-X 3
3 5—=2A



fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 2 und \; = 8; wegen

3 3 11 ) 1
A—\E= <3 3> ~ (0 O> ist v = (_1)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 2, und wegen

-3 3 1 -1 . 1
A—)\2E—<3 _3)w(0 O) ist UQ—(l)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 8. Mit der orthogonalen Matrix

1L
p:(L v_> i) eou®)
[vil] oo ~7 v
und der Diagonalmatrix

D= dlag ()\1, )\2) = (2 0) c RQXQ

gilt dann PTAP = D. Die Variablentransformation (5) =P <:j) fiithrt

nun die gegebene Gleichung

x T X
x -A- +0b - +c=0
@ v) (y) (y)
in die Gleichung

(u v)-PTAP. Cj) INAYY (Z) te=0,

also
20 U L 4 U
(u v)-(o 8)-()+(—48 -80)-| V3 ¥ -(>+120=0,
v 75 ﬁ v
und damit
2u” 4+ 8v* + 128 +120=0
u? v? —u——v =
\/_ \/_

iiber. Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich ferner
8 8\’ 8 8\’
2 u2+2-—-u+<—) +38 212—2-—-v+(—)
( e\ v\
8\° 8\’
=—-120+2| —=) +8| —=
(72) ()

2<u+%)2+8<v—%)2:200,

und damit



40.

2)

u+ 3%
so dafl sich mit der Variablentransformation (Z) = (v \?) die Glei-
V2

chung

w? 22

2 2 w2
2w+ 8z = 200 bzw. 102—}—52—1

ergibt; dabei ist insgesamt

x U w— 5
=P =P 2
Y v z—l—7§

Damit ist

f:RQ%Ra f(ij)zp(qj)‘i‘ta

eine Bewegung, die die Ellipse

in euklidischer (metrischer) Normalform auf die Quadrik @ abbildet; folglich

g) , den Hauptachsen

t+R-v = <g> +R- (_11) und t+R-vy = ((8)) +R- G)

sowie den den Hauptachsenabschnitten der Léange 10 und 5.

ist ) eine Ellipse mit dem Mittelpunkt ¢t = (

Die Gerade b durch die Punkte A — (_01> und O = @ besitzt den

Tragerpunkt A und den Richtungsvektor v, = C' — A = (t —it_ 1), folglich

den Normalenvektor @, = up = ( ; :Lt1>, und damit die Gleichung

ﬁbo<§>:ﬂboA bzw. —tx+(t+1)y=t.

0
b durch die Ecken A und C senkrecht; folglich besitzt hp den Tragerpunkt
B und den Normalenvektor u;, und folglich die Gleichung

Die Hohe hp des Dreiecks ABC' durch die Ecke B = (1) steht auf der Seite

ubo(i):uboB bzw. (t+Dor+ty=t+1.



Die Seite durch die Ecken A und B stimmt mit der z—Achse iiberein; daher
ist die Hohe he durch den Punkt C' eine Parallele zur y—Achse und besitzt
die Gleichung =z = t. Die Koordinaten des Hohenschnittpunkts H = xH)

Y
des Dreiecks ABC miissen nun den Gleichungen der beiden Hohen hp und

h¢ geniigen; aus
(t+1)xg+tyy =t+1 und rg =t
folgt zunéichst (t + 1)t +tyg =t + 1, also
tyg =(t+1)—(t+Dt=(0t+1)(1—t)=1—1,
und wegen t # 0 ergibt sich

1= 1 ,
e Tyl

Die Koordinaten z; =t und y; = % — t des Hohenschnittpunkts H geniigen
der Gleichung

1
y=-—t=——=z bzw. ry=1-—2z%
t x

damit liegt H auf der Quadrik @ des R? mit der Gleichung
> +ry—1=0;

Q@ besitzt die Gleichung

( y)'A~<f;)+bT~(z)+C—0

mit
1 1 0
A:<1 2)€R2X2, b:() R? und c¢=-1€R.
3 0 0
Wegen
1—-x 2 1 1
_ — 2 - _ | S A N
det(A— \E) ‘ % Y Sarms(l A) (=) 1 A=A 1

fir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\ = Lv2 > () und

Ay = 1_2‘/5 < 05 sind vy und vy Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten )\,

und o, so ergibt sich mit der orthogonalen Matrix

P = (L, &) die Beziehung PTAP = (Al 0) .
[r] ™ [[o2]] 0 X




Die Variablentransformation (z) =P <Z) fithrt nun die gegebene Glei-

x _ . . . . T . u _
chung (x y) - A - <y) = 1 in die Gleichung (u v) P AP (v) =1,

also

5 ve=1;
S~—— ——
>0 <0

1 2 1—+2
+Tfu2+_f :

damit ist () eine Hyperbel.



