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33. a) Fiir die Parameter a, b € R mit 0 < b < a betrachten wir die Ellipse £ mit

der Gleichung
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Da diese die vier Scheitelpunkte S; 5 = (£a;0) und Ss4 = (0; £b) besitzt,

wéhlen wir a = 22—5; ferner gilt
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Die gesuchte Ellipse besitzt damit die Gleichung
72 y?
5 + 5 = 1.
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Fiir die Parameter a, b € R mit 0 < b < a betrachten wir die Hyperbel H
mit der Gleichung
22
@ B2
Da diese die beiden Brennpunkte F; o = (fe;0) mit e = v/a? 4 b? sowie die
beiden Asymptoten y = i% x besitzt, bestimmen wir a und b mit

=1

a® 4+ b* = e =107 und b—3
wegen b = %a ergibt sich
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wegen a > 0 also
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woraus sich dann
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ergibt. Die Probe bestétigt, daf§ die Hyperbel mit der Gleichung
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die gewiinschten Eigenschaften besitzt.
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c) Die Schnittpunkte von E und H sind genau diejenigen Punkte (z;y) € R?
deren Koordinaten sowohl der Ellipsengleichung
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als auch der Hyperbelgleichung
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geniigen; wir haben also das lineare Gleichungssystem
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in den Unbestimmten 22 und 3? zu l6sen. Wegen
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erhélt man z? = 100, also z = +10, und y* = &, also y = +£3. Damit ist
S = (10; g) der im 1. Quadranten liegende Schnittpunkt von £ und H; die
Tangente an die Ellipse E' im Punkt S besitzt die Gleichung
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und die Tangente an die Hyperbel H im Punkt S besitzt die Gleichung

=1  bzw. Sa+10y= 125,
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besitzt die beiden Brennpunkte

=1 bzw. dor —4y=32.

34. Die gegebene Ellipse

fi=(—e0) und fy=(e;0)  mit e = a2 — b2



Die Tangente 7' an E im Punkt py = (zo) € E besitzt die Gleichung
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ein Normalenvektor von 7' der Lénge
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die Hessesche Normalform der Tangente T ist. Fiir die Abstidnde d(7, fi) und
d(T, f2) der beiden Brennpunkte f; = (—e;0) und fy = (e;0) von T' gilt damit
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damit ist

so daf
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Damit ergibt sich
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35. Die gegebene Hyperbel
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besitzt zunéchst die beiden Asymptoten

A y=-_-w und Ay y:—g-x;



ferner gilt fiir die Tangente 7" an H im Punkt py = (xo) eH
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Fiir den Schnittpunkt p, <§1) der Asymptote A; und der Tangente T gilt
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zg-x und Ilfo_x_@_ =1
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Entsprechend erhélt man fiir den Schnittpunkt p, = (9;2) der Asymptote As
2
und der Tangente T also
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Das Dreieck mit den Ecken m = (8) sowie p; = <§1) und py = (52) wird
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vom Eckpunkt m aus durch die beiden Vektoren
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gegeben. Fiir seinen Fldcheninhalt F' gilt also

i D)
Y1 Y2 2

1
F = 5 : ]det (ul,UQ)‘ =

1
2

1 1 1 a a
2 %—%'%%'det(b —b>‘:
1 1 ab
PE yS'(a'(_b)_a'b) w5 u
a? b2




da nun der Punkt py = (50) auf der Hyperbel H liegt, geniigen seine Koeffizi-
0

enten der Hyperbelgleichung von H, so dafl sich wegen
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a’>  b?
die gewiinschte Beziehung F' = ab ergibt.
36. a) Wir zeigen, daB die Ellipse
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mit den beiden Brennpunkten Fi, = (+e,0) mit e = v/a? — b? durch die
Brennpunkteigenschaft

() d(P,F\)+d(P, F3) =2a
charakterisiert ist. Fiir P = (x,y) € R? mit

d(P,F1)=+/(x—e)>+y?> sowie d(P Fy)=+/(z+¢€)>+y?

gilt dann
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In der Implikationsrichtung ,,—“ wurde bei ,,(L‘*;“ und ,,g“ jeweils die
Gleichung quadriert, so dafl in der Implikationsrichtung ,,<=* an diesen
Stellen gesonderte Uberlegungen notwendig sind:

e Bei ,,&“ geht folgenden Uberlegung ein: fiir alle Punkte (z,9) € E

gilt
|| < a wund ferner gilt e <a.

Damit ergibt sich
lex|=e-|z|<a-a=a

und damit
a’>— ex >0.
~~
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e Bei ,,é*:*)“ geht folgenden Uberlegung ein: fiir alle Punkte (z,9) € E
gilt
|r] <a und |y| <0.

Damit ergibt sich
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zusammen mit der Monotonie der Quadratwurzel also

Vi —e)?2+1y2 <Vida?=2a.

b) Wir zeigen, dafl die Hyperbel

.I’Q y2

mit den beiden Brennpunkten Fj,, = (£e,0) mit e = va? 4 b* durch die
Brennpunkteigenschaft

(©) |d(P, F}) — d(P, Fy)| =2a

charakterisiert ist.

Dabei betrachten wir zunéichst nur die Punkte P = (x,y) € R? der rechten
Halbebene x > 0 und damit die Beziehung

(0/) d(P, FQ) — d(P, Fl) = 2&,
mit

d(P,F1) =+/(z —e)2+y?> sowie d(P,Fy)=+/(x+e)?+y>



d(P,Fy) — d(P,F)) = 2a
d(P,Fy) =2a+d(P, F)
(@+e)?+y’=2a+/(z—e?+>

>0>—2a ’
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av/(z —e)2+y2 = —a® +ex
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a* ((x—e)*+y?) =a* —2a’ex + e%2?
a*(x —e)* +a’y® = a* — 2a*ex + e*2?
a®(2? —2ex+e*)+a*y  =a' —2a’ex + e’ 2?
alr? —2dler+d*el+d P =at —2d%ex+ €% x
22 — 222 + a’y® = a* — a?e?
(a®> —e?)a? +a’y* = a® (a® — €°)
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Da bei ,,(:*)>“ die Gleichung quadriert wird, ist bei ,,&“ die folgende Uber-

legung notig: fiir alle Punkte (x,y) € H mit > 0 gilt © > a, so daB sich
mit e > a also

e-x>a-a=a’ und damit —a’+ex>0

ergibt.

Fiir die Punkte P = (z,y) € R? der linken Halbebene z < 0 gelangt man
aufgrund der Symmetrieeigenschaften der Hyperbel mit den gleichen Uber-
legungen zum gewiinschten Ergebnis d(P, F}) — d(P, F3) = 2a.



